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Resumo

O Paradoxo de Banach-Tarski é um dos diversos paradoxos de decomposigao [1]. Ele
garante que é possivel separar a circunferéncia S' em pedacos dois a dois disjuntos e,
rotacionando-os adequadamente, formar duas novas circunferéncias. Neste trabalho,
apresentamos este resultado e sua demonstracao.

Abstract

The Banach-Tarski Paradox is one of several decomposition paradoxes [1]. It ensures
that it is possible to disassemble the circumference S! into pairwise disjoint pieces and,
by properly rotating them, reassemble into two new circumferences. In this paper, we
present this result along with its proof.

1 Introducao

Os paradoxos de decomposicao sao frutos das propriedades dos conjuntos infinitos
nao-enumeraveis. O teorema de Banach-Tarski (BT), que é um paradoxo de decom-
posicao, consiste em duplicar e ampliar esferas em R". Outros paradoxos de decom-
posigao fazem o mesmo para outros tipos de objetos [1]. Por meio de uma engenhosa
sucessao de passos, € possivel, por exemplo, particionar uma bola do tamanho de uma
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ervilha em finitos pedagos (isto ¢, encontrar um nimero finito de subconjuntos de uma
bola de raio positivo pequeno) que podem ser rearranjados para formar uma bola do ta-
manho do Sol [2]! Esse resultado, associado com outras abordagens mateméticas, pode
ter profundas implicacoes para a expansao do universo, levando-se em consideracao,
por exemplo, escalas microscépicas do espago-tempo [3].

Ainda que o resultado seja conhecido, nossa abordagem, aqui, é original no sentido
de que demonstramos o teorema na esfera unidimensional da forma mais simplificada
que pudemos vislumbrar, utilizando, dentre outras ferramentas, rotacoes. Além disso,
trazemos na Secao 4 algo mais surpreendente ainda, a saber, mostramos, sem artificios
de inducao, que a circunferéncia unitaria S' pode ser dividida em infinitas outras circun-
feréncias unitarias em um mesmo processo. As referéncias envolvendo a demonstracao
do Paradoxo de Banach-Tarski sdo demasiadamente técnicas [4, 5] e tratam em sua
maioria de dimensoes a partir de trés. Um dos livros mais citados sobre decomposicoes
paradoxais [1] estd baseado em R3, e recomendamo-no fortemente aqueles que desejam
aprofundar-se no tema.

O paradoxo de BT tornou-se a fundagao para a teoria de medidas aditivas, que
envolve a inter-relagao entre andlise (teoria da medida e funcionais lineares), dlgebra
(teoria combinatéria de grupos), geometria (grupos de isometria) e topologia (grupos
topoldgicos localmente compactos) [1]. Como veremos a seguir, utilizando classes de
equivaléncia, enumerabilidade tanto dos racionais quanto dos subconjuntos infinitos dos
naturais e, sobretudo, o axioma da escolha, é possivel duplicar a circunferéncia S* C R2.
Mais especificamente, o resultado principal deste trabalho é o seguinte teorema.

Teorema 1.1. (Banach-Tarski) A circunferéncia S' pode ser particionada em um
numero infinito enumerdvel de subconjuntos de tal forma que, rotacionados conveni-
entemente, pode-se gerar duas novas esferas S*.

Destacamos que os axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF) sao os axiomas padrao da
teoria de conjuntos, e eles nao incluem o axioma da escolha (AC, do inglés aziom of
choice). O sistema ZF, que inclui AC, é denominado ZFC. O axioma da escolha é
fundamental para o Paradoxo de Banach-Tarski. Por isso, ele nao é um teorema em
ZF. Em 1964, Solovay provou, a partir do método forcing de Paul Cohen, que ZF e “Nao
existe paradoxo de Banach-Tarski” sao consistentes. Nas referéncias [1, 6], os leitores
interessados poderao se aprofundar acerca do papel do axioma da escolha em paradoxos
de decomposicao [1] bem como compreender os processos matematicos envolvidos no
axioma da escolha [6].
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2 Preliminares

Para apresentar a demonstragao do teorema de Banach-Tarski, é necessario compre-
ender alguns conceitos da Algebra Abstrata, apresentados a seguir. Para uma revisao
de Relagoes, consulte as referéncias [7, 8.

Definigao 2.1. Seja A um conjunto qualquer. Um conjunto R C A x A é chamado
relacdo entre os elementos de A ou, simplesmente, relacdo binaria em A. Neste caso,
dizemos que o elemento x € A esta relacionado com o elemento y € A via relagao R se
o par ordenado (z,y) € R, e escreve-se xRy ou x ~ y.

Neste trabalho, as relacoes de equivaléncia ganharao destaque e serao apresentadas
na definigao a seguir.

Definigao 2.2. Seja A um conjunto qualquer. Uma relacao R em A é dita ser uma
relacao de equivaléncia se satisfaz essas trés condigoes:

a. Vo € A, (z,x) € R;
b. Vz,y € A, (z,y) € R= (y,x) € R;
c. Vo,y,z € A, (z,y) € Re (y,2) € R= (z,2) € R.

A condicao a. é chamada de Reflexiva, b., Simétrica, e c., Transitiva. KEssas
condicoes serao tteis para a construcao de um conjunto importante na demonstragao
do teorema de BT.

Existem varias aplicacoes e exemplos de relagoes de equivaléncia, e os interessados
poderao encontrar alguns deles nas referéncias [7, 8.

Definigao 2.3. Sejam A um conjunto, R C A x A uma relagdo de equivaléncia em A
e a € A. Definimos a classe de equivaléncia do elemento a com relagao a R como:

la]| ={z € A;(z,a) € R}.

Um exemplo famoso de classe de equivaléncia é o conjunto dos restos da divisao dos
inteiros por n € N={1,2,3,--- }.

O axioma a seguir tem em sua simplicidade um grau enorme de sofisticagao. De-
cidimos apresenta-lo nesta secao, uma vez que ele sera aplicado na demonstracao do
Teorema de BT em uma familia de classes de equivaléncia.

Axioma 2.4. (Azioma da Escolha) Para qualquer conjunto de conjuntos nao-vazios S,
existe uma fungao chamada “funcdao escolha para S” tal que a imagem de cada conjunto
S € um elemento de S [9, 0].
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Dizer que é possivel escolher um elemento de cada conjunto nao-vazio de uma familia
de conjuntos é até aceitdvel quando esta familia é infinita enumeravel (tem a mesma
cardinalidade dos naturais) ou finita. O que torna o Axioma da Escolha uma “verdade”
intrigante é a possibilidade da familia considerada de conjuntos nao-vazios ser nao
enumeravel (como, por exemplo, é o caso do conjunto dos niimeros reais), o que acontece
na demonstracao do Teorema de BT.

A for¢a do axioma da escolha esta no fato de podermos demonstrar teoremas a partir
da existéncia de uma fungao escolha, muito embora nao possamos conhecé-la [10].

3 Resultados Principais

Antes de enunciarmos o Teorema de BT na circunferéncia, apresentamos sua versao
em R? cuja conclusiao é completamente contra o senso comum [1].

Teorema 3.1. (Banach-Tarski em R®) Dada uma bola E em R3, existe uma familia
finita de subconjuntos, dois a dois disjuntos, Ay, Ay,--- Ay, By,Bs,-++ B, de E e
isometrias de R® g1, g2, , gn, h1, ha, -+, by tais que

!
C
>
)

i=1

Nesse resultado, isometria significa, a grosso modo, movimentos no espaco R?® que
nao alteram o comprimento do vetor, ou seja, sao rotacoes e translagoes. Em outras
palavras, o Teorema 3.1 diz que toda bola em R? pode ser dividida em um ndmero
finito de pedagos (subconjuntos da bola) tais que, reorganizando-os, é possivel formar
duas novas bolas iguais a primeira.

Na versao do Teorema de BT na circunferéncia, que enunciaremos e demonstraremos
a seguir, ela serd dividida em infinitos pedacos, dois a dois disjuntos, o que, apesar de
diferir da versao em R3, continua sendo um resultado nao intuitivo.

Teorema 3.2. (Banach-Tarski) A circunferéncia S' pode ser particionada em um
numero infinito enumerdvel de subconjuntos de tal forma que, rotacionados conveni-
entemente, pode-se gerar duas novas esferas S*.

Demonstracao: Cada ponto da circunferéncia S!, definida como sendo o conjunto dos
pontos (a,b) de R? tais que a® + b* = 1, estd associado de maneira tinica a um ponto
da forma (cos(#),sen(#)) para algum 6 € [0,27) em radianos, e a reciproca também é
verdadeira. Para nao carregarmos a notagao e definirmos novas varidveis, vamos assu-
mir, portanto, que cada z € S* é um angulo em radiano. Ainda a fim de simplificar a
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compreensao, nao vamos fazer diferenciagao entre pontos que sao congruentes a outros
moédulo 27, isto é, se x,y € St e v = y + 2k7 para algum k € Z, vamos dizer simples-
mente que r = y. Isso faz sentido porque, quando olhamos os pontos x e y sobre a
circunferéncia, nao vemos dois pontos diferentes. Dito isso, considere a seguinte relacao
de equivaléncia em S', definida entre os angulos z e y (em radianos) da circunferéncia:

r~ysr—yeQ.

Escrevemos x — y € Q para representar que o angulo y ¢ obtido a partir de  por uma
rotacao de um angulo racional. Esta relacdo na circunferéncia S' é de equivaléncia.
Considere, entao, [z] = {y € S'; y ~ x}, isto é, [z] é a classe de equivaléncia do
elemento z € S*. Por estarmos tratando de uma relacao de equivaléncia, é verdade que
x € [7] seja qual for o elemento x € S*, pois a relagao ¢ reflexiva. Assim,

St = U [z].

zeSt

Em cada classe [z], com x € S!, escolha apenas um elemento e considere V o
conjunto desses elementos, ou seja, V = {um tnico elemento da classe [z]; x € S'}.
Isso é possivel pelo Axioma da Escolha 2.4.

Seja {r; }ien uma enumeragao do conjunto Q (veja [11]). Para cada i € N, considere

‘/;:ri—i_V?

isto é, para cada ¢ € N, o conjunto V; é a rotagao de V' pelo angulo r;.
Afirmamos que

+0o0
s'=Jv (3.1)
=1

+oo
Com efeito, a inclusao U V; C S' é ébvia, pois os Vj’s foram construidos a partir de
i=1
elementos de S'. Seja, entdo, z € S! e considere sua classe [z]. Pela construgao do
conjunto V', existe w € V tal que w € [z]. Pertencer a classe do elemento z significa que

a diferenga z—w ¢ algum numero racional, digamos r;,. Logo, z = r;,+w € r;,+V =V,,,
+00

o que mostra a inclusao S* C U V; e prova nossa afirmacao.
i=1
Sejam

“+oo
A=ViUVUVU-- = Vo
i=1
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B=V,UV,UVzU--- = | Vi

Naturalmente, S' = AU B. Pela construgao de V;, temos que V; N'V; = 0 para i # j,
pois V foi construido apenas com um unico elemento de cada classe de equivaléncia. As
classes de equivaléncia sempre formam uma parti¢ao, lembrando que a particao divide
um conjunto em subconjuntos nao-vazios e dois a dois disjuntos (veja [8]). Isso garante
que AN B = (). Agora, vamos provar que ¢é possivel rotacionar os pontos dos conjuntos

A e B e obter duas novas circunferéncias S*.
Ora, podemos rotacionar V5 para obtermos Vj. Basta rotacionarmos V5 de um

angulo ry — ro. Teremos
(7”1—7"2)+V2=(7“1—7“2)+7"2+V:7”1+V=V1.
De modo geral, para cada ¢ € N,
(ri—roi1) +Voia=(ri—rai1) +raa+V=r+V=Y,
como também
(ri—roi) +Vai=(ri—ro) +roi + V=1, +V =V,

Utilizando esse processo em todos os elementos (pontos) de A e, similarmente, de B,
segue de (3.1) que

iuVsuVsu - = A
\J \J 3 \J
i U, UuVyu ... = St
como também
Vo, UV, U Vg U --- = B
) } \J \J
Viuvu'V;u ... = Sh
Portanto, uma vez que S' = AU B, rotacionando os pontos dos conjuntos disjuntos A
e B, obtemos duas novas circunferéncias S*, o que conclui a prova do teorema. |

4 Comentarios

Uma pergunta pertinente seria: E possivel separar a circunferéncia S* em pedacos
que, apds rotacoes, seja possivel obter trés novas circunferéncias S'? E quatro novas
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circunferéncias? E infinitas? A resposta para todas essas perguntas é positiva. A
seguir, mostramos como se procede para responder cada uma.

Para obtermos trés novas circunferéncias, precisamos separar apropriadamente os
+o0 +oo

indices dos V;’s da uniao (3.1) dada por S! = U V;. Considere, para isso, A = U Vai,

i=1 i=1

+oo +o00
B = U Va1 e C = U V3iyo. Note que A, B e C sao dois a dois disjuntos (uma vez
i=1 i=1
que os préprios V;'s 0 sdo) e também A = V;U VU VoU---, B=V,UV;UVjgU---
e C'=VsUVgUVipU---. Agora, procedemos da mesma forma que anteriormente,
rotacionando cada V3; em A, cada V3;,1 em B e cada V3,19 em C' para obtermos trés
novas circunferéncias. O caso de quatro novas circunferéncias é andlogo, bastando

+oo
considerar os conjuntos A = U Vi, B = U Vg1, C = U Vio e D = U Viiis.
i=1 i=1 i=1 i=1
Para se obter infinitas novas circunferéncias, seja {p1, p2, ps, - - - } uma enumeragao dos
nimeros primos positivos. Considere, para cada ¢ € N={1,2 3,---}, o conjunto

X; = {pl; k €N},

isto é, o conjunto X; é formado por todas as poténcias do ntimero p;. Seja X o conjunto
dos nimeros naturais que nao sao poténcias de nenhum primo. Dessas consideracoes,
temos que N = Xy U X; U Xy U .-+, em que a uniao é formada por conjuntos dois a
dois disjuntos, e cada X; possui infinitos elementos. Agora, vamos construir os pedagos
da circunferéncia que servirao para gerar outras circunferéncias. Seja, para cada i €

NU {0}, o conjunto

Por exemplo, considerando p; = 2 e py = 3, temos que Ay = Vo UV, UVgUVigU--- e
Ay =VaUVoU Vo U Vg U---. Ora, procedendo, entao, como antes, é possivel tornar
cada pedaco A; de S' em uma nova circunferéncia S*.

Por fim, apresentamos a Figura 1, que é uma representacao ilustrativa do Teorema
de Banach-Tarski.
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S'I

Figura 1: Ilustracao do Teorema de Banach-Tarski.
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Consideracoes Finais

O Paradoxo de Banach-Tarski é intrigante em sua esséncia. Demonstramos o teo-
rema na circunferéncia S! utilizando relacoes, classes de equivaléncia, rotacoes, axioma
da escolha, enumeracao e a bijecao entre os niimeros pares e impares e o conjunto dos
Naturais. Além de duplicar a circunferéncia, mostramos que é possivel triplicar, qua-
druplicar e, até mesmo, dividi-la em k novas circunferéncias seja qual for o nimero
natural k. Ademais, provamos ainda que é possivel dividir a circunferéncia em infinitas
outras circunferéncias. A validade deste teorema reside em diversas partes, valendo a
pena destacar o axioma da escolha, as bijecoes utilizadas e particoes a partir de classes
de equivaléncia. Esses itens foram fundamentais para a demonstragao apresentada.

Como sugestao para futuros trabalhos, destacamos a duplicacao da esfera S? bem
como o estudo da unicidade da medida de Lebesgue nos conjuntos envolvidos em Pa-
radoxos de Banach-Tarski [1].
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