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Resumo

Estudos relacionados a sequéencias lineares e recorrentes tem proporcionado a aborda-
gem de outras bem menos conhecidas do que a Sequéncia de Fibonacci. Nesse sentido,
este trabalho aborda uma breve introducgao sobre a Sequéncia de Leonardo, assim como
uma discussao a respeito das relacoes recorrentes bidimensionais desses niimeros a partir
do seu modelo unidimensional. Algumas propriedades e identidades sao ainda introdu-
zidas, de forma a estabelecer a relacao existente entre essas duas sequéncias de nimeros
inteiros.

Palavras-chave: Relagoes bidimensionais; Relagoes de Recorréncia; Sequéncia de Fi-
bonacci; Sequéncia de Leonardo. de Leonardo.

Abstract

Studies related to linear and recurrent sequences have provided the approach to other
that are less well known than the Fibonacci Sequence. In this sense, this paper deals
with a brief introduction about the Leonardo Sequence, as well as a discussion about
the two-dimensional recurring relations of this numbers from its one-dimensional model.
Some properties and identities are further introduced in order to establish the existent
relations between these two integer sequences.

Keywords: Two-dimensional relations; recurrence relations. Fibonacci Sequence. Le-
onardo Sequence.
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1 Introducao

Existe atualmente na literatura, um maior interesse pelo estudo de sequéncias lineares
e recorrentes, bem como as suas aplica¢oes no mundo cientifico. Uma sequéncia bastante
estudada é a Sequéncia de Fibonacci, definida por:

Fn = Fn—l + Fn_g,n Z 2 (].].)

Ccom FO = O, F1 =1.
Assim, os primeiros nimeros de Fibonacci sao descritos por:

0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55,89, 144, 223, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181.

Sendo entao apresentada em vérios artigos de matematica, em que mostram o seu
estudo em diversas areas, tais como: cdlculo, matematica aplicada, algebra, estatistica,
fisica e informdtica, como pode-se encontrar em [1], [2], [4], [5], [6], [9], [10].

No trabalho de Catarino e Borges [7], é introduzida a Sequéncia de Leonardo, até
entao pouco conhecida e estudada na literatura. Assim, essa sequéncia é uma sequéncia
linear e recorrente de segunda ordem, relacionando-a com a Sequéncia de Fibonacci,
sendo entao denotada por Le,. Essa sequéncia é definida por:

Le,=Le, 1+ Le, o+1,n>2 (1.2)

com Ley = Le; = 1.
Assim, os primeiros nimeros de Leonardo sao descritos por:

1,1,3,5,9, 15,25, 41,67, 109, 177, 287, 465, 753, 1219, 1973, 3193, 5167, 8361, 13529, 21891.

A relagdo de recorréncia (1.2) pode ser escrita de uma outra maneira, como faz
Catarino e Borges [7]. Logo, a partir de Le, = Le, 1+ Le, o+ 1 e Le,y1 = Le, +
Le, 1 + 1, pode-se entao realizar a subtracao entre essas duas equacoes, obtendo:

Le, — Leyy1 = Le, 1+ Le, o+ 1 — (Le, + Le, 1 + 1)
Le, — Ley,y = Le, 1+ Le, o+ 1— Le, — Le,, 1 — 1
Le, — Le,,, = Le,,_o — Le,

Le, 1 =2Le, — Le, o,n > 2

A relacao entre a Sequéncia de Leonardo com a Sequéncia de Fibonacci é expressa
pela seguinte proposicao desenvolvida por Catarino e Borges [7].
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Proposicao 1.1. Para todo n > 0,
Le, = 2F, 1 — 1. (1.3)
Demonstracao. A demonstracao é feito por inducao sobre n. Para n = 2, tem-se que:

Len = Len,l -+ Len,g + 1,
LGQ = L61 + LGO + 1,
L€2 = 3.
Neste caso, a igualdade é vélida. Supondo que (1.3) seja vélida para algumn = k, k € N,

tem-se que
Ley, = Lep_1+ Lep_o + 1.

Se n =k + 1, utilizamos as equagoes (1.2) e (1.1). Tem-se
Ley 1 = Lex + Leg_1 + 1

=2F — 1)+ 2F,—1)+1

- 2Fk+2 - 1
O
Obtemos da Proposicao 1.1 que
Le, +1
Fn+1 - 2 .

Nas secoes seguintes serao estudadas as relagoes recorrentes bidimensionais da Sequéncia
de Leonardo, assim como algumas propriedades e identidades.

2 Relacoes recorrentes bidimensionais de Leonardo

De acordo com Harman [8], quando exploramos os nimeros denotados por Le(n,m)
representamos os inteiros gaussianos (n,m) = n + mi, em que n e m Sao0 inteiros.
Assim, para verificar esta extensao da sequéncia de Leonardo como sendo dimensao
complexa, as relagoes recorrentes do caso bidimensional desta sequéncia serao explicadas
no decorrer deste artigo.

Doravante, serao discutidas, algumas propriedades inerentes as relagoes bidimensi-
onais oriundas da recorréncia da Sequéncia de Leonardo

Le(n+ 1) = 2Le(n) — Le(n — 2).
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Definigao 2.1. Os nimeros da forma Le(n, m) representarao os numeros da Sequéncia
de Leonardo bidimensional e, devem satisfazer as sequintes condi¢coes bidimensionais de
recorréncia, em que n,m € N:

Le(n+1,m) =2Le(n,m)— Le(n —2,m),
Le(n,m+1) =2Le(n,m) — Le(n,m — 2),

com os sequintes valores iniciais definidos: Le(0,0) 1 Le(1,0) = 1,Le(0,1) = 1 +
i,Le(1,1) = 1+, em que i* = —1 e Le(0) = Le(1) = 1, Le(2) = 3.

Lema 2.2. Valem as sequintes propriedades:

(a) Le(n,0) = Le(n),

(b) Le(0,m) = Le(m) + (%) i
(c) Le(n,1) = Le(n) + (%) i

(4) Le(1,m) = Le(m) + (L0 5

Demonstragao. (a) Sendo Le(n+1,m) = 2Le(n,m) — Le(n — 2, m) e os valores iniciais
Le(0,0) =1, Le(1,0) = 1, aplicando o segundo principio da inducao finita sobre n, onde

fixa-se m = 0 e varia-se n = 0, 1, 2, ..., observamos que

Le(n,0) = 2Le(n — 1,0) — Le(n — 3,0);
Le(3,0) = 2Le(2,0) — Le(0,0) = 5 = Le(3);
Le(4,0) = 2Le(3,0) — Le(1,0) =9 = Le(4);
Le(5,0) = 2Le(4,0) — Le(2,0) = 15 = Le(5);
Le(6,0) = 2Le(5,0) — Le(3,0) = 25 = Le(6);

Le(n —3,0) =2Le(n —4,0) — Le(n — 6,0) = Le(n — 3);

Le(n —2,0) =2Le(n — 3,0) — Le(n — 5,0) = Le(n — 2);

Le(n —1,0) =2Le(n —2,0) — Le(n — 4,0) = Le(n — 1);
Le(n,0) =2Le(n —1,0) — Le(n — 3,0) = 2Le(n — 1) — Le(n — 3) = Le(n)

Desse modo, verifica-se que vale a propriedade (a) L
De modo andlogo, pode-se provar a validade de (
considerando a relacao

Le(n,m + 1) = 2Le(n,m) — Le(n,m — 2)
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para
Le(0,0) =1 = Le(0), Le(1,0) = 1 = Le(1), Le(0,1) = 1 + 4,

verificando ainda a relacao da Sequéncia de Leonardo com a Sequéncia de Fibonacci,

onde F(n) = F(n—1)+F(n—2) e Le(n—2) = 2F(n+1) — 1 acarretam em F(n+1) =

% (Proposigao 1.1), sendo ainda os nimeros iniciais de Fibonacci F/(0) = 0, F/(1) =

F(2) = 1. Analisando a recursividade para n = 0 e variando m = 0, 1,2, 3, ..., percebe-

se que

Le(0,m) = 2Le(0,m — 1) — Le(0,m — 3) :
Le(0,3) = 2Le(0,2) — Le(0,0) = 2(3+14) — 1 = 5+ 2i = Le(3) + F(3)i
= Le(3) + <%> i

Le(0,4) = 2Le(0,3) — Le( 0 1) = 2(5+2i) — (1+1) = 9+ 3i = Le(4) + F(4)i
Le(0,5) = 2Le(0,4) — Le( 0 2) —2(9+3i) — (3+1) =15+ 5i = Le(5) + F(5)i
Le(4
i (242,
Le(0,6) = 2Le(0,5) — Le(0 3) =2(15+5i) — (5 + 2i) = 25+ 8 = Le(6) + F(6)i
<Le > '
Le(0,m — 3) =2Le(0,m —4) — Le(0,m — 6) = Le(m — 3) + F(m — 3)i
= Le(m —3) + (Le(m _2 ks 1) i;
Le(0,m —2) =2Le(0,m — 3) — Le(0,m — 5) = Le(m — 2) + F(m — 2)i
= Le(m —2)+ (Le(m _2 3)+ 1) i
Le(0,m — 1) =2Le(0,m — 2) — Le(0,m —4) = Le(m — 1) + F(m — 1)i

— Le(m—1) + (Le(m—22) + 1) ;
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Le(0,m) = 2Le(0,m — 1) — Le(0,m — 3) = 2 [Le(m 1)+ (Le(m > 2+ 1) 21

B {Le(m_?)” (Le(m;4)+1) Z} ~ Le(m) + (Le(m— 1)+1> :

2

Validando a propriedade (b) Le(0,m) = Le(m) + (Le(mz_l)H) 2

Para demonstrar a propriedade (c), utiliza-se o0 mesmo principio da indugao, com
Le(n + 1,m) = 2Le(n,m) — Le(n — 2,m) e para os valores iniciais Le(0) = Le(1) =
1,Le(2) =3,Le(0,1) = 1+14, Le(1,1) = 1414, Le(2,1) = 34 2i, onde pode-se estabelecer
uma relagao entre a Sequéncia de Leonardo e a Sequéncia de Fibonacci, em que F'(n) =
F(n—1)+F(n—2) e Le(n—2) = 2F(n+1)—1 acarretam novamente F'(n+1) = %
(Proposicao 1.1), sendo ainda os nimeros iniciais de Fibonacci F'(0) = 0, F(1) = F(2) =
1. Assim, fixando m = 1 e variando n = 0,1,2, 3,..., segue que

Le(n,1) =2Le(n —1,1) — Le(n — 3,1);
Le(3,1) = 2Le(2,1) — Le(0,1) = 2(3 + 2i) — (1 +14) = 5+ 3i = Le(3) + F(4)i

s (B921),
Le(4,1) = 2Le(3,1) — Le(1,1) = 2(5 + 3i) — (1 +14) = 9 + 5i = Le(4) + F(5)i
Le(4)+ 1Y\ .
= Le(4) + <T> i
Le(5,1) = 2Le(4,1) — Le(2,1) = 2(9 + 5i) — (3 + 2i) = 15 + 8i = Le(5) + F(6)i
Le(5) + 1Y .
= Le(5) + <T> i
Le(6,1) = 2Le(5,1) — Le(3,1) = 2(15 + 84) — (5 + 3i) = 25 + 13i = Le(6) + F(7)i
— Le(6) + <—L6(62) i 1> i

Le(n—3,1) =2Le(n —4,1) — Le(n — 6,1) = Le(n — 3) + F'(n — 2)i

= Le(n —3) + (%) i

Le(n—2,1) =2Le(n —3,1) — Le(n — 5,1) = Le(n — 2) + F(n — 1)i
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R (CUECESAP

Le(n—1,1) =2Le(n —2,1) — Le(n — 4,1) = Le(n — 1) + F(n)i
Le(n—1) + 1> :

=Le(n—1)+ ( 5
Le(n,1) =2Le(n —1,1) — Le(n — 3, 1)

=2 [zen- 1)+ (FUEN ] - et -+ (FSEL)
= Le(n) + (%) i

Provando (c).

Finalizando a demonstracao, tem-se que, de modo analogo, pode-se considerar a
relacao Le(n,m) = 2Le(n,m—1)— Le(n,m—3) e os valores Le(0) = Le(1) = 1, Le(2) =
3,Le(1,0) = 1, Le(1,1) = 1+, Le(1,2) = 3 + i, realizando a mesma relacao entre as
duas sequéncias, Leonardo e Fibonacci e, fixando n = 1 e variando m = 0,1,2,3,....
Nota-se que:

Le(1,m) =2Le(1,m —1) — Le(1,m — 3) :
Le(1,3) =2Le(1,2) — Le(1,0) =2(34+1i) — 1 =5+ 2i = Le(3) + F(3):

oy (221
Le(1,4) = 2Le(1,3) — Le(1, 1) =2(5+2) — (1414) =9+ 3i = Le(4) + F(4)i

Le(1,5) = 2Le(1,4)

( ,2) = 2(
" (Le +1)2(
()

9+ 3i) — (3+1) =15+ 5i = Le(5) + F(5)i

Le(1,6) = 2Le(1,5) — Le(1,3)
Le(5)

15 + 51) — (5 + 2i) = 25+ 8 = Le(6) + F(6)i

—Le
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Le(1,m — 3) = 2Le(1,m — 4) — Le(1,m — 6) = Le(m — 3) + F(m — 3)i
— Le(m—3) + (Le(m - 4+ 1) i

Le(1,m —2) = 2Le(1,m — 3) — Le(1,m — 5) = Le(m — 2) + F(m — 2)i
= Le(m —2) + <L6(m > 3) + 1) i

Le(1,m —1) =2Le(1,m — 2) — Le(1,m —4) = Le(m — 1) + F(m — 1)i
= Le(m—1)+ <Le(m _2 2)+ 1) i
Le(1,m) = 2Le(1,m — 1) — Le(1,m — 3)

_Q[Le(m_l)+<Le( ;2)+1)] [Ldm 3+ (Le(m—24)+1>2}

— Le(m) + (Le(m > D+ 1) i

]

Teorema 2.3. Para os dois inteiros, n,m € N, os nimeros na forma Le(n,m) sao
descritos por:

Le(n,m) = [Le(”) Lem)+1, Lem+1_ 1} L Le(m) 41 Le(m—1)+1,

> T2 2 2 "
Demonstracao. Fixando o nimero natural n, pode-se realizar a demonstracao através
de indugao sobre m. Para o valor de m = 0, utiliza-se as propriedades validadas anterior-
mente pelo Lema 2.2(b) e Lema 2.2(c), onde Le(—1) = —1, Le(0) = Le(1) = 1, Le(2) =
3, cujos valores iniciais sdo Le(0,0) =1, Le(1,0) = 1, Le(0,1) = 1414, Le(1,1) = 1 + 4.
Para isso, serdo calculados alguns valores de Le(n,m), variando m.

Para Le(n,2), utiliza-se a recorréncia Le(n m) = 2Le(n,m — 1) — Le(n,m — 4)
com os valores iniciais Le(0,0) = 1 = Le(0), Le(1,
Le(2), Le(0,2) = 3 +i,Le(1,2) = 3+ 1,Le(2,2) =
0,1,2,3,..., tem-se que:

Le(n,2) =2Le(n — 1 2) Le(n —3,2) :
Le(3,2) = 2Le(2,2) — 7 +20) — (341) = 11+ 3i = (2Le(3) + 1) + F(4)i

e(0,2) =
R e ) -
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Le(4,2) = 2Le(3,2) — Le(1,2) = 2(11 + 3i) — (3 + 1) = 19+ 5i = (2Le(4) + 1) + F(5)i
— (2Le(4) +1) + (Le(42) * 1) i

Le(5,2) = 2Le(4,2) — Le(2,2) = 2(19 + 5i) — (T + 2i) = 31 + 8i = (2Le(5) + 1) + F(6)i
— (2Le(5) + 1) + (L6(52) * 1) i

Le(6,2) = 2Le(5,2) — Le(3,2) = 2(31 + 8i) — (11 + 3i) = 51 + 13i = (2Le(6) + 1) + F(7)i

= (2Le(6) + 1) + (Le( 2) i 1) i

Le(n —3,2) =2Le(n —4,2) — LeP(n — 6,2) = (2Le(n — 3) + 1) + F(n — 2)i

— (2Le(n —3) +1) + (nL—e 3) + 1) i

Le(n,2) =2Le(n —1,2) — Le(

~3
=2[(2Le(n — 1) +1) + (w) i| — [(2Le(n —3) + 1) + (M) 1

— (2Le(n) +1) + (M) . 2

Fixando o valor de m = 3, tem-se que:

Le(n,3) =2Le(n —1,3) — Le(n — 3,3) :
Le(3,3) = 2Le(2,3) — Le(0,3) = 2(11 + 4i) — (5 + 2i) = 17 + 6
= (3Le(3) +2) +2F(4)i
Le(3) + 1) .
9 ;

— (3Le(3) +2) +2 (
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Le(4,3) =2Le(3,3) — Le(1,3) = 2(17 + 6i) — (5 + 2¢) = 29 + 10i
= (3Le(4) +2) +2F(5)i
Le(4) + 1) i
5 ;

— (3Le(4) +2) +2 <
Le(5,3) = 2Le(4,3) — Le(2,3) = 2(29 + 104) — (11 + 4i) = 47 + 16
= (3Le(5) +2) + 2F(6)i
Le(5) + 1Y\ .
2 ) b

— (3Le(5) +2) + 2 (
Le(6,3) = 2Le(5,3) — Le(3,3) = 2(47 + 16i) — (17 + 6i) = 77 + 16i
= (3Le(6) + 2) + 2F(7)i
Le(6) + 1) §
2 b

= (3Le(6) +2) + 2 <

Le(n —3,3) =2Le(n —4,3) — Le(n — 6,3) = (3Le(n — 3) +2) + 2F(n — 2)i

— (8Le(n—3)+2)+2 (M) i

Il o

Le(n —2,3) =2Le(n —3,3) — Le(n — 5,3) = (3Le(n —2) +2) + 2F(n — 1)i

— (3Le(n—2)+2)+2 (M) i

[\]

Le(n—1,3) =2Le(n —2,3) — Le(n — 4,3) = (3Le(n — 1) 4+ 2) + 2F(n)i

= (3Le(n —1)+2) +2 (—Le(n > b+ 1) i; Le(n, 3)
=2Le(n —1,3) — Le(n — 3, 3)
= [(3Le(n —1)+2) +2 (w) i] — [(3Le(n — 3) +2)

+2(Le(n—3)+1)i]

2
Le(n2) + 1) :

= (3Le(n) +2) + 2 (

Reescrevendo as propriedades vistas no Lema 2.2 (a) e (b), com Le(—1) = —1, Le(0) =
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Le(1) =1, Le(2) = 3, tem-se que:

Le(n,0) = (Le(n)F(1) + (F(1) — 1)) + Le(”z) i 1) F(0)i
B {Lem) (Le(OQ) 4 1) . (Le(OQ) i1 1)} . (Le(n2)+1> (Le(—21) +1>Z,
Le(n, 1) = (Le(n)F(2)(F(2) — 1)) + Le(”; L pay

+

_ {Lem) . Le(12)

1+ (Le(12)—|—1 B 1)] N (Le(nQ) +1) (Le(OQ) +1) :

Contudo, supondo para m = 1,2,...,k — 2, sejam vélidas as seguintes identidades

descritas:
Le(n, 0) = —Le(n) Le(02) +1 N (Le(OQ) +1 1>_ N Le(n2) +1 Le(—21) + 12,;
Le(n 1) = —Le(n) Le(12) +1 N (Le(12) +1 1)_ N Le(nz) +1 Le(OQ) + 1@,;
Le(n,2) = -Le(n) Le(22) +1 N (Le(22) +1 1)_ N Le(nz) +1 Le(12) + 12,;
Le(n.3) = _Le(n) Le(32) +1 N (Le(32) +1 1)_ N Le(n2) +1 Le(22) + 12_;
Le(n.k —3) = Le(n)-Le(k;3)+1 (Le(k—23)+1_1)}
Le(n) +1 Le(k—4)+1_
e 2 " _
Le(n k—2) = Le(n)-Le(k;2)+1 (Le(k—22)+1 _1)
CLe(n)+1 Le(k—3)+1 _
e 2 _
Le(n k—1) = Le(n)-Le(k_Ql)+1 <Le(k—21)+1 _1)

L Lem)+1 Le(k—=2)+1

2

2

1.

Para m = k, a partir da recorréncia Le(n, k) = 2Le(n,k — 1) — Le(n, k — 3), tem-se
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que

Le(n,k) = 2Le(n,k—1)— Le(n,k — 3)

= of(re(mPEED Y L (EEEDL )

+(Le(n2)+1)(Le(k—2)+1

_[(Le(n)(w) 4 ((L

+(Le(n2) + 1)(Le(k’ —24) + 1)2]

Le(k) + 1+ Le(k) +1

= [Le(n)

Le(n) +1 :
LA D,

+(

Realizando operagoes algébricas, pode-se reduzir o Teorema 2.3 a

Le(rr;) —1—1) +<<Le(ﬂ;)+1) )+ (Le(nQ) —l—l)(Le(m;l) +1)Z,

D) Len) +1) 1+ (Le(m) + (P DAL,
_ (Le(n) + 1)(Le(7r;) +1 +Z,Le(m;1) + 1) L

Corolario 2.4. Uma outra abordagem do Teorema 2.3 € através da func¢ao da sequéncia
de Fibonacci:

Le(n,m) = [Le(n)(
_ <Le(m) +1

Le(n,m)=F(n+1)2F(m+1)+iF(m)) —1

Demonstragao. Utilizando a Proposicao 1.1, tem-se que:

lﬂmm:megﬁ?ﬂ*“&%?i5—M+fm3”xmm;”+w

2F(n+1)—=1)(Fim+ 1)+ (F(m+1)=1)]+ F(n+ 1)F(m)i

F(m+1))(2F( )—1+4+1) =1+ F(n+1)F(m)i
F(m+1))(2F( ) =1+ F(n+ 1)F(m)i

Fn+1)2F(m+1)+iF(m)) — 1.

~~

(F'(
n—+1
n+1
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3 Algumas Identidades da Sequéncia de Leonardo
na forma complexa

Doravante, serao exploradas algumas identidades bidimensionais dessa sequéncia,
relacionando-a com os numeros de Fibonacci.

Identidade 3.1. A soma dos numeros Le(n,m) de indice n impar pode ser descrita

por

Z Le(2l4+1,m) = Le(2n +2,m) — Le(2,m) — n
=1

— (Le(2n+1) = 3)[(“

Demonstragao. Utilizando que Le(n + 1,m) = Le(n,m) + Le(n — 1,m) + 1 acarreta
Le(n,m) = Le(n 4+ 1,m) — Le(n — 1,m) — 1, pode-se verificar

(4,m) — Le(2,m) — 1
Le( ) = Le(6,m) — Le(4,m) — 1
(6,m) — Le(6,m) — 1

Le(2n — 1,m) = Le(2n,m) — Le(2n — 2,m) — 1
Le(2n+1,m) = Le(2n+2,m) — Le(2n,m) — 1

Realizando a soma telescépica e usando o Teorema 2.3, tem-se que

i Le(2l +1,m) = Le(2n+2,m) — Le(2,m) —n
(Le(2n + 2y 1

N (Le(Zn;L?) + 1>(Le(m—21) + 1)i

ReviSeM, Ano 2019, N°. 2, 156-173 168



R. P. M. Vieira, F. R. V. Alves, P. M Catarino

“fze(n + 2Py ¢ (FAEL) )

Le(2n+2)+1 ,Le(m—1)+1

ylent 2y detn = D+ L,
e R e R I

(L) ean +2) - 9)
+Z,(Le(m—21)+1)(Le(2n—;—2)+1_2>_n

(L) eam 4 2) - 3)
+2'(Le(m:11)+1)(Le(2n+2)—3)—n

(Le(2n +2) - 3y L) |y lem oD r Ly

2 4

O

Reescrevendo ainda essa propriedade em funcao da Sequéncia de Fibonacci, pela
Proposicao 1.1, tem-se que

Z Le(2l +1,m) = Le(2n + 2,m) — Le(2,m) —n
=1

= (2F(2n +3) — 4)(F(m + 1) + iF(zm)) —n.

Identidade 3.2. A soma dos numeros Le(n,m) de indice n par e ndo nulo pode ser
descrita por:

ZL@(Z[,m) = Le(2n+1,m) — Le(l,m) — n
=1

Le(m)+1
5 +

= (Le(2n+1) — 1)
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Demonstracao. De modo analogo a demonstragao anterior, tem-se que
Le(2,m) = Le(3,m) — Le(1,m) — 1

Le(4,m) = Le(5,m) — Le(3,m) — 1
Le(6,m) = Le(7,m) — Le(5,m) — 1

b‘

Le(2n,m) = Le(2n+ 1,m) — Le(2n — 1,m) — 1

Realizando a soma telescépica e o Teorema 2.3:

ZLe(Zl, m) = Le(2n +1,m) — Le(1,m) —n
=1

= [Le(n + (EAEL)

(Le(zn-gn + 1)(Le(m - 1) + L,

B [Le(l)(Le(W;) + 1) N ((Le(m) +1

B (Le(12) + 1)(Le(m—21) + 1)z'—n

= (e + (L (EEL) gy

Le(2n+1)+ 1, Le(m—1)+ 1)2_
Le(m—1)+1

2 A 2
R e e R

)= 1)]

Le(m) +1

:(Le(rr;)+1)(Le(2n+1)_1)+Z,<Le(m;1)+1)<Le(2n—;—1)+1_1)_n
:(Le(”;)+1)(Le(2n+1)—1)+@'(Le(m;1)+1)(Le(2n+l)—1)—n
_ (Le(2n+1)—1)[Le(W;>+1 +Z(Le(m;1)+1)] .
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Ou ainda, escrevendo em funcao da Sequéncia de Fibonacci, pela Proposicao 1.1,
Z Le(2l,m) = Le(2n 4+ 1,m) — Le(1,m) — n
1=1

Le(m) +1
2

= (2F(2n +2) — 2)(F(m + 1) +¢F(2m)) —n

+Z,(Le(m;1)+1)]_n

= (Le(2n+1) — 1)

Identidade 3.3. A soma dos n primeiros nimeros Le(n, m), com indice n maior que
zero, pode ser descrita por:

Zn:Le(l,m) = Le(n+1,m) — Le(0,m) — Le(l,m) —n

Le(m) +1 Le(m—1)+1
2 4

Demonstracao. Similar as demonstracoes anteriores, tem-se que

= (Le(n+1) = 3)[( ) +i( )] —n+1.

Le(1,m) = Le(2,m) — Le(0,m) — 1
Le(2,m) = Le(3,m) — Le(1,m) — 1
Le(3,m) = Le(4,m) — Le(2,m) — 1
Le(4,m) = Le(5,m) — Le(3,m) — 1

Le(n,m) = Le(n+ 1,m) — Le(n — 1,m) — 1

Assim, através da soma telescopica e do Teorema 2.3, é facil ver que

Z Le(l,m)

=Le(n+1,m) — Le(0,m) — Le(1,m) — n

= {Le(n—l— 1)(%) + ((%) _ 1>} n (Le(nzl) + 1>(L6(m;1) + 1)2,
B [Le(o)(Le(mQ)—I—l)_i_((Le(mQ)—i—l)_1)] _(Le(OQ)—i—l)(Le(m;l)—i—l)i_n
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= |zt ) EDIL (AL )y e D Lem oD,
B [(Le(w;)—i-l) ((Le(Tr;)—l—l)_l)] _(Le(m;1)+1>2_n
_[(Le(rr;)+1)+((Le(n;)+1)_1)]_(Le(m;1)+1)z_n

(I e+ 1) - 2) - (P 4y
_H,(Le(m;1)+1)[(Le(n+21)+1)_2]_n

_[(Le(rr;) 1)(Le(n+1>_3)+1]+Z,(Le(m—21)+1>(Le(nzl)—3)_n

:[(%)(Le(n 1) =34 1] 4 e - D Len+1)=3) —n

=(Le(n+1) — 3)[(%) L ketm - Dtly 1

]

Escrevendo essa identidade em funcao da Sequéncia de Fibonacci, pela Proposicao
1.1, tem-se que

Zn: Le(l,m) = Le(n + 1,m) — Le(0,m) — Le(1,m) —n

Le(m)+1
2

= (2F(n+2) —D[(F(m+1) + i(F<m) )] —n+1

Le(m—1)+1

= (Le(n+1) = 3)[( ) +i( ) —n+1

4 Conclusao

Foi possivel apresentar neste trabalho uma discussao referente ao processo de com-
plexificacao da Sequéncia de Leonardo, estabelecendo a sua relagao com a Sequéncia
de Fibonacci. Esse processo foi possivel com a investigagao em torno da insercao da
unidade imaginaria ¢ e o aumento dimensional das representagoes algébricas.

Vale salientar que o contetido relacionado a Sequéncia de Leonardo encontra-se
escasso na literatura, sendo entao estudada a partir do trabalho de Catarino e Borges
[7], em que este trata da sua recorréncia, féormula de Binet e algumas identidades,
estabelecendo ainda uma relagao dessa sequéncia com a Sequéncia de Fibonacci.
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Assim, foram introduzidas, neste trabalho, as relagoes recorrentes bidimensionais de

Leonardo e algumas identidades dessa sequéncia na forma complexa, a fim de compreen-
der aspectos relevantes sobre a complexificacao desses niimeros utilizando propriedades
matematicas.
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