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Resumo

O objetivo deste trabalho é descrever uma experiéncia desenvolvida com alunos do 3° ano do
Ensino Médio de um Colégio Estadual localizado em uma cidade no Norte do estado do Parana.
Sua finalidade foi investigar as contribui¢des do software GeoGebra no estudo de conceitos da
geometria hiperbolica, precisamente a construcdo do tridngulo hiperbodlico, de modo a explorar o
resultado sobre a soma dos &ngulos internos de um tridngulo nesta geometria. Para tanto, foi
oferecido uma oficina que teve duracdo de 12 (doze) horas, e neste texto serdo apresentadas
algumas analises da realizacdo das atividades intituladas “Comprovagdo do Axioma Hiperbodlico”
e “Construindo o Tridngulo Hiperbdlico”. Dentre os resultados obtidos, destaca-se a compreensao
dos alunos quanto ao fato de que as geometrias ndo euclidianas ndo obedecem, necessariamente,
todos os padrBes da geometria euclidiana. Os alunos também perceberam a diferenca entre a
representacdo de uma reta euclidiana e de uma reta hiperbodlica. Nesse sentido, acredita-se que
suas concepcOes a respeito de retas mudaram no momento em que se depararam com retas em
forma de curvas e, consequentemente, reconheceram a existéncia de um triangulo diferente do
triangulo euclidiano, cuja soma dos angulos internos é menor que 180Q°.

Palavras-chave: geometria hiperbdlica, software GeoGebra, Educacédo Basica.

Abstract

This workaims at describing an experience developed with students from the 3rd year of a high
school State College located in a city in northern Parand. Its purpose was to investigate the
contributions of GeoGebra software for studying concepts of hyperbolic geometry, specifically
the construction of the hyperbolic triangle, in order to explore the result of the sum of the interior
angles of a triangle in this geometry. The short course lasted twelve (12) hours, and in this text
we present some analysis of the resolution of activities entitled as "Verification of the Hyperbolic
Axiom" and "Building the Hyperbolic Triangle". Among the results, we highlight that the students
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understand that non-Euclidean geometries do not necessarily obey all the patterns of Euclidean
geometry. With the developed activities, students realized the difference between the
representation of a Euclidean straight line and a hyperbolic straight line. In this sense, we believe
that they have changed their views about straight lines when they were faced with straight lines
in the shape of curves and consequently recognized the existence of a triangle different from the
Euclidean triangle, whose internal angles sum is less than 180°.

Keywords: hyperbolic geometry, GeoGebra software, Basic Education.

INTRODUCAO

Esse trabalho, advindo de uma pesquisa realizada num contexto de Iniciacéo
Cientifica, tem como objetivo ndo somente expor resultados obtidos durante uma oficina
oferecida, mas também socializar atividades que podem ser aplicadas com alunos da
Educacdo Basica. Tais atividades podem auxiliar no desenvolvimento de conceitos que
permeiam o trabalho com as geometrias ndo euclidianas, mais especificamente, a
Geometria Hiperbolica.

O interesse em trabalhar com a Geometria Hiperbdlica surgiu ap6s a incluséo do

topico “nogdes de geometrias nio-euclidianas®”

no curriculo da Educac¢do Basica do
Estado do Parana por meio das Diretrizes Curriculares de Matemética (DCE). As
Diretrizes tém como caracteristica principal fundamentar o trabalho pedagodgico do
professor e contribuir de maneira decisiva para o fortalecimento da educacao publica.
Entre os anos de 2003 e 2008, as DCE passaram por reformulagdes as quais, segundo
Parana (2008), foram realizadas em um processo de discussdo coletiva que envolveu
professores da rede estadual de ensino deste Estado.

No que se refere aos contelidos matematicos, nas DCE, eles foram divididos em
Conteddos Estruturantes, a saber: Nimeros e Algebra; Grandezas e Medidas; Geometrias;
Funcbes e Tratamento da Informacdo. Para o Ensino Fundamental e Médio, o contetdo
estruturante Geometrias se desdobra em 4 contetidos especificos, entre eles, “nocdes

basicas de geometrias ndo-euclidianas”. Quanto a este contetido, as DCE recomendam o

estudo de nogBes de geometria fractal, projetiva, hiperbdlica, eliptica? e topologia.

! Nas DCE a palavra ndo-euclidianas é escrita com hifen. Neste trabalho sera usado sem o hifen, pois
acredita-se que o nao-euclidiana se refere as que negam o quinto postulado. Deste modo, 0 ndo euclidianas
se referem as que ndo somente negam, mas também abandonam os postulados.

2 Nas DCE a Geometria da Superficie da Esfera é chamada de Geometria Eliptica. Porém, ao descrever essa
Geometria, percebe-se que as diretrizes se referem, na verdade, a Geometria da Superficie da Esfera,
construida por Riemann. A Geometria Eliptica foi desenvolvida por Félix Klein, sendo que um de seus
modelos é obtido por meio da identificacdo dos pontos antipodas da Superficie da Esfera, gerando o que se
denomina de Plano Projetivo. Nesta Geometria, 0 primeiro postulado de Euclides é verificado, e como foi
visto, isso ndo ocorre na Geometria da Superficie da Esfera.
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No entanto, a inclusdo destes topicos suscita algumas questdes, principalmente ao
considerar as reais condi¢des para o desenvolvimento desse contetido em sala de aula.
Primeiramente, conforme apontam Lovis (2009) e Santos (2009), parte significativa dos
professores de Matematica, que atuam na rede publica de ensino do Parana, desconhecem
as geometrias ndo euclidianas e nao se encontram em condicdes de aborda-las em sala de
aula. Estas pesquisas relatam que as dificuldades de alguns professores em ensinar as
Geometrias ndo euclidianas devem-se a falta de conhecimento do assunto e de formagao
necessaria.

Diante deste contexto, surgiu a ideia de trabalhar alguns conceitos de geometria
hiperbdlica com alunos da Educacdo Bésica, pois mesmo que o curriculo de seu estado
ndo contemple tal assunto, entende-se que as geometrias ndo euclidianas auxiliam na
apreensdo de conceitos euclidianos, também, além de desenvolver aspectos relacionados
a visualizacdo geométrica e o uso das tecnologias.

Este relato € parte de uma pesquisa que teve como principal objetivo, investigar
quais as contribui¢des do software GeoGebra para a construgcdo de alguns conceitos da
geometria hiperbdlica. No decorrer do texto serdo apresentadas as analises de duas
atividades realizadas com os alunos participantes da oficina. Sera apresentada também a

andlise de uma das questdes aplicadas no questionario final.

CAMINHOS PERCORRIDOS

A realizagdo das atividades ocorreu no Laboratério de Informética de uma
Universidade estadual localizada em uma cidade ao norte do Parana. Participaram da
pesquisa 11 alunos do 3° ano do Ensino Médio de um Colégio Estadual. Os alunos foram
convidados a participar da oficina intitulado “Geometria hiperbdlica: a constru¢do do
h_triangulo por meio do software GeoGebra com alunos da Educacdo Basica”. As
atividades foram realizadas em 3 encontros de 4 horas cada, perfazendo uma carga horéaria
de 12 horas.

No primeiro encontro, discutiu-se 0s objetivos da oficina e aplicou-se um
questionario com o intuito de levantar informacdes sobre seus conhecimentos acerca das
geometrias ndo euclidianas - em particular da geometria hiperbdlica. Em seguida, foram
apresentados videos sobre alguns aspectos da historia da matematica e da geometria e por
fim, discutiu-se a contribuicdo de Euclides para a matematica e a geometria. Também,
neste mesmo encontro, foram desenvolvidas atividades sobre noc¢des de alguns conceitos

matematicos tais como: reta, segmento de reta, ponto, vértices, angulos, ou seja, alguns
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conceitos que seriam utilizados no decorrer das atividades e da oficina. Ao final do
primeiro encontro, como forma de familiarizagdo dos alunos com o software GeoGebra,
foram realizadas 5 atividades iniciais (essas atividades se basearam nos cinco postulados
de Euclides).

Durante o segundo encontro, houve uma discussdo a respeito da origem das
geometrias ndo euclidianas, partindo das diversas tentativas em demonstrar o 5° postulado
de Euclides - o famoso postulado das paralelas. Neste momento, com o auxilio de um
tutorial elaborado pelos proponentes da oficina, autores deste trabalho, os alunos
construiram, individualmente, macro ferramentas no software GeoGebra, necessarias
para trabalhar em um contexto da geometria hiperbolica, e em seguida realizaram o teste
de funcionamento de cada uma delas.

As construcdes de macro ferramentas e seus respectivos testes de funcionamento
foram necessarios para a constru¢do do modelo do disco de Poincaré. As macro
ferramentas elaboradas foram: reta hiperbdlica, segmento hiperbdlico e distancia
hiperbdlica. O matematico Henry Poincaré (1854-1912) apresentou dois modelos para a
geometria hiperbolica. Um dos modelos é conhecido como modelo do disco de Poincaré.
Neste modelo os pontos sdo pontos no sentido habitual, que estdo em um plano cuja
definicdo é o interior de um circulo euclidiano. A circunferéncia (que ndo faz parte do
plano) é chamada de horizonte. Os pontos que estdo no horizonte sdo chamados pontos
ideais. As retas sdo cordas abertas que passam pelo centro O (ou seja, 0s diametros
abertos), e arcos de circunferéncias abertos ortogonais ao horizonte. Na figura 1 é possivel
observar a construcdo do plano hiperbdlico, de uma reta hiperbélica e de um segmento
hiperbdlico.
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Figura 1 — Representacdo da reta, segmento e distancia hiperbdlica, respectivamente

Entdo, esse momento foi importante para que os alunos compreendessem 0s
conceitos da geometria hiperbdlica e se desvencilhassem das ideias da geometria
euclidiana que ainda poderiam perdurar durante as atividades no disco de Poincaré.

No terceiro encontro, os alunos realizaram uma atividade que tratou da verificacéo
do seguinte axioma hiperbdlico “na geometria hiperbolica existe uma reta | e um ponto
P, ndo pertencente a I, tal que existe pelo menos duas retas que passam por P e sdo
paralelas a reta 1” (GREENBERG, 1980, p. 148). Com essa atividade, os alunos
verificaram o axioma utilizando as ferramentas que tinham construido anteriormente.
Desse modo, esse momento foi fundamental para que os participantes tivessem
conhecimento do axioma hiperbolico e compreendessem como este aplicava-se no
software GeoGebra.

Por fim, no altimo encontro, os estudantes efetuaram a atividade “Construindo o
Triangulo Hiperbolico”. Nesta atividade foi discutido o resultado quanto a soma dos
angulos internos de um tridngulo na geometria hiperbolica e na geometria euclidiana. Os
estudantes participantes culminaram para a conclusdo de que na geometria euclidiana a
soma dos angulos internos de um triangulo ABC é igual a 180° enquanto que na
Geometria Hiperbolica este resultado ndo é valido, uma vez que a soma dos angulos
internos de um triangulo é menor do que 180°.

Ao término do encontro foi distribuido aos participantes um questionario com
objetivo de levantar informacdes sobre os conhecimentos construidos acerca das
geometrias ndo euclidianas, em particular da geometria hiperbolica.

Deste modo, para a anélise dos dados coletados, codificou-se os participantes da
pesquisa com a letra A e um nimero. Essa codificacdo foi realizada de maneira aleatdria
e foi mantido até o final das analises. Ao meditar sobre as respostas dos alunos, estas
foram classificadas em unidades de analise. Conforme explica Alves-Mazzotti e
Gewandsznajder (2004) esta expressao se refere a forma pela qual organizam-se os dados

para efeito de andlise incluindo-se ou ndo outras unidades quando necessario.

DISCUSSOES REALIZADAS
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As aplicacbes das atividades foram realizadas e permeadas por discussdes
constantes, direcionadas por questionamentos que orientavam os alunos a refletir sobre
as semelhancas e as diferencas entre as propriedades e os conceitos da geometria
euclidiana e das ndo euclidianas.

Uma das discussdes realizada com os alunos, esteve relacionada as retas paralelas
na Geometria Hiperbolica. Quando questionados sobre quando as retas DE e BC, da
figura 2 a sequir, seriam paralelas, obteve-se duas unidades: 4 alunos descreveram que
isso s aconteceria em apenas uma posicdo do plano e 7 alunos declararam que existem
infinitas possibilidades para que as duas retas fossem paralelas. Na figura 2, destacam-se

trés delas.

Figura 2 — Representacdo do axioma hiperbdlico.

Possivelmente os alunos da primeira unidade ndo compreenderam a questao ou o
assunto, pois suas respostas se basearam em conceitos da geometria euclidiana. Os demais
alunos (7) responderam corretamente. Deste modo, quando os alunos se atentaram a
construcdo das h_retas, identificaram suas varias posi¢Oes e afirmaram que estas séo
infinitas. Como o uso do software de geometria, os alunos tinham a possibilidade de
movimentar as duas retas e visualizar o paralelismo entre elas.

A Figura 3 mostra que dada uma reta e ponto E ndo pertencente a reta, é possivel

obter infinitas retas paralelas que passam por E.
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Figura 3 — Representacédo de retas paralelas no modelo hiperbolico.

Com essa questdo, observou-se, como destacou Lovis (2009), as contribui¢des da
ferramenta “arrastar”, dentre outras, para o conhecimento e a aprendizagem de conceitos
geométricos. Softwares como o GeoGebra ajudam a enriquecer o processo de ensino e
aprendizagem valorizando o conhecimento matematico e as possibilidades de
interpretacdo, visualizacdo, inducgéo, abstracdo, generalizacdo e demonstracdo como
destacado por Alves e Soares (2003).

Quanto ao conceito de paralelismo, questionou-se aos estudantes o que eles
observaram relacionado a geometria hiperbdlica e a euclidiana. Essa questdo teve o intuito
de direcionar os alunos a perceber o 52 postulado da geometria hiperbélica — 0 mesmo
enunciado por Lobachevsky —, que diz: “por um ponto fora de uma reta dada podemos
tracar ao menos duas retas paralelas a reta dada”.

Entdo, como resposta a reflexdo desse momento, encontrou-se 2 unidades. Uma
primeira, em que 6 alunos comentaram que € possivel tracar uma Unica reta na geometria
euclidiana, enquanto que na geometria hiperbdlica € possivel tracar pelo menos 2 retas.

Segue o comentéario do aluno Al:

Al: A diferenca é que na euclidiana pode ser tragada uma Unica linha,
enquanto na Geometria Hiperbélica pode ser tragcado pelo menos 2 retas.

E outra unidade em que 5 alunos ndo conseguiram relacionar as retas paralelas da

geometria euclidiana com hiperbdlica.
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A atividade “Construindo o Tridngulo Hiperbodlico” envolveu conceitos de
vertice, perpendicular, &ngulos e segmentos definidos por dois pontos. A proposta dessa
atividade foi construir um tridngulo hiperbolico e explorar suas principais caracteristicas.
Para isso, foi entregue aos participantes um tutorial e os ministrantes os auxiliaram
durante a construcdo. Em seguida, solicitou-se aos alunos que fizessem na mesma janela
da tela do software, ao lado da construcdo do triangulo hiperbdlico, a representagéo de
um triangulo euclidiano, e calculassem a soma dos angulos internos dos 2 triangulos. Ao
término da atividade os alunos foram questionados quanto a soma dos angulos internos
de um tridngulo nestas Geometrias. Todos os alunos responderam e se enquadraram em
uma mesma unidade. Estes utilizaram o software, e verificaram que no triangulo
hiperbolico, a soma dos &ngulos internos é menor que 180°, e no triangulo euclidiano, a
soma dos angulos internos é 180°. Houve uma excecao do aluno A4, que ndo respondeu
a questdo por ndo ter visto a pagina com as questdes, deixando todas sem responder. O

A2 e o A3 responderam:

A2: N&o. Sim. Essa diferenca ocorre devido a forma das retas.
A3: No tridngulo hiperbdlico a soma dos &ngulos é menor que 180° e no
euclidiano é igual a 180°. Isso ocorre devido a forma das retas.

Nessa questdo, houve manifestacdes dos alunos referentes as concepcdes do
universo euclidiano trabalhado nas disciplinas de Geometria e Desenho Geométrico no
Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Notou-se que todos os alunos justificaram suas
respostas, relatando que a soma dos angulos internos, difere devido a forma que a reta
hiperbdlica possui.

Neste momento, observou-se que o GeoGebra possibilitou aos alunos a
visualizacdo e compreensdo de que a soma dos angulos internos de um triangulo
hiperbdlico é menor do que 180°. Na Figura 4, tem-se a representacdo da atividade
“Construindo o Triangulo Hiperbdlico” realizada por um dos alunos.

Observa-se que o aluno encontrou, para a soma dos angulos internos do triangulo
hiperbdlico, o valor de 51,48° (destaque em vermelho). A soma dos angulos internos do

triangulo euclidiano, denominada de Soma 2, resultou em 180°.
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Figura 4 — Representacédo do triangulo hiperbolico e euclidiano.

Com base nas respostas dos alunos, notou-se que o conceito de representacao de
reta desses alunos mudou. Nota-se que a justificativa utilizada por eles para a diferenca
na soma dos angulos internos dos tridngulos estd pautada na “forma das retas”. Isso
direciona a interpretacdo no sentido de que, mesmo que as retas hiperbélicas tenham
aparéncia de curvas, os alunos as incluiram no conjunto das retas. Mais ainda, eles
compreenderam que a reta euclidiana ndo € a Unica representacdo de reta, admitindo a
existéncia da reta hiperbdlica, que é representada por uma curva.

Um dos direcionamentos das DCE (PARANA, 2008) para abordar a Geometria
Hiperbolica, é que ela seja compreendida por meio do tridngulo hiperbdélico e da soma de
seus angulos internos. Nesse sentido, elaborou-se a atividade que estd sendo analisada.

Por fim, questionou-se 0s alunos quanto ao uso e aplicacBes do software
GeoGebra. Nessa questdo, identificou-se 3 unidades: 8 alunos responderam que o
GeoGebra é facil de ser utilizado; 2 responderam que algumas ferramentas sdo faceis e
outras ndo, e 1 aluno comentou que depende da atividade a ser realizada. Destaca-se o

comentério do aluno A4:

A4: Eu gostei, até baixei ele em casa, com 0s passo a passo se tornou facil.

A maioria dos alunos achou o GeoGebra um programa facil, dindmico, simples e
importante para a aprendizagem. Com essa questdo, comprovou-se que realmente utilizar

tecnologias em sala de aula possibilita ao aluno desenvolver uma autonomia permitindo
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experimentar uma diversidade de situacfes. Como apresenta Borba e Penteado (2008), o
uso de midias possibilita a experimentagdo matemética e potencializa o processo
pedagogico contribuindo para a formacgéo dos alunos. Neste sentido segue o comentério
do aluno A5:

A5: Sim, pois da um entendimento melhor, pois é mais dindmico, e menos
tedrico, tornando mais facil de ser lembrado.

Dadas as respostas dos alunos A4 e A5, percebeu-se que, o software GeoGebra
contribuiu para o aprendizado de conceitos geomeétricos, principalmente por permitir que
as figuras sejam arrastadas, facilitando a compreensdao do comportamento dos objetos
geométricos. E, também, devido as construgdes dindmicas, o software possibilita que o0s
alunos realizem experimentacdes, tornando a constru¢cdo do conhecimento mais

significativa.

REFLEXOES FINAIS

Os ambientes computacionais permitem um trabalho matematico informal e
formal ao mesmo tempo, haja vista que possibilita aos seus participantes, construgdes
geométricas que direcionam a conclus6es matematicas veridicas.

Ao final deste trabalho observou-se que o objetivo principal foi alcangado, uma
vez que se conseguiu discutir conceitos da Geometria Hiperbodlica por meio do software
GeoGebra e com isto trabalhar com os alunos da Educagdo Basica, as principais
diferencas entre esta Geometria e a geometria euclidiana de forma ativa e visual. Além
disso, quando conceitos das geometrias ndo euclidianas sédo, de fato, compreendidos pelos
participantes, observou-se que eles auxiliam na compreensdo dos objetos euclidianos e
suas propriedades.

Com as atividades realizadas nesta oficina e as respostas obtidas, conclui-se que
a maioria dos alunos ndo somente teve conhecimento de uma geometria diferente da
euclidiana, como também compreendeu a diferencga entre a representacdo de uma reta
euclidiana e uma reta hiperbolica; os alunos mudaram suas concepgdes a respeito de retas
no momento em que se depararam com retas em forma de curvas e puderam desenvolver
propriedades no disco de Poincaré. Também se destaca a ideia da existéncia de um
triangulo diferente do tridngulo euclidiano, cuja soma dos angulos internos € menor que
180°, o que ndo ocorre na geometria euclidiana comumente conhecida por eles.

As atividades desenvolvidas no contexto da oficina proposta, podem ser realizadas

em ambientes de sala de aula por professores da Educacdo Bésica proporcionando um
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trabalho diferente dos comumente realizados permitindo que os estudantes compreendam
a existéncia de uma geometria deferente da euclidiana.

Por fim, acredita-se que o GeoGebra possibilitou aos alunos participantes da
oficina, por meio de visualiza¢cdes, movimentos e discussdes, o conhecimento de
representacdes de objetos geomeétricos diferentes dos ja conhecidos por eles, e além disso,

a percepcao e identificagéo de algumas de suas propriedades.

REFERENCIAS

ALVES, G.; SOARES, A. B. Geometria Dinamica: um estudo de seus recursos,
potencialidades e limitagdes através do software Tabulae. In: XXI1I CONGRESSO DA
SOCIEDADE BRASILEIRA DE COMPUTACAO, 2003. Campinas. Anais...
Campinas: Unicamp, 2003. p. 275-286.

ALVES-MAZZOTTI, A. J.; GEWANDSZNAJDER, F. O Método nas Ciéncias
Naturais e Sociais: Pesquisa Quantitativa e Qualitativa. Sdo Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2004.

BORBA, M. C.; PENTEADO, M. G. Informatica e Educacdo Matematica. 32 ed. Belo
Horizonte: Auténtica, 2008.

GREENBERG, M. J. Euclidean and Non-Euclidean Geometries. 22 ed. New York: W.
H. Freeman and Company, 1980.

LOVIS, K. A. Geometria Euclidiana e Geometria Hiperbdlica em um Ambiente de
Geometria Dindmica: 0 que pensam e o que sabem os professores. 2009. 148 f.
Dissertacdo (Programa de Pds-Graduagdo em Educacdo para a Ciéncia e a Matematica)
— Universidade Estadual de Maringa, Maringa, Parana, 20009.

PARANA, Secretaria de Estado da Educacéo do. Diretrizes Curriculares da Educacéo
Bésica de Matemaética do Estado do Parana. Curitiba, 2008.

SANTOS, T. S. dos. A inclusdo das Geometrias ndo-euclidianas no curriculo da
Educacdo Basica. 2009. 138 f. Dissertacdo (Programa de P6s-Graduagdo em Educacédo
para a Ciéncia e a Matematica) — Universidade Estadual de Maringa, Maringa, Parana,
2009.

Submetido em 14 de setembro de 2019.
Aprovado em 29 de janeiro de 2020.

250

ReviSeM, Ano 2020, N°. 1, p. 239 — 249



