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Resumo

O objetivo deste artigo é apresentar e analisar uma sequéncia didatica envolvendo o estudo de area
de figuras em um ambiente de geometria dindmica com o apoio do software GeoGebra. A partir da
abordagem qualitativa e de principios da analise de conteldo sdo considerados, como fonte de
producdo de dados, protocolos de licenciandos do curso de Matematica da Universidade Federal
de Santa Maria. Em conformidade com os registros de representagdo semidtica e a perspectiva dos
ambientes de geometria dindmica os resultados estdo sistematizados em duas categorias. Na
primeira, denominada mobilizacdo de registros, identifica-se 0 emprego de registros simbolicos,
algébricos, numéricos, figurais e de lingua natural; tratamentos dindmicos ao mover e reconfigurar
as figuras; conversdes que priorizaram registros figurais e em lingua natural. Na segunda, intitulada
apreensdes mobilizadas, observa-se que as apreensdes perceptiva, discursiva e operatéria foram as
mais mobilizadas; foram identificados varios modos de ver as figuras e de interpreta-las;
argumentos em diferentes niveis de complexidade; mobilizacdo da apreensdo operatéria
mereologica, sendo na maioria delas, a mereoldgica homogénea e a posicional através de rotagdo e
translacdo.
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Abstract

The aim of this paper is to present and analyze a didactic sequence involving the study of the area
of figures in a dynamic geometry environment with the support of GeoGebra software. From the
qualitative approach and the principles of content analysis, it is considered, as source of data
production, protocols of undergraduate students of the Mathematics graduation from Universidade
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Federal de Santa Maria. They were appreciated from the registers of semiotic representation and
the perspective of dynamic geometry environments. The results were systematized into two
categories. In the first, entitled register mobilization, it is identified the use of symbolic, algebraic,
numeric, figural and natural language registers; dynamic processings by moving and reconfiguring
the figures; conversions that prioritized figural and natural language registers. In the second,
entitled mobilized apprehensions, it is observed that the perceptive, discursive and operative
apprehensions were the most mobilized; various ways of seeing and interpreting the figures have
been identified; arguments at different levels of complexity; mobilization of the mereologic
operative apprehension, being, in most of them, the homogeneous and positional mereologic
through rotation and translation.

Keywords: Geometry; figural apprehensions; area; GeoGebra

INTRODUCAO

A utilizacdo das tecnologias digitais esta cada vez mais presente nas diversas areas
da sociedade e da atividade humana, inclusive na area educacional. Portanto o dominio da
utilizacdo de tecnologias digitais, para além do desenvolvimento da competéncia leitora e
escritora de futuros professores, deve oferecer condigdes para experimentacdo, analise e
apropriacao dessas tecnologias em larga escala (SBEM, 2003).

Entre os papéis a serem desempenhados por esses professores esta “[...] estimular
seus alunos para o uso, natural e rotineiro, da tecnologia nos processos de ensinar, aprender
e fazer matematica.” (SBEM, 2003, p. 4). Desse modo, tais discussdes precisam fazer parte
de disciplinas especificas, relacionadas aos distintos campos da Matematica,
principalmente aquelas que enfatizam conceitos/contetidos de Geometria.

Ademais, ¢ preciso reconhecer a importancia de disciplinas que enfatizem a
integragdo de recursos computacionais com a sala de aula da Educacao Basica. Uma vez
que possam contemplar avaliagdes criticas de um recurso especifico para um determinado
conceito/conteudo, assim como potencialidades e limitagdes de inseri-los no planejamento
e desenvolvimento de atividades didaticas (SBM, 2015). Tais discussdes e construgdes
podem ser exploradas em disciplinas especificas ou em outros momentos sob a perspectiva
da pratica como componente curricular “[...] sempre seguindo a filosofia de que uma
analise e o desenvolvimento de materiais didaticos podem culminar em propostas didaticas
que fazem uso da tecnologia.” (SBM, 2015, p.20).

As orientacdes curriculares para a Educagao Basica, desde 1998 corroboram com
esse entendimento, pois destacam que a utilizacdo de tecnologias pode promover
significativas contribuicfes para se repensar processos de ensino e aprendizagem,

principalmente no que tange as representacdes, ao evidenciar a importancia da linguagem
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gréfica e figural, permitindo novas estratégias de abordagem (BRASIL, 1998).

Este mesmo documento salienta que, uma de suas finalidades nas aulas de
Matematica ¢ “[...] desenvolver autonomia pelo uso de softwares que possibilitem pensar,
refletir e criar solucbes.” (BRASIL, 1998, p. 44). A Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) confirma essa ideia e indica que os softwares de geometria dindmica possuem um
papel fundamental para a compreensao e utilizacdo das no¢bes matematicas. No entanto,
destaca que é necesséria a integracao desses materiais a situacdes que levem a reflexdo e a
sistematizacdo, para que se inicie um processo de formalizacéo.

Considerando a importancia da utilizacdo de softwares Soares, Ferner e Mariani
(2018) analisaram se e como sdo utilizados soffwares no ensino e aprendizagem de
Geometria em periodicos da area de Educagdao Matematica disponiveis no portal da SBEM,
cujo recorte temporal abrangeu o periodo de 2000-2017. Do total de 2336 artigos
identificados apenas 138 producdes continham a palavra “Geometria” a0 menos trés vezes
em seu texto e tratavam de conceitos/conteidos de Geometria Plana e/ou Espacial.

As autoras concluiram que 39 apresentavam/mencionavam o uso de softwares
relacionando-o a processos de ensino e/ou aprendizagem, o que representa apenas 1,67%
do total de artigos mapeados inicialmente, o que pode ser considerado um percentual baixo.
Ao investigar quais sofiwares sdo considerados nestas produgdes, verificou-se que o
GeoGebra foi o mais utilizado, em 18 trabalhos entre os anos 2012 e 2017, abrangendo os
niveis de ensino: Educacdo Basica (9 artigos), Ensino Superior (3 artigos) e Formacgao
Continuada (6 artigos). Além disso, a maioria dessas pesquisas exploravam
conceitos/contetidos relacionados com a Geometria Plana.

Deste modo, considerando a importancia das tecnologias estarem inseridas na sala
de aula e da relevancia de se realizar uma discussao sobre suas possibilidades com futuros
professores que ensinam Matematica, este artigo apresenta e analisa uma sequéncia
didatica envolvendo o conceito/conteudo de area de figuras planas por meio de um

ambiente de geometria dindmica gerado com o apoio do software GeoGebra.
REPRESENTACOES SEMIOTICAS E GEOMETRIA DINAMICA

Distintos estudos evidenciam a pertinéncia dos pressupostos dos registros de

representacdo semiotica ao se investigar processos de ensino e aprendizagem de
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Matematica, em especial sobre conceitos/conteudos de Geometria como Duval (2003, 2011,
2012, 2013), Gravina (2015), Basso e Notare (2015), Salazar ¢ Almouloud (2015).

Nessa perspectiva tedrica ao mobilizar os registros de representacdo ¢ possivel
realizar dois tipos de transformagdes: os tratamentos e as conversdes. Os tratamentos sao
transformagoes de representagdes dentro de um mesmo tipo de registro. Ja, as conversoes
consistem em mudar de registro conservando os mesmos objetos.

Em termos de tratamento no registro figural, Duval (2012) destaca que tal
transformagao efetua-se na figura quando ocorrem reconfiguragcdes na mesma, ou seja, por
exemplo, mudar de posi¢ao conservando a mesma configuracao e/ou decompd-la em suas
unidades figurais, combinando-as para formar uma outra figura ou ainda, dividi-la em
outras subfiguras que podem ou ndo ser reagrupadas para formar novas. Uma figura ¢
constituida por variagdes dimensionais e qualitativas.

Ainda, de acordo com Duval (2012, p.118), as apreensdes dos conteudos
geométricos ocorrem de forma diferenciada dos outros conteidos matematicos, pois
segundo ele, “[...] ver uma figura em geometria ¢ uma atividade cognitiva mais complexa
do que o simples reconhecimento daquilo que uma imagem mostra”. As apreensoes tratam
das interpretacdes que o sujeito em interacdo pode ter em relacdo as diversas formas as
quais as figuras podem ser representadas, pois em geometria considera-se as figuras que
possuem propriedades a serem exploradas. Dessa forma, identifica-se quatro tipos de
apreensOes em geometria: sequencial, perceptiva, discursiva e operatoria.

A apreensao sequencial ¢ solicitada em problemas onde se requer construgao ou
uma descrigdo, cujo objetivo ¢ a reproducgao de uma figura dada. Por exemplo, a construgao
de um quadrado utilizando régua e compasso.

A apreensiio perceptiva esta relacionada com a maneira de ver as figuras. Ela se
caracteriza por apresentar diferentes organizagdes perceptivas para uma mesma figura, esta
relacionada com a interpretagdo de uma figura geométrica, permitindo identificar ou
reconhecer de forma direta o objeto.

A apreensiao discursiva, segundo Salazar (2009, p.84), “[...] corresponde a
explicitagdo de outras propriedades matematicas da figura, além das que sdo assinaladas
por uma legenda ou pelas hipdteses”. Nesse sentido, Almouloud (2003) corrobora

destacando que a apreensdo discursiva consiste na interpretagdo dos elementos da figura,
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enfatizando a articulacdo dos enunciados, considerando a rede semantica de propriedades
do objeto. Além disso, a apreensao discursiva também esta relacionada com as
demonstragdes matematicas. Moran (2015, p.37) reforca essa ideia ao destacar que “[...]
em atividades de demonstracdo, a apreensdo discursiva de uma figura deve privilegiar a
articulacao dos enunciados, construindo uma rede semantica de propriedades e objetos que
auxiliem na interpretagdo das unidades figurais”.

A apreensio operatoria, segundo Duval (2012, p.125), esta “[...]Jcentrada nas
modificacdes possiveis de uma figura inicial e nas reorganizacdes possiveis destas
modificagdes”, ou seja, esta relacionada com as modifica¢des que essa figura pode sofrer.
Esse autor as classifica em mereologica, Otica e posicional. A seguir descreve-se
sucintamente cada uma delas.

-Modificacdo mereoldgica: a figura inicial ¢ dividida em unidades figurais de mesma
dimensao, e “[...] as partes elementares obtidas por fracionamento podem ser reagrupadas
em varias subfiguras, todas pertencentes a figura inicial. ” (DUVAL, 2012, p.128). Cabe

ressaltar ainda, que esta modificacdo ¢ classificada em trés tipos descritos no Quadro 1.

Quadro 1 — Classificacdo da modificagdo mereologica

Modificacao Descricao das partes obtidas apés o

e 7 Exemplo
mereologica fracionamento

Estritamente
o Mesma forma que o todo. / /4_> /W
homogénea

n Iguais entre si, mas possuem forma - ii
Homogénea diferente da figura de partida. / /‘ i -~

Heterogénea Sao diferentes entre si. / /»/” /> /”‘ ;'< |

|

Fonte: Autoras, adaptado de Duval (2012).

- Modificagdo dtica: a figura inicial mantém a sua forma e orientagdo inicial, o que

modifica € o tamanho, ou seja, a figura inicial ¢ ampliada ou reduzida.

- Modificacao posicional: sdo preservados o tamanho e a forma da figura inicial, o que

varia € a orientacao, por exemplo, deslocamento (translacdo), rotagdo e reflexao da figura.
Duval (2011) ainda destaca um poder cognitivo particular conferido as figuras, e

menciona trés caracteristicas inerentes a elas: o valor intuitivo, onde ¢ possivel

interpretagdes através de um simples olhar, sem a necessidade de uma explicacao

complementar; a possibilidade de reconhecimento de objetos e, por fim, a possibilidade de
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serem construidas instrumentalmente, seja com régua, compasso ou por meio de um
software.

Em relagdo aos softwares, Duval (2011) afirma que estes constituem-se um modo
fenomenologico de producdo radicalmente novo, fundamentado na aceleracdo de
tratamentos, ou seja, obtemos, imediatamente, muito mais que tudo o que poderiamos obter
a mao livre. Além disso, as representacdes semioticas ndo discursivas tornam-se
manipuléveis como objetos reais em um ambiente de geometria dindmica, pois, podemos
deslocar, rotacionar, ou deformar a partir de um ponto, entre outros.

Os softwares apresentam em sua concep¢do um carater que permite gerar um
ambiente de geometria dindmica, além de possibilitarem uma fun¢do heuristica, que
concede também uma abordagem “experimental” de relagdes e de propriedades
geométricas. Com seu uso, por exemplo, € possivel ndo s construir figuras, mas também
explorar suas transformagdes por simples deslocamento de um “objeto”, quer seja um
ponto, segmento, reta, entre outros. (DUVAL, 2013).

Basso e Notare (2015) corroboram nesta perspectiva quando indicam que, em
ambientes de geometria dindmica®, a afirma¢do de uma propriedade dindmica torna-se,
neste campo de experimentagdo, a descricdo de um fenomeno geométrico acessivel a
observacdo. Dessa forma, constituindo-se como um espago em que os alunos podem tornar
possiveis suas ideias informais, para dar inicio a um processo de coordenacao com ideias
mais formalizadas sobre um determinado conceito/contetido matematico.

Um dos softwares que apresenta as caracteristicas supracitadas ¢ o GeoGebra?. Ele
esta disponivel em varios idiomas; sendo multiplataforma (Windows, Mac e Linux); uma
ferramenta de criacdo de materiais digitais de aprendizagem interativos; cddigo aberto;
possui janelas de geometria, algebra, bem como planilha eletrénica que estdo vinculadas e
sdo totalmente dindmicas. Nesse sentido, Gravina (2015) salienta que a interface interativa,
aberta a exploragdo e a sua experimentagdo, provoca experimentos de pensamentos,
diferentes daqueles que acontecem com o suporte do lapis e papel.

Ainda, segundo Basso e Notare (2015) a a¢do de arrastar, que compde a

1 Os Ambientes de Geometria Dindmica (AGD) sdo também chamados de softwares de Geometria Dindmica
(GD). Este trabalho ndo faz distingéo entre a AGD e GD. Assim, daqui para frente serd considerada apenas
a AGD.

2 Disponivel para download em https://www.geogebra.org/
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caracteristica principal dos ambientes de geometria dinamica, muda o aspecto figural de
uma constru¢do geométrica, mas ndo o aspecto conceitual. As propriedades do objeto
podem ser mantidas desde que sua construgdo tenha sido elaborada por meio destas,
resultantes do seu conceito. Sendo que esta dualidade figural/conceitual ndo € possivel em
um ambiente estatico de lapis e papel, uma vez que os aspectos figurais sdo tratados em
um registro visual e, um conceito, em um registro discursivo.

Salazar e Almouloud (2015) ampliaram os estudos relacionados com os Registros
de Representacdo Semidtica e os softwares. Estes autores analisaram as trés atividades
cognitivas essenciais (formacao, tratamento e conversao) na constitui¢cao do registro figural

em um AGD. Inicialmente, para a primeira atividade cognitiva afirmam que:

A formagdo de uma representagdo semidtica em AGD, que chamamos formagéo
dindmica, se da quando o sujeito, para representar um objeto geométrico, escolhe
uma ferramenta (da barra de ferramentas) que lhe permita criar a figura desejada.
Nessa agdo, o sujeito deve mobilizar conhecimentos de geometria (SALAZAR
e ALMOULOUD, 2015, p.928).

Os tratamentos no AGD, denominados de tratamentos dinamicos, sao classificados
em trés tipos: mudar a posicdo da figura, mudar o comprimento dos lados da figura e
reconfigurar a figura. No Quadro 2 ¢ exposta uma pequena descri¢do de cada um, bem

como, apresentado um exemplo relacionado.

Quadro 2 — Tipos de tratamentos dindmicos

Tratamento Descricdo Exemplo

Modificar de maneira instantnea a posicdo da figura
representada na area de trabalho, conservando sua
forma.

Mudar a posi¢do da
figura

Mudar o comprimento Utilizar a funcéo de arrastamento e a ferramenta de

dos lados da figura homotetia. =g e o o
Utilizar a funcdo de arrastamento e outras \\
Reconfigurar a figura ferramentas especificas que dependem da figura AR
construida. /

Fonte: Adaptado de Salazar e Almouloud (2015).

Em relagdo a conversao, Salazar e Almouloud (2015) destacam a conversdo entre o

registro figural e o registro em lingua natural, afirmando que, neste tipo de conversao,
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existem dois casos distintos: a ilustragao e a descri¢ao. A primeira refere-se a conversao de
uma representagao em lingua natural para uma representagao figural, ja a segunda seria a
conversao inversa. Além disso, a ilustracdo ndo ¢ uma conversdo que permite solucionar
uma tarefa complexa, ela apoia o sujeito no processo de resolugdo de um problema,

entretanto a descri¢ao permite que o sujeito realize conjecturas sobre a figura representada

(Quadro 3).

Quadro 3 — Exemplo de conversdo dindmica
Registro Lingua Natural Registro Figural

No triangulo ABC, os segmentos AM e BN sdo
suas duas medianas, que se cortam no ponto H.
Com base nessa afirmacéo, encontre a razdo de
proporcionalidade entre os segmentos que
determinam o ponto nas medianas AM e BN
iniciais.

Fonte: Adaptado de Salazar e Almouloud (2015).

Em particular, para solucionar o exemplo apresentado no quadro 2, inicialmente
realizou-se uma conversao dindmica do registro em lingua natural (enunciado) para o
registro figural, ou seja, uma ilustracdo. Utilizando as ferramentas do AGD, construiu-se o
que esta descrito no enunciado: com a ferramenta “poligono”, definimos o tridngulo ABC;
encontramos os pontos médios com a ferramenta “ponto médio” e tragcamos as medianas
solicitadas com a ferramenta “segmento”. Para conjecturar a respeito da razdao de
proporcionalidade, usou-se a ferramenta “medida”. A funcdo de arrastamento pode ser
empregada para validar as conjecturas (SALAZAR E ALMOULOUD, 2015).

No momento em que sdo feitas conjecturas sobre a figura construida, estamos
realizando a conversao do registro figural para o registro em lingua natural. Além disso, ao
utilizar as ferramentas do GeoGebra, a saber: poligono, ponto médio, segmento e medida,

ou ainda a fung¢ado de arrastamento, estamos realizando tratamentos dinamicos.

METODOLOGIA
Esta pesquisa caracteriza-se como qualitativa, pois, de acordo com Liidke e André
(1986), busca-se focar a realidade de forma complexa e contextualizada, possuindo um

plano aberto e flexivel, bem como uma riqueza em dados descritivos, preocupando-se em
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retratar a perspectiva dos participantes, ou seja, de nove académicos do Curso de
Matematica Licenciatura da Universidade Federal de Santa Maria (UFSM) matriculados
na disciplina Recursos Tecnologicos no Ensino de Matematica II.

Os dados foram produzidos durante o desenvolvimento de uma sequéncia didatica
dinamizada no horario e local regular das aulas do referido componente. Por meio dos
principios da analise de contetido, foram identificados estruturas e elementos de contetido
para assim explicar diferentes caracteristicas e significados. Para tanto, foram considerados
os trés polos cronologicos propostos por Bardin (2016): pré-analise, exploracdo do material,
tratamento dos resultados e interpretacoes.

Na pré-analise foi realizada a selegdo, reestruturagdo, elaboracao e apreciagoes
preliminares das trés atividades, constituidas por 25 itens e cinco arquivos no software
GeoGebra, conforme indicado no Quadro 4. Cabe ressaltar que as trés atividades
elaboradas foram reestruturadas e adaptadas a partir de questdes da primeira fase, nivel
dois da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), nas edi¢oes
dos anos: 2016 (questao 1) e 2017 (questdes 2 ¢ 3).

Quadro 4 — Composi¢ao da sequéncia didatica

Atividade Denominacéo Itens Arquivos do GeoGebra
1ae 1b ARQUIVO 1:
| Explorando https://www.geogebra.org/o/YVCcRGIAR
triangulos 2a, 2b, 3a, 4a, 4b ARQUIVO 2:
5ae 62 https://www.geogebra.org/classic/v8QSpVJ5
I Explorando 7a, 7b, 8,9, 10, ARQUIVO 7:
quadrilateros 11a,11bellc https://www.geogebra.org/classic/DE57gBkK
19 ARQUIVO 12:
" Explorando https://www.geogebra.org/o/YP678Ua2
hexagonos 13a, 13b,14, 14a, ARQUIVO 13:
15, 15a e 15b https://www.geogebra.org/0/aCGYCHXM

Fonte: Autoras.

Por meio da exploracdo do material, na segunda fase da analise de contetdo, foram
constituidas as seguintes categorias: mobilizagdo de registros; mobilizagdo das apreensdes
sequencial, perceptiva, discursiva e operatéria. E, no tratamento dos resultados e
interpretagdes foram realizados aprimoramentos e sistematizagdo dos resultados a fim de

torna-los validos e significativos.
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A fim de apontar indicios que revelam a producdo e analise de dados desta pesquisa,

ou seja, a implementacdo das fases supracitadas expomos, na proxima secdo, aspectos

relacionados a pré-andlise, e, a seguir, as outras fases da analise de conteudo.

PRODUCAO E ANALISE DE DADOS

A primeira atividade da sequéncia didatica ¢ constituida por nove itens

distribuidos em dois arquivos do software GeoGebra (Figura 1).

1) Abra e analise 0 ARQUIVO 1.

1a) Com essa malha 1sométrica & possivel formar quadrados
nos quais os lados comncidam com as linhas da malha?
Justifique sua resposta.

1b) Quais guadrilateros convexos podem ser construidos a
partir das linhas que compdem essa malha? Esboce-os,
justificando cada uma de suas construgdes.

2) Abra e analise 0 ARQUIVO 2. Selecione as caixas
existentes seguindo a ordem numérica e responda aos
questionamentos:

Selecione a caixa INNAGEM 2.

2a) Observe a figura e descreva pelo menos trés caracteristicas.
2b) Com base nas umdades de medida disponibilizadas

ATIVIDADE I- EXPLORANDO TRIANGULOS (Adaptado de Obmep, 2016, 010, N2, F1)

3) Selecione a caixa INLAGENM 3 e responda:
3a) Dos quatro tridngulos quais sio equilateros? Identifique-
os pela cor. Explique como vocé estabeleceu essa conclusio.

4) Selecione a caixa INLAGENM 4 e responda:

4a) Qual & a area do tridngulo verde? Justifique.

4b) Ha alguma relagio entre a area do tridngulo verde e o
tridngulo azul? Por qué?

5) Selecione a IMAGENM 5 e responda:
5a) Qual & a area do tridngulo vermelho?

6) Selecione a INMAGEM 6 e responda:
6a) Quantas umdades de drea possut o trifingulo amarelo?

indique o valor da drea do tridngulo ABC.

Figura 1 — Descrigao da Atividade I
Fonte: Autoras.

Nos dois primeiros questionamentos (itens 1a) e 1b)) foram exploradas condi¢des
necessarias e suficientes para a construcao de quadrilateros convexos a partir de uma malha
isométrica. No recurso disponibilizado (arquivo 1) o aluno tem disponivel apenas algumas
ferramentas de construcdo, tais como: poligonos, poligonos regulares, circunferéncias
(diferentes possibilidades de construg¢do), compasso, angulos e ferramenta de medida de
comprimentos. A ferramenta de arraste tem um papel importante neste processo de
exploragdo, pois a partir da construgdo inicial, fixando o nimero de lados do poligono, o
aluno podera obter diferentes poligonos que atenderdo, ou nao, as condi¢des indicadas.
Dessa forma, permitindo-lhe elaborar e validar suas conjecturas.

Em termos de registros de representagdo semidtica ¢ possivel observar a
necessidade da mobilizacdo de registros em lingua natural e figural. A apreensdo sequencial
¢ requerida na construgdo das figuras no GeoGebra e a perceptiva também pode ser

mobilizada pois os alunos precisam verificar caracteristicas da malha isométrica que
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permitem a construcao do quadrado ou de outros quadrilateros convexos.

Para os demais itens desta atividade ¢ utilizado um outro recurso (arquivo 2) que
tem a sua interface exibida na Figura 2. Sendo que, em alguns itens este permite explorara
conversao do registro figural para o registro em lingua natural (descri¢do), pois € solicitada
a indicacdo de caracteristicas da figura a partir de sua visualizacdo, por exemplo, nos itens
2a) e 2b). O recurso fornece além da malha isométrica em que a figura ¢ exibida,
representacdes de unidades de medida de comprimento e de area onde, caso desejado, ¢

possivel sobrepor estas unidades na figura por meio de translagdo e rotacdo, isso ¢

possibilitado pela ferramenta de arraste.

Puston avisle - srvastor
Porton sermmllue - girar
Salw o arquive: ARQUIVO 20000

Figura 2 — Interface geral da Atividade I
Fonte: Autoras.

No item 3a) sdo disponibilizadas figuras extras que podem ser arrastadas
proporcionando-lhes acdes de translacdo e rotacdo a fim de auxiliar na andlise por meio da
comparagdo com a malha isométrica, ou também pode ser usada a unidade de medida de
comprimento disponibilizada. Caso a identificacdo e justificativa da existéncia de
tridangulos equilateros seja feita a partir da malha isométrica estas serdo baseadas na
observacao visual. Dessa forma, mobilizando a apreensdo perceptiva de que os lados destes
tridngulos seriam diagonais de paralelogramos congruentes.

Nos itens 4a), 4b), 5a) e 6a) apos a selecdo de caixas indicativas surgem figuras de

triangulos onde busca-se explorar a apreensao operatdria, perceptiva e a discursiva, ou seja,
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para a resolucdo € necessario fazer uso da visualizacdo e de modificagcdes nas figuras
exibidas, estabelecendo-se relagdes entre as representagoes figurais e a lingua natural, sem
exclusivamente recorrer a utilizagdo dos modelos algébricos usuais que determinam o valor
da area de triangulos.

Isso pode ser feito por meio de figuras sobrepostas que estdo disponiveis e,
novamente, por meio da ferramenta de arraste € possivel realizar comparagdes a fim de
resolver o que se pede. No entanto, ha a necessidade de ocorrer apreensdes operatorias,
perceptivas a partir do “movimento” das figuras sobre a malha isométrica. De acordo com
Brasil (2018) a geometria, no estudo de areas, nao pode ficar reduzida, a partir de figuras
apresentadas, a aplicacdo de formulas para o seu calculo. Assim, entende-se necessario
considerar o papel heuristico das experimentagdes na aprendizagem Matematica.

A segunda atividade da sequéncia didatica (Figura 3) ¢ constituida por nove itens

explorados a partir de um recurso digital elaborado no software GeoGebra.

ATIVIDADE II - EXPLORANDO QUADRILATEROS (Adaptado de Obmep, 2017, 014, N2, F1)

7) Abra e analise 0 ARQUIVO 7. Selecione a caixa IMAGEM 7 e responda:

Ta) Descreva o que vocé observa na Figura 1.

7b) Qual € a area dessa figura? Descreva, com detalhes, como vocé a obteve.

8) O gque vocé pode afirmar sobre cada quadrilitero que compdem a Figura 17

Cligue duas vezes no botio REINICTAR para voltar a configuracio inicial.

9) O que vocé pode afirmar sobre a figura geoméirica formada pelos pontos XYZW? Argumente matematicamente.
10) Qual é a posicio relativa aos segmentos X7 e YW? Justifique matematicamente.

11) Cligue na IMAGEM 11. Rearranje os gquatro quadriliteros da Figura 1 na Figura 2, conforme as instrucdes:

- Devem ser utilizadas todas as pecas;

- Nio pode ter sobreposicio; gs =
- 0 quadrado interno da Figura 2 nio pode ser preenchido. '
Responda:

11a) Represente na figura abaixo todos os movimentos gque vocé realizou
para rearranjar os gquatro quadrnilateros da Figura 1 na Figura 2.

-

11b) Qual é a area do quadrado ABCD da Figura 27 Justifique sua resposta apontando argumentos.
11c) Qual é a area total da Figura 27

Figura 3 — Descrigdo da Atividade 11
Fonte: Autoras.

Na Figura 4 ¢ exibida a interface do recurso (arquivo 7), com uma das caixas

selecionadas.
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ATIVIDADE II

57 IMAGEM 7

| IMAGEM 11

Aspartesda Flgura 1 podom ser manipuladis,

Reiniciar (Clique duas vozes)

Pootos azuis - arrsstar
Poutos vermelbos « girnr

Salve o arguivee ARQUIVOT.

4 v 10
Figura 1

Figura 4 — Interface geral da Atividade 11
Fonte: Autoras.

Nessa atividade busca-se explorar as apreensdes perceptiva, discursiva e operatoria,
bem como a mobiliza¢do simultanea dos registros figural ¢ em lingua natural. As maneiras
de ver uma figura foram exploradas, a partir de imagens do mesmo objeto matematico, no
caso um quadrado, dispostas de forma diferente. Sendo que, uma delas sera decomposta e,
por meio da reconfiguragdo, devera ser reconstruida.

Com maior detalhe, no item 7a) buscamos explorar as maneiras de ver uma figura
(apreensdo perceptiva). Por exemplo, na Figura 1 poderiamos ver um quadrado e dois
segmentos perpendiculares em seu interior, ou quatro quadrildteros sobrepostos a um
quadrado, ou ainda, uma figura formada pela justaposi¢ao de quatro quadrilateros. A partir
dos dados fornecidos ¢ possivel obter o valor da area do quadrado em questao.

No item 8 é explorada a congruéncia de figuras. Para tanto, ¢ possivel movimentar
os quadrilateros que formam a Figura 1 e reorganizé-los, seja por sobreposi¢cdo ou por
comparagdo de suas medidas e angulos, um a um. Em particular, no recurso desenvolvido
¢ possivel voltar a posi¢cdo original das figuras a partir de um botdo de reiniciar, nao
necessitando fechar e abrir novamente o mesmo.

Os itens 9 e 10 discutem aspectos posicionais dos segmentos definidos na regiao
limitada do quadrado. No item 9 deseja-se que os alunos possam concluir que a figura
geométrica formada pelos pontos X, Y, Z e W corresponda a um quadrado. Isso pode ser
explorado a partir das ferramentas disponibilizadas na parte superior do recurso, no caso,
ponto, segmento e intersec¢do entre dois objetos, que permitem a construgdo de um

quadrilatero que podera servir para conjecturar a respeito de congruéncia, paralelismo e
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perpendicularidade. Dessa forma, se chegar a conclusio que os segmentos XZ e YW sdo
perpendiculares, pois correspondem as diagonais do quadrado XYZW'.

Para os trés ultimos itens atividade II € necessario selecionar uma caixa, para ser
exibida uma outra imagem, denominada Figura 2. Cabe salientar que, na questdo original
da OBMEDP, os quadrilateros ja se encontravam rearranjados, no entanto, optamos por
deixar apenas o contorno e solicitar que fossem realizados movimentos de translacdo e

rotacdo nos quadrilateros, oportunizados pela ferramenta de arraste (Figura 5).

.A - -

’

ATIVIDADE II ~—_

10 :+ 4 /
I/ | mscew )

z AAGEM 1Y

An partes do Figurm 1 podens ser ] pelodas
"

Reimciar (Cligwe duas vexws)

Ponitos nenls - arvastae

Pontos vorselbus « glon A ‘ m " . /

Salve » aquive ARQUIVOT- Figure | . /
- J

Figntad ..

Figura 5 — Interface do recurso que corresponde ao item 11
Fonte: Autoras.

Além disso, neste item € necessario mobilizar a apreensao perceptiva, identificando
amedida do lado do quadrado ABCD, dada pela subtra¢dao das medidas conhecidas, ou seja,
dez e quatro unidades de comprimento. Esta apreensao é necessaria para se chegar ao valor
da area total da figura que correspondera a composicao de areas, do quadrado ABCD e de
outros quatro quadrilateros.

A terceira atividade da sequéncia didatica ¢ composta por um roteiro com oito

itens (Figura 6), distribuidos em dois recursos elaborados no software GeoGebra.
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ATIVIDADE [II - EXPLORANDQ HEXAGONOS (Adaptade de Obmep, 2017, 012, N2, FI)
12) Abra o ARQUIVO 12. Selecione a caixa INMAGENM 12.

Manipule o hexagono regular azul de modo que:
- Forme uma unica fisura na qual dois vértices consecutivos do hexdagono azul coincidam com dois vértices do
hexdagono vermelho;
i - Tenha apenas um vértice do hexdgono vermelho no interior do hexigono azul.
Abra o ARQUIVO 13 e clique no botio REINICIAR.
13) Considere que o hexigono vermelho tem area igual a 10 cm*:
13a) Utilizando as ferramentas disponiveis, decomponha o hexigono vermelho em seis figuras com mesma area.
Justifique sua estratégia.
13b) Considerando a intersecgdo do hexagono vermelho com o hexigono azul, subdivida o hexagono vermelho em 12
tridngulos. Explique como realizou tal procedimento.
14) Selecione a caixa INNAGEM 14. Os ADEK e AFEK sio congruentes? Por qué? Justifique matematicamente
sua resposta.
14a) Qual & o valor da area do A DEF? Exponha seus argumentos.
15) E possivel utilizar a mesma estratégia empregada no item 13.b) para dividir o hexdgono azul
em 18 triangulos congruentes? Justifique.
15a) Represente na figura ao lado os 18 triingulos que vocé tragou no hexigono azul disponivel no
GeoGebra.
15b) Agora, determine o valor o da area do hexdgono azul Exponha sua solugio com detalhes.

Figura 6 — Descrigdo da Atividade I1I
Fonte: Autoras.

No recurso elaborado para o desenvolvimento do item 12 tornam-se visiveis dois

hexagonos, um vermelho (menor) e o outro azul (maior), conforme ilustra a Figura 7.

e Marvar
E] Y3 Anasie ou semdiens oates
ATIVIDADE 111
AR
5 F - -~
Prantos saals - sroastar
Pantos serme e - ghrar
Salww o wrquive ARQUIVO 12

Figura 7 — Interface do recurso que corresponde ao item 12
Fonte: Autoras.

A partir da manipulagdo permitida pela ferramenta de arraste, por meio da

translagdo e rotacdo de figuras € possivel realizar a sobreposicdo destas figuras em

diferentes disposi¢des que irdo atender ao que fora solicitado no enunciado. Desse modo,

no decorrer da atividade, ¢ possivel mobilizar registros em lingua natural e figural, pois

exigira a manipulagdo do hexdgono regular azul de modo a satisfazer as condigdes descritas
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no enunciado. Esse tratamento figural ¢ otimizado pelos recursos disponiveis no recurso,
sendo trabalhoso sua realizagdo apenas com lapis e papel. Observou-se que na questao
original da prova da OBMEP essa composicao figural ¢ dada em seu enunciado.

No seguinte recurso desta atividade (arquivo 13) sdo apresentadas novamente as
imagens dos dois hexagonos que servirdo de recurso para a exploracdo de apreensodes
operatorias. Em particular, nos itens 13a) e 13b) solicita-se que sejam realizadas divisoes
no hexagono vermelho, sob determinadas condi¢des fornecidas a partir do enunciado. No
recurso ¢ disponibilizado no menu superior, ferramentas de constru¢ao de segmentos que
deverao ser usadas para definir as divisoes.

No item 14 (Figura 8) busca-se explorar a representacdo figural do hexdgono
vermelho (menor) através de relagdes existentes entre as partes obtidas apds a divisao deste
hexagono, que fora examinada ao ser resolvido o item anterior. Isso ¢ feito evidenciando-
se caracteristicas dos triangulos definidos e que possibilitam a determinagdo do valor de
area de um outro tridngulo, sem a aplicagdo de formulas. Desde que seja observado a

existéncia de congruéncia entre figuras formadas no item anterior.

P o - A . - . Nover
. X . v s < AUails DU SENOLNS 000G
ATIVIDADE 111
“/ INAGEM 11
| WAGEM 14 r 3
Reiniciar A )
Pontos eais - nrenstoe
Pontos vermeibos - glear
Salw o wrquive: ARQUIVO 12-

Figura 8 — Interface do recurso que corresponde ao item 14
Fonte: Autoras.

No item 15a) € possivel explorar a apreensdo perceptiva e operatoria para realizar
a divisao do hexagono azul em 18 triangulos, fazendo-se conjeturas e validando-as, ou ndo,
por meio da constru¢do de segmentos no recurso que possibilitem definir o quantitativo de

triangulos indicados. Para, ap6s o aluno realizar a reprodu¢do com lapis em papel em um
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modelo impresso. Ao elaborar este item pensamos que os alunos ja teriam, compreendido
implicitamente que os 18 tridngulos seriam congruentes, entretanto, ao ndo explicitar
diretamente, usando a palavra “congruente” no enunciado permite-se que o hexagono
regular possa ser dividido em 18 tridngulos quaisquer.

No item 15b) indagamos sobre o valor da area do hexagono azul, assim como
constava na questdo original. Nosso objetivo € possibilitar que o aluno possa resgatar
construcdes realizadas em questdes anteriores que possam subsidiar a resolugdo do item.

Por meio da andlise dos protocolos foram sistematizadas duas categorias:
mobilizagdo de registros e mobilizagdo das apreensoes.

Em relagdo a mobilizagdo de registros, identificamos tratamentos e conversoes,
bem como a simultaneidade dos registros figurais e em lingua natural. Em termos de
transformacdes, verificamos que foram explorados os tratamentos no AGD ao mover e
reconfigurar as figuras das atividades da sequéncia didatica. J& as conversdes priorizaram
registros figurais e em lingua natural, item 7a), por exemplo, bem como conversdes no
sentido contréario, as quais podem ser observadas no item 12. Além disso, registros
simbolicos numeéricos e algébricos também foram mobilizados. Cabe ressaltar que alguns
participantes constituiram solucdes envolvendo varios registros, como, por exemplo, ao
resolverem o item 4a), mobilizando registros em lingua natural, figural e simbdlico.

Ja em relagdo a segunda categoria, mobilizagdo de registros pudemos constatar que
as apreensoes perceptiva, discursiva e operatoria foram as mais mobilizadas pelos alunos.
Sendo que a apreensdo sequencial foi identificada por alguns alunos quando estes
realizaram a descri¢ao dos passos de uma construcdo, evidenciado, por exemplo, na andlise
do item 13a). Além disso, observamos indicios desta apreensao no item 15a) ao realizarem
a divisdo do hexagono azul em 18 triangulos através de ferramentas de construcao.

Dentre as trés apreensfes mais mobilizadas, a apreensdo perceptiva teve maior
evidéncia. Ao analisar os protocolos dos participantes, percebemos que foram explorados
varios modos de ver as figuras e de interpreta-las. Além disso, ao comparar as resolucées
dos participantes, identificamos diferentes estratégias em varios itens: 4a), 5a), 6a), 7a) e
15a).

Em relagdo a apreensdo discursiva, verificamos que alguns alunos apresentaram

argumentos um pouco mais complexos em relacdo aos demais. Isso foi evidenciado, por
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exemplo, no item 13b), onde utilizaram a congruéncia de triangulos na justificativa ao
contrario dos demais. Por outro lado, constatamos que, em alguns itens que requeriam
demonstragdes matematicas, ou os alunos ndo apresentaram informacdes necessarias ou,
entdo, deixaram de prova-las. 1sso ocorreu no caso de provar que o quadrilatero XYZW
corresponderia a um quadrado na Atividade 11, item 9.

Quanto a apreensao operatoria, verificamos a mobilizacdo pelos participantes da
apreensdo mereoldgica, sendo na maioria delas, a mereoldgica homogénea e a posicional
através de rotacdo e translacdo. Como mencionado anteriormente, identificamos nos
protocolos vérias formas de visualizar as figuras, o que também ocorreu para dividir as
figuras. Isso pode ser evidenciado no item 15a) onde foram identificados quatro modos
diferentes de dividir o hexagono azul em 18 triangulos.

Cabe destacar ainda que houve alunos que mobilizaram ao mesmo tempo a
apreensdo operatdria mereoldgica e a posicional. Nesse sentido, ainda evidenciamos que,
na maioria dos itens onde foi mobilizada a apreenséo perceptiva, também foi mobilizada a

apreensdo discursiva.

CONSIDERACOES FINAIS

Na andlise dos dados, observamos que ao resolverem as atividades propostas os
académicos mobilizaram registros de carater semiotico. Tal fato corrobora com a ideia de
que os objetos matematicos sdo acessiveis por meio das representagdes semiodticas.

Em relacdo a categoria mobilizacao de registros, foram evidenciados principalmente
registros figurais e em lingua natural, tratamentos, tratamentos dindmicos e conversdes. O que
converge com as ideias expostas nos referenciais tedricos ao resolver atividades que envolvem
conceitos/conteudos geométricos. Além disso, também foram empregados registros
simbolicos, algébricos € numéricos.

No que tange a categoria apreensdes mobilizadas, identificamos indicios de todas
as apreensdes, entretanto, a perceptiva, a discursiva e a operatoria foram as mais
enfatizadas. Nos protocolos identificamos diversos modos de ver as figuras e de interpreta-
las, surgindo argumentos em diferentes niveis de complexidade. Além disso, emergiram
mobilizacdes de apreensdo operatoria mereologica, do tipo homogénea e a posicional

através de rotacao e translagao.
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Cabe ressaltar ainda que mesmo sem explicitar claramente a nomenclatura utilizada
na teoria dos registros de representacao semiotica os académicos demonstraram reconhecer
a importancia de tais apreensdes. Este fato reforca a pertinéncia entre o referencial tedrico
e metodologico adotado neste estudo.

Para finalizar, cabe ressaltar que além deste trabalho o EMgep (Educacao
Matematica: grupos de estudos e pesquisas) vem desenvolvendo outros estudos. Em
particular, uma dessas pesquisas esta sendo desenvolvida pela primeira autora deste artigo
ao realizar uma metanalise de pesquisas stricto sensu brasileiras que possuem no seu titulo

0 objeto matematico “area”.
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