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Resumo

O presente artigo procura estabelecer um elo entre algumas curvas diferenciaveis e al-
guns problemas fisicos de dinamica, isto é, questoes sobre o movimento de particulas e
de corpos sujeitos a forcas com causas conhecidas. No processo, foram estudados: algu-
mas propriedades da cicloide cuja evoluta é a cicloide original transladada, bem como
a sua utilizacao na construcao do denominado péndulo de Huygens; uma caracteristica
geométrica da parabola semicuibica, a qual é evoluta da parabola, e uma propriedade
dinamica atrelada a essa mesma curva. Para tanto, empregou-se recursos proprios da
geometria diferencial de curvas e, em acréscimo, apresentou-se interpretacoes fisicas
e/ou intuitivas acerca de alguns dos conceitos geométricos explorados no texto.

Abstract

The present paper seeks to establish a link between some differentiable curves and
some physical problems of dynamics, that is, questions about the motion of particles
and bodies subjected to forces with known causes. In the process, we studied: some
properties of the cycloid whose evolute is the original cycloid translated, as well as its
use in the construction of the so-called Huygens pendulum; a geometric characteristic
of the semi-cubic parabola, which is parabola’s evolute, and a dynamic property linked
to that same curve. For this purpose, it was used its own resources of the differential
geometry of curves and, in addition, physical and/or intuitive interpretations about
some of the geometric concepts explored in the text were presented.

1 Introducao

A cicloide é uma curva rica em propriedades geométricas e fisicas, as quais, histori-
camente, foram vastamente exploradas por inimeros matematicos. A pesquisa inicial
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das propriedades dessa curva contribuiram, inclusive, com o desenvolvimento, ainda
embriondrio na época, de ferramentas do calculo diferencial. Cabe enfatizar que, ao
longo do tempo, questoes ligadas a cicloide foram propostas, sob a configuracao de
problemas-desafios, por diferentes matematicos. Por essas e por outras razoes, a curva
recebeu designacoes tais como “a Helena da Geometria”, “o pomo da discérdia”.

O matemético Johann Bernoulli (1667-1748) foi um dos responsaveis por explorar
propriedades fisicas atreladas a cicloide. Seu principal resultado a esse respeito foi a
solugao do problema da braquistécrona, o qual consistiu em dar resposta a seguinte
pergunta: se dois pontos de um plano vertical estao situados a diferentes alturas e um
nao se encontra imediatamente abaixo do outro, qual trajetéria ligando esses pontos
satisfaz a condicao de que uma particula, ao descrevé-la sob influéncia de gravidade
constante (sendo essa a unica forga tangente a trajetéria em qualquer um de seus
pontos), é percorrida no menor tempo possivel?

Bernoulli demonstrou que tal trajetoria deve ser um arco de cicloide adequada-
mente selecionado. Os métodos necessarios a essa prova estao distantes da aplicacao
dos conceitos de geometria diferencial aqui estabelecidos. Por essa razao, nao sera apre-
sentado o procedimento para a constatacao da cicloide como solucao do problema da
braquistécrona. Contudo, uma outra caracteristica da curva - sua isocronicidade -, a
qual foi descoberta anteriormente a obtencao da braquistocrona, sera verificada.

No intuito de investigar essa curva, inicialmente, definiu-se a cicloide e demonstrou-
se a sua propriedade de isocronismo. Basicamente, isécrono, tal como aponta o di-
ciondrio Aurélio, significa “de duracao igual: as pequenas oscilagoes de um péndulo
sao isocronas”. Em suma, o principio de isocronicidade da cicloide consiste no seguinte
fato: uma particula que descreve uma cicloide, em um campo gravitacional constante,
atinge o ponto de menor potencial (menor altura) dessa curva, pela primeira vez, em
um tempo que independe da posi¢ao em que ¢ liberada com velocidade nula, desde que
o principio de conservagao da energia mecanica seja verificado. Isso foi comprovado
por meio do uso de equagoes préprias da dinamica. Além disso, foi apresentada uma
relacao tedrica entre o movimento cicloidal e o principio atrelado ao funcionamento de
um relogio de péndulo.

Mais especificamente, uma vez verificada a isocronicidade da cicloide, foi demons-
trado na sequéncia que a evoluta de uma cicloide é uma cicloide congruente a original
e difere dessa apenas por um movimento de translacao, e depois foi apresentada uma
aplicacao, teorizada por Huygens, dessas duas propriedades. O cientista Christiaan
Huygens (1629-1695) foi o responsével pela invencao do relégio de péndulo, o qual,
como se pode deduzir da definicao de isocronico apresentada anteriormente, revela-se
preciso para pequenas oscilacoes do seu péndulo. Huygens propos um mecanismo capaz
de, em teoria e ao garantir-se que o péndulo de um reldégio execute suas oscilagoes sobre
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uma cicloide, gerar oscilagoes isocronicas. Esse mecanismo esta ilustrado na Figura 5.

Quanto a pardbola semictbica, um interessante acontecimento foi a retificagao (ou
determinagao do comprimento de arco) da pardbola semicibica,; isso, originalmente, foi
realizado por meios euclidianos, isto é, por meio de relagoes da geometria euclidiana
plana. Heinrich van Heuraet, matematico holandés contemporaneo de Huygens, realizou
esse feito em 1658, mas nao antes do inglés William Neil (1637-1670) e nem depois do
matematico amador Fermat. Contudo, os trés obtiveram, independentemente e em um
curto intervalo de tempo, esse mesmo resultado.

As publicacoes das técnicas de retificacao propostas pelos trés pensadores subju-
garam um dogma cartesiano-peripatético (ou seja, uma crenga devida ao movimento
filoséfico iniciado por Descartes e, também, a escola peripatética, um circulo filoséfico
da Grécia Antiga) da nao-retificabilidade de curvas algébricas. Outra curiosidade é que
esse trabalho foi o tinico, em matematica, a ser publicado por Fermat.

Também abundante em propriedades, a parabola semictbica foi aqui apresentada
como a evoluta da parabola, sendo que, como a cicloide, essa primeira curva exprime
uma propriedade fisica, se também forem atendidas as condi¢oes de conservacao da
energia mecanica. Essencialmente, uma particula que se move em um campo gravi-
tacional uniforme sobre o trago de uma pardbola semicibica, ao partir do ponto de
nao-regularidade dessa curva com velocidade especifica e determinével (dependente da
aceleragao gravitacional e da geometria do problema), desenvolve seu movimento com
velocidade vertical constante - de maneira a realizar deslocamentos verticais de mesmo
comprimento em periodos de tempo equivalentes.

Durante a leitura do texto, esses relatos histéricos serao melhor esclarecidos. Ainda
é preciso salientar que o descobrimento dessas curvas e de suas propriedades se inseriu
em importantes momentos que, conjuntamente, integraram significativa parcela das
histérias da fisica e da matematica. E por esse motivo que uma particular atencao foi
atribuida a histéoria da investigacao de algumas das caracteristicas dessas curvas por
parte de destacados cientistas.

2 Preliminares

A seguir, sao enunciados alguns resultados da teoria local de curvas planas dife-
rencidveis, baseados nas referéncias [4, 6], a fim de introduzir fundamentos teéricos que
permitirao o estudo das curvas cicloide e parabola semiciibica, assim como a compre-
ensao de suas propriedades fisicas. Alguns importantes conceitos fisicos, presentes em
[1, 5], também serao explorados nesta segao.

Definicao 2.1. Uma curva plana, diferenciavel e regular é uma aplicacao diferenciavel
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a: I C R — R? definida no intervalo aberto I e é tal que o/(t) # K para todo t € I.
Também, designa-se t por parametro da curva e define-se o trago de a como o conjunto
imagem da aplicacao «, isto é, o trago de o = {a(t) € R?*|t € I}. Algumas vezes, por
conveniéncia e quando nao houver perigo de confusao, nao sera feita distin¢ao entre a
curva e o seu trago.

Ao longo do texto, em certas situagoes, serd preciso reparametrizar algumas curvas
com o intuito de facilitar os calculos, processo definido e detalhado a seguir.

Definigao 2.2. Dadas a: I € R — R? uma curva plana, diferencidvel e regular e
F:JCR — I CR,emque [ e Jsao intervalos abertos de R, uma funcao diferenciavel
com derivada nao nula em seu dominio J e tal que F(J) = I, a composigao f =
aoF:J cC R — R? é uma curva diferencidvel e regular, com o mesmo traco de a,
denominada uma reparametrizagao de o por F'. A funcao F, por sua vez, é a mudanca
de parametro.

A partir de agora, salvo se houver afirmacao em contrario, todos os subconjuntos
reais considerados sao intervalos abertos.

Definicao 2.3. Se a: I C R — R? é uma curva plana, diferencidvel e regular, a funcao
s: I CR— J C R dada por

Slt) = / o’ (8)] dt. (2.1)

com t € I, é dita funcao comprimento de arco de « a partir de tg.

A curvatura, o raio e o centro de curvatura de uma curva diferenciavel sao conceitos
uteis também em mecanica, porém, neste artigo, irao, sobretudo, embasar investigacoes
de natureza geométrica de algumas curvas estudadas.

Definigao 2.4 ([6]). Seja a: I C R — R? uma curva plana, diferencidvel e regular.
Assim, para «o(t) = (x(t),y(t)), com t € I, define-se: a curvatura k(t), o raio de
curvatura R(t) e o centro de curvatura C(t), de o em t, por:

("), (=y'(1), 2'(t)))

L(t) —
) @Ol
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respectivamente.

Note-se, ainda, que

o’ (1) (= (1), 2'(8) = ——n(t) (k(t) £0), (2.2)

em que k(t) é a curvatura e n(t), vetor ortogonal & o em t, é tal que o/(t)/||/(t)|| e
n(t), nessa ordem, formam base ortonormal positiva de R?.

Uma curva regular «(t) com k(t) # 0, para todo ¢, possui uma curva associada - a
curva dos centros de curvatura de « - definida como segue.

Definicao 2.5. A evoluta de uma curva plana, diferencidvel e regular a: I C R — R?,
com k(t) # 0 para todo t € I, é a curva percorrida pelo centro de curvatura dessa
curva, definida por
1
t) = aft —n(t),Vt el 2.3
() = a(t) + pn) v € 1 (23)
sendo n(t) definida em (2.2).
Definigao 2.6 ([6]). Seja a: I C R — R? uma curva plana, diferencidvel e regular.

Uma involuta & : I C R — R? de o é uma curva que intercepta a reta tangente a a,
em t, ortogonalmente, para todo t € I.

Teorema 2.7 ([4]). Seja a: [a,b] — R?* uma curva plana, diferencidvel e reqular. A
curva a: [a,b] — R? € uma involuta de o se, e somente se,

a(t) = a(t) + [sa(c) = sa(t)] (2.4)
para alguma constante ¢, onde t — s,(t) denota a fung¢dao comprimento de arco de «
a partir de um ponto to € [a,b] arbitrdrio.

Observe-se que o Teorema 2.7 descreve uma familia infinita de involutas de a a qual
possui a seguinte interpretacao geométrica para s,(c) maior ou igual ao comprimento
A da curva e ty = a: considere-se um fio inextensivel de comprimento C' inicialmente
sobreposto a curva « de maneira que a porcao do fio que ultrapassa o comprimento
da curva seja mantido retilineo, na direcao e no sentido do vetor tangente a curva em
sua extremidade; se esse fio for desenrolado de tal modo que a parte desenrolada seja
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mantida sempre esticada em direcao tangente a curva e a outra permanecga sobre a
curva, entao, nesse movimento, a trajetoria da extremidade livre do fio descreve uma
involuta da curva. Diferentes involutas sao obtidas variando o comprimento do fio ou
escolhendo outro ponto a(ty), com ty € (a,b), para fixacao do fio.

Em um instante ulterior, serd obtida uma involuta de um arco de cicloide, bem
como sera demonstrado que a parabola semictbica é a evoluta da parabola. Para isso,
primeiro, é necessério explicitar a relagao existente entre uma curva e suas involutas: a
evoluta de todas as involutas de uma curva diferenciavel é a curva original.

Proposigao 2.8 ([6]). Sea: I C R — R? € uma involuta de a: I C R — R?, entdo, «
¢ uma evoluta de & .

As definicoes, as proposicoes e os teoremas até aqui apresentados podem ser encon-
trados (com suas respectivas demonstragoes e/ou justificativas) em [4, 6].

Definicao 2.9 ([5]). Se a(t) é uma curva plana, diferenciavel e regular, cujo parametro
t é o tempo e se o trago dessa curva representa a trajetoria descrita por uma particula
em R2, a sua velocidade e a sua aceleracao vetoriais e escalares sao definidas como
seguem:

o a(t+AL) —a(t)  da
alt) = AI}SI—I}O At Tdt

oft) = ||o(t]

v(t+ At)—o(t) du,, d*a
i —v ===

a(t) = a‘(t_gH :

Dadas as defini¢oes de velocidade e aceleracgao, é possivel enunciar e demonstrar um
teorema de grande relevancia no estudo de dinamicas fisicas conservativas em campos
gravitacionais constantes ao longo de um plano. Genericamente, esse resultado abrange
os casos de campos vetoriais constantes planares, ou ainda, se ajustado for o enunciado
do teorema (sem que isso implique em modificacdo da prova realizada), os casos de
campos vetoriais conservativos do espaco, isto é, campos vetoriais de R?® que podem ser
expressos como gradiente de funcao real.

(),

)

Teorema 2.10 (Teorema de Conservagao da Energia Mecanica). Sejam o: I C R — R?
uma curva plana, diferencidvel e reqular; @ vetor aceleracdo definido, pertencendo a R?,
sobre o trago de a(t) = (x(t),y(t)); U um campo diferencidvel qualquer definido sobre
um aberto de R? que contenha o(t) satisfazendo a Definicao 2.9 sobre o trago de a(t);
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V&: R* — R? o campo vetorial constante definido por V®: (x,y) — (0,—mg) (em
que g € o valor da aceleragdo gravitacional e m € a massa da particula) e satisfazendo
VO(x(t),y(t)) + ma,(t) = md(t), onde d,(t) é normal a a(t) para todo t € I. Nesse
caso, se a energia mecanica de um dado sistema é

_ muv?(t)

L L ORTO)

En(t)

entdo, a variagdo, entre a(ty) e a(t), da energia mecanica associada a uma particula
cuja trajetoria € o trago de a(t) serd

m(v*(t) — v*(to))
2

AEun(t) = = [@(x(t), (1)) = (z(to), y(to))] = 0,

Vi, tg € 1.
Demonstracao: Pela Definicao 2.9,

do 5
E(t) = ()

de modo que:

Logo,

/t<a(t),‘fi_(;<t>> dt:/<m(xg’y(t))’%<t)> " 26)
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Por outro lado,
o dv o
), 7)) = 2 <—dt <t>,v<t>> 7

e, assim,

(G0-10) = 550 27)
Substituindo (2.6) e (2.7) em (2.5), resulta:
/<v®<xg’y(t)),2—?(t)> dt:/%ddit(t)dt.

Mas, como

j<v¢<x<t>,y<t>> 2 )y - He0) = Sll) )

m " dt

to

decorre que

Finalmente,

e, por conseguinte:

AEy(t) =

O corolério exibido e provado na sequéncia fornece um resultado a ser empregado
no texto subsequente.
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AE=10
" u(t) = v20(y(to) — y(1)) (v(ta) = 0)

Figura 1: Representacao Diagramatica da Conservacao da Energia Mecanica.

Corolario 2.11. A velocidade de uma particula que se move sobre o traco de uma curva
plana, diferencidvel e reqular a(t) = (x(t),y(t)),t € I apds ser solta, em condigdo de
repouso, sobre a(ty) e no interior do campo gravitacional uniforme V®: R? — R?,
definido por V®(x,y) = (0, —mg), se a gravidade € a unica for¢a a realizar trabalho, é:

= V/29(y(to) — y(2)). (2.8)

Demonstracao: Pelo Teorema 2.10, AFEy =0, ou seja:

m(v3(t) —

2
5 vt) yyer

O(x(t), y(t)) — 2(x(to), y(to)) =

Mas v?(t)—v*(ty) = v?(t) para uma particula solta em repouso sobre a(to) e ®(z(t), y(t)) =
—mgy(t) + C, para C' constante real. Assim,

= /2g(y(to) — y(1)).

3 A Cicloide

Nesta secao, serd demonstrado que a curva cicloide é isocronica, conceito a ser
precisado posteriormente. Antes, contudo, serd obtida uma parametrizacao da cicloide
a partir de sua definicao em termos geométricos.

Definicao 3.1. A curva cicloide corresponde a trajetéria descrita por um ponto P de
uma circunferéncia quando essa rola, sem deslizar, sobre uma reta.
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Figura 2: Arco de cicloide gerado pela trajetéria de um ponto da circunferéncia de raio
r quando essa rola, sem deslizar, sobre o eixo das abscissas a partir da origem.

A fim de representar a cicloide por meio de equacoes paramétricas, suponha que a
circunferéncia rolante possui raio r e, sem perda de generalidade, fixe um sistema de
coordenadas cartesiano para R?, de modo que a circunferéncia role sobre o eixo das
abcissas, no sentido positivo, iniciando o movimento com centro no ponto Cy = (0,7) e
com P em posig¢ao inicial coincidente com a origem do sistema de coordenadas. Sob essas
condicoes, serao determinadas as coordenadas da posicao, denotada por Py, do ponto
P em funcao do parametro #, sendo 6 a medida, em radianos, do angulo rotacionado
pela circunferéncia durante o movimento de rolamento.

Observe-se que as coordenadas do centro da circunferéncia apds uma translacao de
rf (simultanea a uma rotagao de 6 radianos) sao Cy = (r6,r), visto que a sua posigao
vertical é invariante e que o rolamento ocorre no sentido de crescimento das abscissas.
Além disso, como Py é um ponto da circunferéncia de centro Cy e raio r,

Py = Cy+ (rcos(t), rsen(t)) = (r(6 + cos(t)), r(1 + sen(t))), (3.1)

sendo t a medida, em radianos, do angulo, no sentido anti-horério, que o vetor com
origem no ponto Cy e extremidade em Fj faz com a semirreta com origem em Cp,
direc@o e sentido determinados pelo vetor (1,0). A fim de escrever ¢t em fungao de 6
(ver Figura 3), note-se que

t+9=3§+2]€ﬂ',

na qual, £k € N* é o nimero de rotacoes completadas pela circunferéncia rolante.
Desse modo,

cos(t) = cos (37” 4 ok — 9) — _sen(0) (3.2)

sen(t) — sen <3§ 4 ok — 9> — — cos(®). (3.3)
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deR
0<t<2n

Figura 3: Representacao grafica do parametro 6 e do angulo ¢.

Portanto, de (3.1), de (3.2) e de (3.3), resulta a seguinte parametrizagdo para a
cicloide:
Py = (r(0 —sen(f)),r(1 — cos(h))), (3.4)

na qual, por conta do procedimento adotado para o equacionamento de Py, # > 0. Toda-
via, utilizando o fato de que a cicloide apresenta periodicidade e adotando o eixo y como
eixo de simetria da curva cicloide tal como definida anteriormente, a parametrizagao
(3.4) se estende para todo 0 € R.

3.1 Isocronicidade

A fim de abordar o problema do isocronismo da cicloide, é preciso considerar um arco
de cicloide invertido «, de modo que seu ponto de maximo em [0, 7] torne-se ponto
de minimo potencial (local de menor altura, se a altura é adotada como crescente no
sentido de crescimento das ordenadas). Isso pode ser obtido utilizando-se a equagao
(3.4), fixando-se a func¢ao z(f) e modificando-se a funcao y(#) por meio de uma reflexao
sobre o eixo x seguida de uma translacao dada pelo acréscimo de 2r unidades a ordenada;

a(0) = (x(0),2r —y(0)) = (r(6 — sen(6)), r(1 + cos(0))),

a qual tem seu traco representado na Figura 4.
Dada a definicao dicionarizada de isécrono e obtida a cicloide invertida «, pode-se
enunciar e demonstrar um teorema a respeito da isocronicidade da curva cicloide.

Teorema 3.2 (Isocronicidade da Cicloide). Se uma particula € solta sobre o arco da
cicloide invertida

a(f) = (r(8 — sen(0)),r(1 + cos(h))), 6 € [0, 7], (3.5)
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r 2mr

Figura 4: A curva P, encontra-se em linha continua e vermelha, a curva a(f) aparece
tracejada e, em linha continua e azul, estd representada a restricao de « ao intervalo
[0, 7].

em um ponto qualquer a(6y); a unica aceleragio com componente tangente a () =
(x(0),y(0)) nao nula for a(d) = (0,—g), sendo g a acelera¢ao gravitacional constante; a
particula partir do repouso, isto €, T(6y) = 0. Entdo, o intervalo de tempo T(m) —T(6,)
que transcorrerd entre a soltura da particula e o instante em que essa atinge a(m) serd

de

r
T —_

9
para todo 0y € [0, ).
Portanto, o valor de T'(w) — T'(6y) independe do ponto de soltura «(6y), é fungao

de r e envolve o parametro g, isto é, depende apenas da geometria do problema -
configuracao da cicloide - e da aceleracao gravitacional.

Demonstragao: Na determinacao do periodo de tempo T'(w) — T'(6p), necessario
para que a particula solta em a(fy) (com 0 < §y < 7), a partir do repouso <17(t0) = 6),

atinja «(m), procede-se da maneira abaixo.

1. Encontra-se a expressao que permite o cdlculo do periodo de tempo transcorrido
no deslocamento da particula, a qual pode ser obtida por meio da Definicao 2.9:

d(aoh)

i) = S22 ),

na qual, a mudanca de parametro de # para t, dada por h(t) = 6, é tal que
h(0) = 6y e tal que t é o tempo. Assim,

v(t) = [l(ae k) @], (3.6)
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Solucionando, entao, a equagdo diferencial ordindria (3.6), obtém-se o seguinte
resultado (oriundo da cinemética escalar):

-t [l

a qual pode ser reescrita, pela regra da cadeia, da seguinte maneira:

t—to= / ”O/(h(t)g)"h/(t) dt, (3.7)

v

uma vez que h(t) = 0 é sempre crescente.

Realizando, agora, a mudanga de variaveis h(t) = 6 resulta

@),

h=H(0) —h™'(0o) = /m

0

Entao, adotando h=1(0) = T'(9) e v(h=(0)) = V (), a equagao anterior fica

e’ (@)]]
7e @

T(0) — T(6,) = /9

Uma vez que

a'(0) = (r(1 — cos()), —rsen(6)),

obtém-se

T@—Tﬂﬁzf@%%%Qw,

0o

para 6, € [0, 7) fixo.
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2. Nas condicoes estabelecidas, tal como expresso pelo Corolério 2.11, é vero, ainda,
que a velocidade V' (6) da particula a qual se move sobre o trago de «, ao estar na

posi¢ao a(f) = (z(0),y(f)), pode ser descrita como:

= /29(y(0o) — y(0)).

Para 6, € [0,7) arbitrario e  fixado assim como exige o enunciado do Teorema

de Isocronicidade da Cicloide (@ = 7), de (i) e (ii) decorre que:

sen(f
6 /
Como y(#) = r(1 + cos(#)), obtém-se, entdo,

sen(6/2)

T(m) = T(00) = 90 5 \f / \/ T 0.

(COS((% /2))?
Fazendo a substituicao trigonométrica

cos(0/2)

cos(e) = cos(0y/2)

m (3.8), obtém-se:

T(r) — T(6y) = 2\/2/3 dp = 2

=T/ —.

g

Mostramos que o tempo despendido por uma particula solta em repouso sobre a
cicloide, desde que em um ponto de nao equilibrio e em campo gravitacional constante,

para atingir, pela primeira vez, o ponto de minimo de y(#) é constante e igual a

r
TAl—.

9
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Figura 5: Rel6gio de Péndulo de Huygens. Imagem extraida de [2].

3.2 O Reloégio de Péndulo de Huygens

Dentre a vasta contribuicao de Huygens para a matematica, destaca-se o trabalho
do autor sobre evolutas e evolventes. Esta tltima consistiu na designacao atribuida por
Huygens as curvas atualmente conhecidas como involutas. Em seu trabalho, Huygens
encontrou evolutas da parabola e da cicloide. Mais adiante, sera visto como os conceitos
até agora apresentados se inter-relacionam. Essencialmente, Huygens aplicou sua teoria
de evolutas e evolventes ao problema de medi¢ao do tempo.

Em suma, Huygens determinou uma condigao que, ao ser satisfeita, implicaria os-
cilagoes de mesmo periodo de tempo para qualquer amplitude de movimento de um
péndulo. Contraponha-se essa descricao as pequenas oscilagoes que precisam ser impos-
tas a péndulos convencionais, no intuito de garantir, ao relégio de péndulo em questao,
isocronicidade - principio indispensavel a um dispositivo de medigao de tempo -, e ficara
evidente o significado da proposta de Huygens.

Nesse sentido, faz-se necessario apresentar algumas outras propriedades de curvas
diferenciaveis e, em particular, uma da cicloide, o que se fard na sequéncia. Além
disso, para um maior detalhamento dos fatos histéricos ligados ao estudo da cicloide,
recomenda-se uma consulta as referéncias [2, 3].

Primeiramente, na intengao de entender a relacao entre o isocronismo da cicloide
e relégios de péndulo, é necessario descrever, simplificadamente, o funcionamento do
aparato proposto por Huygens. Basicamente, um relégio de péndulo possui seu funcio-
namento atrelado as oscilagoes executadas por uma massa presa a extremidade inferior
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de um fio inextensivel suspenso.

Cuspide

Cunha Cicloidal

"\
", Amplitude
.

T, ' -

Y . o
~, ) ) \ L% ’/
~, Dscilaggo de Maior . A

Ponto de Minimo Potencial

Figura 6: Esboco do péndulo cicloidal de Huygens.

Se o fio de um péndulo for afixado sobre uma cispide (ponto nao-regular) de um
arco da curva cicloide invertida a(f) - obtida em (3.5) e que pode ser vista na Figura
6 -, de modo tal que, ao oscilar, o fio, inicialmente, enrole-se sobre a cunha cicloidal,
permanecendo sobreposto a cicloide na por¢ao ja enrolada (e, em um instante posterior,
por se desenrolar) e a extensao ainda por enrolar (e, posteriormente, ji desenrolada)
permaneca esticada e retilinea na direcao tangente a cicloide no ponto que divide as
duas porcoes do fio: aquela em contato com a cicloide e a outra, em movimento; entao,
suas oscilacoes serao, sob condigoes ideais - sem atrito ou resisténcia do ar -, isocronicas.
Essa foi a percepcao tida por Huygens e que motivou essa subseccao.

Tendo em vista a justificativa tedrica desse mecanismo, agora, sera equacionada a
dinAmica desse sistema. Para tanto, considere-se a curva a: [—m, 7] — R?, cujo trago
coincidird com uma cicloide andloga aquela que pode ser vista na Figura 6.

Para determinar a trajetéria descrita por um péndulo afixado da maneira proposta
por Huygens, é preciso, primeiro, considerar o comprimento do fio que ird compor o
mecanismo. A equacao (2.1), quando resolvida a integral, conduz a seguinte fungao de
comprimento da curva a(f) a partir do ponto 6y = 0:

S(0) = s0(0) = 4r (1 — cos (g)) . (3.9)

A partir dessa equagao, conclui-se que o comprimento de arco de «(0) restrita ao inter-
valo L = [0, 7] é 4r, de modo que este serd o comprimento do fio do péndulo que sera
levada em consideracao nos célculos a seguir. E importante perceber, ainda, que « é
simétrica em relagao ao eixo y. Dessa maneira, ao obter o movimento do péndulo que
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ocorre para valores positivos de 6, sera possivel, por meio de reflexao sobre o eixo y,
descrever o movimento do péndulo por inteiro.

Ja estipulado o comprimento do fio, resta obter a trajetoria que o péndulo executara
quando solto de maneira que sua extremidade fixa esteja sobre (0,2r) e que sua extre-
midade livre e presa a um corpo situe-se sobre (7r,0). Para tanto, deve-se garantir,
ainda, a coincidéncia do fio com o arco da curva « restrita a L, como condi¢ao inicial
do movimento. Perceba-se que esse sera o deslocamento de maior amplitude possivel
realizado pelo péndulo e que qualquer outra trajetoria descrita pela extremidade livre
do péndulo nas ja expressas condigoes e iniciando-se em qualquer outro ponto estara
contida na trajetoria de maior amplitude - a qual os calculos a seguir visam determinar.

Ao se desenrolar, a por¢ao retilinea do fio (sempre esticado por conta da forga peso
agindo sobre a massa afixada) serd tangente a « em 6 se, e somente se, a(f) for o
ponto que separa o fio enrolado sobre a daquele desenrolado, conforme argumentado
anteriormente. Além disso, a porcao desenrolada apresentara comprimento

AO) = 47 — S(0),

pois 4r é a medida de toda a extensao do fio e S(f) é o comprimento da parte ainda
situada sobre a cicloide, razao, pela qual, de (3.9) resulta o comprimento

6
A(0) = 4r cos (5) , (3.10)
necessario aos proximos equacionamentos; a diregdo tangente a () é dada pelo versor

7(6) definido por rl0) = 2 = (sen (§) —eos(3)). (3.11)
[ (@) 2)" ’

Por fim, tendo em vista das equagoes (3.5), (3.10) e (3.11), a trajetéria descrita pela
extremidade livre do péndulo serd dada pela curva @, equacionada do seguinte modo:

o]

(0) = a(6) + \O)7(0). (3.12)

Realizando as respectivas substituicoes, obtém-se:

a(0) = (r(0 — sen(6)), (1 + cos())) + 4r cos (g) (sen (g) ,— cos (g)) ,

a(f) = (r(0 +sen(0)), —r(1 + cos(h))).
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Como dito em pardgrafo anterior, por motivo de simetria de «(6) em relagao ao eixo
y, pode-se adotar a(f) definida para 6 € [—m, 7] (em lugar do dominio [0, 7], estipulado
inicialmente), afinal, para a(6) = (x(6), y(9)),

z(0) = r(0 +sen(d)) = —r((—0) + sen(—0)) = —z(—6)

y(0) = —r(1 + cos(f)) = —r(1 + cos(—0)) = y(—0).
E ainda correto dizer que, para 6 € [—m, 7, @(#) é congruente a «(6 + ), pois, se
4 for a translagao de & pelo vetor (7r,2r), o trago de 7 coincidird com o de (0 + 7):
a(0) + (wr,2r) = (r((0 +m) +sen(d)),r(1 — cos(d)))
(r((0 +m) —sen(fd +m)),r(1 — cos(d +))),

ou seja,
a(f) + (mr,2r) =a(@ +7),—7 <0 <. (3.13)

Figura 7: Representagao das curvas @(f) em linha vermelha e a(f + 7) em linha azul,
juntamente com alguns representantes do vetor (7r, 2r).

Note-se que a(f), pelo Teorema 2.7, é uma involuta da cicloide invertida «(#), ou
seja, que (/(0),a’'(0)) = 0, para todo 6 € [—m, 7], uma vez que a equagao (3.12) é,
precisamente, a equagao (2.4). Tal constatacdo é importante pela seguinte razao: as
forgas atuantes sobre a massa presa na extremidade livre do péndulo sdo duas (gra-
vidade constante e tragao exercida pela corda afixada), de maneira que, para validar
as hipéteses assumidas na demonstragao do Teorema 3.2 (o qual estabelece condigbes
que garantem a isocronicidade de um movimento realizado sobre um arco cicloidal), é
preciso garantir que a tragao exercida pelo fio em & - devida ao tencionamento da corda
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e cuja diregao coincide com «/(f) - é perpendicular a trajetéria @'(#), o que, de fato,
ocorre.

Desse modo, a extremidade livre do péndulo de Huygens move-se sobre a(f) e, sob
gravidade constante, esse movimento é isocronico, por conta da equagao (3.13) (a qual
garante ser & uma translagao da cicloide invertida «) juntamente com o Teorema 3.2.
Portanto, o péndulo teorizado por Huygens é isocronico.

Observe-se, ainda, que, na apresentagao do mecanismo de funcionamento do péndulo
de Huygens, a extremidade livre do péndulo movia-se de modo a satisfazer a equacao
(2.4), para s,(c) (expressando o comprimento do fio do péndulo) igual ao comprimento
A da curva « restrita a [0, 7] e 6 = 0.

Finalmente, apds ser visto que a trajetoria da extremidade do péndulo consiste
numa involuta da cicloide « e ser considerada a Proposicao 2.8, convém destacar que
foi demonstrado acima o seguinte resultado.

Proposicao 3.3. A evoluta da cicloide € uma cicloide que lhe € congruente e que difere
dessa apenas por uma translacao.

4 A Parabola Semicubica

A parabola semicubica, a semelhanca da cicloide, apresenta duas propriedades a
serem apresentadas - uma fisica e outra geométrica. De um lado, o problema fisico diz
respeito ao movimento bidimensional de um corpo o qual, sob a aceleragao gravitacional
constante e sob todas as demais aceleracoes perpendiculares ao seu movimento, preserva
sua velocidade vertical. Por outro lado, em vez de definir a parabola semictibica como
feito para a cicloide, isto é, a partir de uma propriedade, define-se, nessa investigacao,
a parabola semicubica a partir do vinculo geométrico que possui com a parabola, as
quais podem ser vistas na Figura 8.

Definicao 4.1. A parabola semicubica é a evoluta da parabola, ou seja, a curva cujos
pontos sao centros de curvatura da parabola em pontos que lhes sejam correspondentes.

A relacao entre a parabola semiciibica e a parabola foi percebida, como mencionado
em um momento anterior, por Huygens, quando, ao aplicar a sua teoria de evolutas, o
cientista determinou a evoluta da parabola

4.1 Determinando Sua Equacao Paramétrica
Seja a parabola genérica

a(p) = (p,—ap®), p € R, a € RY. (4.1)
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Figura 8: Pardbola (em verde) e sua respectiva evoluta: a pardbola semicibica (em
azul).

Determina-se o seu centro de curvatura C'(p) da seguinte maneira:

1. obtém-se o versor do vetor tangente a o em p,

o(p) (1, —2ap)

/() /1 + 4a2p?

e, entao, o versor do vetor que lhe é normal e que seja direcionado ao centro de
curvatura da curva o em p, N(p),

Np) = 22D (4.2)

V14 4a2p?

Em seguida, calcula-se o raio de curvatura de a em p, R(p), definido por

I OIS
M) = @), NG
em que o/(p) = (1, —2ap):
R(p) = (Lt daTp)?. (4.3)

2a '

2. por intermédio de (4.1), de (4.2) e de (4.3), determina-se C(p), a qual pode ser
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Figura 9: Um arco de pardbola, sua evoluta e alguns vetores com origem na pardbola
representantes do seu centro de curvatura.

vista, ilustrativamente, na Figura 9:

C(p) = alp)+R(p)N(p)
(1+ 4a?p?)3? (—2ap, —1)

2a 1+ 4a2p?

1
= <—4a2p3, —3ap® — —> :

= (p,—ap’) +

2a

3. agora, seja C(p) a seguinte translacdo de C(p) (pardbola semiciibica):
C(p) = (—4a’p’, —3ap®),

a qual, convenientemente para os préximos calculos, é tal que C'(0) coincide com
a origem do plano zy.

4.2 Particularidade Mecanica

ora, apos a obtencao do equacionamento da parabola semicubica, serd delineada
A , btencao d to d bol bica, del d
a propriedade mecanica dessa curva.
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Figura 10: [Ilustracao do movimento de uma particula sobre o traco da pardbola se-
maicubica em campo gravitacional uniforme e com conservacao da energia mecanica.

Proposicao 4.2. Eziste velocidade (a qual € inica) de soltura de uma particula sobre o
ponto nao-reqular do trago da pardbola semicibica C(p) = (—4a?p*, —3ap?), em campo
gravitacional uniforme, de maneira que sua velocidade vertical mantenha-se constante
ao longo do movimento que serd descrito sobre o trago de C(p).

Demonstracgao: Considere a mudanga de parametro de p para o tempo ¢, definida por
k(t) = p e tal que k(ty) = po. Entao, segundo a Defini¢do 2.9, as velocidades vetorial
d(Cok)

—g @ evt) = [(Cok) @)
Denote #(k~(p) = V(p), (k™ (p) = V(p) ¢ (Cok)(t) = (X(k(). Y (k(t)) =
(x(t),y(t)). Assim sendo, obtém-se a velocidade da particula, em fungao de sua posi¢ao
vertical, por meio do Teorema de Conservagao da Energia Mecanica (Teorema 2.10, o
qual precisa ser satisfeito nas condigbes impostas):

e escalar da particula sdo, respectivamente, (t) =

m(V2(p) — Vi)
2
(com Vo = V(py)), a partir do qual,

=mg(Y (po) — Y (p))

VZ(p) = 6ga(p® — p3) + Vi, (4.4)

onde se utiliza que Y (p) = —3ap?®.
E vero, ainda, que, se C(p) = (X(p), Y () # (0,0) e se V (p) = (Va(p). V; (),

v,(n) %@

Valp) &5 (p)
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na qual utiliza-se o fato de o vetor velocidade ser sempre tangente a curva C' em pontos
correspondentes - consequéncia da Definicao 2.9. Dando continuidade ao desenvolvi-
mento da expressao, resulta

Vy(p) _ —Gap 1
Vi(p)  —12a?p*  2ap
Mas, como
V2 (p) + Vi (p) = V(p),
temos que

V()] _ 1
\/Vg(p)—Vf(p) 2alp

Porém, por (4.4):

V,(p)] _
\/6ga(p2 —pg) + Vi — V2(p) 2alp]

Observe-se, também, que V' (0) = |V,,(0)|, pois o vetor velocidade de C(p) é vertical
em p = 0. Se considerado for que py = 0, entao V5 = V(0), resultado ttil a fim de
simplificar os célculos. Logo, |V, (0)] = V; serd a velocidade de soltura da particula
sobre C'(0) e tomando, por hipétese, V,(p) = V(0), resulta:

Vil =2

Portanto, como desejava-se provar, existe V,(p) constante que satisfaz as equacoes de
movimento de uma particula que se move sobre C'(p) em um campo de forga uniforme.

Teorema 4.3. Um corpo que se mova, em um plano, sob influéncia de gravidade cons-
tante, atendendo as hipoteses do Teorema 2.10 e preservando sua velocidade vertical
constante e nao-nula ao longo de seu movimento, invariavelmente, descreve um arco
contido no traco de uma pardbola semicibica.

Demonstragao: Fixado um sistema cartesiano de coordenadas, seja a(t) = (z(t), y(t))
a equagao que descreve, nesse sistema, a posigao de um corpo no tempo ¢ a se mover con-
forme as condigoes apresentas no Teorema 2.10. Além disso, suponha-se ser a(0) = (a, b)
a posigao inicial desse corpo e, pela Definigdo 2.9, ser o/(t) = 0(t) = (v,(t),v,(t)) a sua
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velocidade. Nesse caso, partindo-se da condicao acima indicada, isto é, v, (t) = v, cons-
tante, resulta, uma vez que a forca gravitacional constante e vertical é orientada no
sentido de decréscimo das ordenadas, v, < 0. A verificacao dessa ultima condigao fisica
é bastante simples e sera feita a seguir. Por meio do Teorema 2.10,

vi(t) — v*(0) = 29(y(0) — y(t)). (4.5)

Observe-se, agora, que uma velocidade vertical positiva e constante indicaria um cres-
cimento ilimitado de y(t), pois, nesse caso, y(t) = v,t + k1, t € R, sendo v, constante
real positiva e k; constante real, o que conduziria, em algum momento, a um valor
negativo para v%(t) conforme a equagao anterior. Isso é absurdo. Por fim, como uma
velocidade vertical constante e nula contraria a hipotese anteriormente assumida, essa
velocidade vertical constante deverd ser negativa.

Usando-se a Defini¢ao 2.9 e a equagao (4.5), encontra-se a relagao

2'(8) = \/v2(0) = v2 + 2gy/(0) - 2gy(1) (4.6)

ou

2'(1) = = /v2(0) = 02 + 2g5(0) — 2gy(2). (4.7)

Por hipétese, tome-se v,.(t) > 0, ou seja, a partir desse momento, considere v, (t)
satisfazendo a equagao (4.6) (o resultado segue de maneira inteiramente andloga para
vz(t) < 0). Entao, pelo método da separagao de varidveis, decorre de (4.6):

/dl‘ = / \/v2(0) — vy + 2gy(0) — 2gy(t)dt,
cujo desenvolvimento conduz a

oty = O +E§?ZI20) — 29O (4.8)

com ko sendo a constante de integracao, uma vez que y'(t) = v,. Desse modo, como
y(t) = vyt + k1, em que k; é uma constante, tem-se

aft) = (wm — 9 +f§z;$> — 2gy(t))*"

+ k‘o, Uyt + ]{31) 5 t Z 0 (49)

na qual, as constantes kg e k; podem ser determinadas ao se impor a condigao inicial
a(0) = (a,b).
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Agora, a fim de mostrar que «(t) é uma parabola semiciibica a menos de translacao,
considere-se a seguinte reparametrizacao

g Z3a,  v0) — v+ 29((0) — k)

Uy 2gv,

, (4.10)

em que p é o novo parametro e ¢ é uma constante a ser posteriormente definida de
maneira util. Sendo, agora, 3(p) a reparametrizacao de «(t) pela relagao (4.10), obtém-

se:
6 213/2 02(0) — v2 + 2 0) — k
sy = (6T g e PO i 200) = k)

3gvy 29

a qual, composta com a transla¢ao que elimina os termos independentes de 3(p), resulta

na curva v, de equagao
6ag 3/2
v(p) = (—[ ] p’, —3ap® |, (4.11)

3gvy

com p nao-negativo. Finalmente, tomando-se, por conveniéncia, a = (3¢g)/ (2@2), iso-
lando ¢ e o substituindo na equacao (4.11), encontra-se

v(p) = (—4a2p3, —3ap2,) , (4.12)

para p positivo. Contudo, note-se que o dominio de v pode ser estendido aos reais,
de maneira que o seu traco passara a coincidir com o trago da parabola semictibica
C, anteriormente definida, de mesma equacgao. Portanto, a trajetoria calculada estd
contida no traco de C.
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