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Resumo

O comportamento dos zeros dos polinomios algébricos é uma das subareas classicas
da Anadlise. Tal assunto é muito abordado na Matematica e atualmente as funcoes
polinomiais sao temas de muita investigacao, tanto na drea computacional, quanto na
tedrica. O comportamento dos zeros de polindmios palindromicos no circulo unitario
¢ motivo de pesquisa na literatura [1], [2] e [3]. Nos polinémios palindrémicos Py, (),
n inteiro, de grau par, sabe-se que podem ser expressos por Py, (z) = 2" Qnu(z + 1/2),
onde @),, ¢ um polinomio de grau n, de tal forma que a partir das raizes de (),,, obtemos
as raizes de P,,(z). Conrad [4] aborda um procedimento para tal propésito. Neste
trabalho apresentamos um método alternativo com a mesma finalidade.

Palavras chaves: reducao de grau; polinomios palindromicos; coeficientes reais.

Abstract

The behavior of the zeros of the algebraic polynomials is one of the classic subareas of
Analysis. This subject is widely discussed in Mathematics and currently polynomial
functions are subjects of much investigation, both in the computational and theoretical
areas. The behavior of the zeros of palindromic polynomials in the unit circle is a
reason for research in the literature [1], [2] and [3]. In palindromic polynomials Py, (z),
n interger, of even degree, it is known that they can be expressed by Py, (2) = 2™ Q,(z+
1/z), where @, is a polynomial of degree n, such that from the roots of @,, we obtain
the roots of P,,(z). Conrad [4] addresses a procedure for this purpose. In this work,
we present an alternative method with the same purpose.

Keywords: degree reduction; palindromic polynomials; real coefficients.
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1 Introducao

Da literatura, sabe-se que dado um polinomio P(z) = > ai2*, ar € R, as seguintes
k=0

condicoes sao equivalentes:
i. P(z) é palindromico, isto é, a,,_x = ax, Vk =0,1,2,...,n.

i. P(z) =2" P(l). Segue-se que se zy é uma raiz de P, Z5, = e = também o serdo.
z 20 Z0

Caso |zg| < 1, entao zg e Zp estarao localizadas simetricamente no interior do disco

|z| <1le % e % fora deste. Logo se |zp| = 1, teremos apenas outra raiz complexa

—_ 1
para P(z), uma vez que Zo = .

n

iii. No caso de n ser par, P,(z) = 22 Q, (z + %), para um polinomio @, de grau 4

Do item iii., segue-se que todo polinomio palindromico P,(z), de grau n par, pode
ser expresso em termos de w = z + % e que cada raiz w de @, gera duas raizes de
P,(z). Observe-se que no caso de um polinomio palindréomico P(z) de grau impar tem-
se: Pyi1(2) = (24 1)2"Qn(2 4+ 1), uma vez que z = —1 ¢ raiz de todo polinémio
palindromo de grau fmpar. Logo, sem perda de generalidade é possivel supor que P, (z)
é de grau par.

Conrad [4] efetua vérias manipulagoes algébricas no polinémio do exemplo abaixo
para achar @), e consequentemente as raizes de P(z). De fato, o polinémio palindrémico

1 1
P(z) =28 — 25 — 4= 3 1:4<4— 1= —) 1.1
(2) =2°—22—2" =2+ 22—z z+z47 (1.1)
desta forma,
1 1 1\4 1 4
<z4—z—1——+—4>—<z+—> :—4z2—z—7————2. (1.2)
z oz z z oz

1\ 2
Adicionando o termo 4(2 + —) na equagao (1.2), temos
z

1 1 1\4 12 1
24(24—2—1——+—4>—(z+—> —|—4<z—i——> =—z+1—-. (1.3)
z oz z z z

1
Adicionando o termo (z + —) nos dois lados da igualdade na equagao (1.3), temos:
z

11 1y4 1\2 1
(1 —z—1-c+5) = (s4+2) +4(z42) +(c+2) =1 @)
z < V4 V4 z
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4

Multiplicando o termo z* nos dois lados da igualdade na equagao (1.4), temos:

e I RS (O RIS SO PO

Desta forma, da equacao (1.5), obtemos

Py(z) = 24 Qu <z + 2) (1.6)

Conforme descrito no item iii., a equagao (1.6) é um polinémio palindrémico de grau
par (n = 8).

Observacao 1.1. Observamos que este procedimento desenvolvido acima envolve varias
manipulacoes algébricas as quais dependem integralmente das expressoes que as prece-
dem.

Assim, na Secao 2 mostramos um processo alternativo de reducao de polinomio
palindromico com coeficientes reais.

2 Processo alternativo de reducao do polindomio pa-
lindromico com coeficientes reais

O procedimento a seguir que tem como base as relacoes de Viete® permite de maneira
alternativa e genericamente expressar:

Pon(2) = 2" O (z + %) (2.1)

em que a, # 0. Sem perda de generalidade, considere o polinémio palindromico de
grau par:
Po(2) = 22" + a1 2" P+ 092 2+ a2 gz + L (2.2)

Das relagoes de Viete, tem-se que, se z; (1 = 1,2,---,2n) sdo as raizes de Py, (z), entao:

2n n 2n
E z; = —ay, E 2i%; = Qg, E 2iZjZ = —Qg, -+, 212223+ Zop—1%2n = L. (2.3)
i=1 i#i ik

AAs férmulas de Viete relacionam os coeficientes (reais ou complexos) de um polinémio ay com as
somas e produtos de suas raizes, denominadas por Francois Viete [6].
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Uma vez que estas raizes ocorrem em pares inversos (za;_1,29;), onde zy; =

(t = 1,2,---,n), a partir da mudanga de varidvel x; = 2o, 1 + 29, 29;

i=1,2,--- ,n, é possivel construir o polinémio @, (x):

1
Qn (z + ;) = Qn(r) = 2" +bia" - byr" 2 - byox® + b1+ by, (2.4)

onde os coeficientes by, (k =1,2,--- ,n) sao obtidos a partir das relagoes das raizes de
P,(2) e das relagdes com seus coeficientes, além do fato que z9; 129, = 1,7 = 1,2,--- . n.
De posse do polinémio @), (z) e a partir de suas raizes x; (i = 1,2,--+ ,n), obtemos as
2n raizes de P,(z), decorrentes da solucao das n equagoes quadréaticas:

1

T; = Z9i—1 + Z9j = Z2i—1 + 1= 1, 2, e, Nn. (25)

22i—1 ’
De fato, se Qn(x) = 2™ + bya™ ' + box™ 2 + -+ + by 22® + b,_17 + by, temos que:

n 2n

— b = ZIZ = Z (22i—1 + 22;) = Z?«’z’ = —ay, (2.6)
i=1

i=1 =1

n

n 2n 2n
bg = inxj = Z (Zgz‘_l + ZQi)(ZQj_l + Zgj) = Z ZZ‘Z]‘ — Z ZZ‘Z]‘ = a2 — N. (27)
i=1

i#] i#] i#]
Na equagao (2.7) podemos analisar cada um de seus termos relacionando-os com cada
2n
termo da equagdo (2.3): uma vez que Y z;z; contém termos do tipo zg_129; = 1,
i#]

n

que ndo estao presentes no desenvolvimento de ) (29,1 + 22;)(22j-1 + 22;), 0 nimero
i#]

excedente deste tipo de parcelas de valor 1 é dado por

Cam —22 O =n. (2.8)
Por outro lado,
— b3 = Z TiljTy = Z (29i—1 + 22i) (2251 + 225) (Z2k—1 + 2a2k)- (2.9)
i#ik i#ik

Precisamos escrever o desenvolvimento da equacao (2.9) em funcao de 2,22, @ # j # k,

de fato,
- b3 = Z ZiZjlk — Z 29i—1 22 Rk- (210)
i#jFk
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Pois ternas do tipo 29;_1 22; ) = 2x nao estao presentes nas 23C% parcelas do desenvol-
vimento de (2.9), o nimero excedente deste tipo de parcelas ¢ dado por: C3" —23C% =
2n(n — 1), pois Y. 22z, tem C3" ternas. Portanto, a equagao (2.10) pode ser rees-

i#jFk
crita:
2n 2n
- b3 = Z RiRjRE — (n — 1) 2221;1 29i 2k (211)
1#jF#k k=1

Usando as relagoes de (2.3) na equagao (2.11), obtemos

—by = —az—(n—1) sz =—az—(n—1)(—ay)
by = a3 — (n—1)ay. : (2.12)

Agora vamos ao cédlculo de:

n

by = Z TiTjTT) = Z (22i—1 + 22i) (2951 + 22;) (Zop—1 + 2ak) (22121 + 221). (2.13)
i#i#hAl i#j#hAl

Observe que esta ultima expressdo, o seu desenvolvimento contém 2C% parcelas. Uma
vez que parcelas do tipo 29, 122;2j21 = 2j21 # 1 € 29;_129;%2j_1%2; = 1, nao estao pre-

2n
sentes. Dessa forma, se substituirmos > 22,2, na expressao que determina by,
i£j#kF#
teremos:
b4 = E RiRjRER] — ( E 22i—1%2i%j 2] + E 2’21'_1221'22]'_122]‘). (214)
i#j £k zjzm#1

O total excedente destes dois tipos de parcelas é dado por:

(n—1)(4n — 7).
2

o —otcr =2 (2.15)

Das quais C3 parcelas sao do tipo zg;—129;22j—122; = 1, logo:
by = 22” zzzz—(Zzz—l—w) (2.16)
' i jEhAl o 221 & 2 | |
Por outro lado, o total de parcelas do tipo z9;_120,2j21 = zjz1 # 1 é

Cim —2'0r — Oy = 2n(n — 1)(n — 2). (2.17)
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2n
Uma vez que Y. z;z; contém C3" parcelas, das quais n sdo do tipo z9; 129, = 1 e
J#l
C3"—n =2n(n—1) do tipo zjz; # 1, segue-se que Y, 2,2 contém exatamente (n — 2)
ziz17#1
’ 2n
vezes a quantidade deste tipo de termos contidos em Y zxz;, portanto:
kAl
2n
Z zizp=(n —2) < Z 2K2 — n> (2.18)
Z]'Zl 75 1 k# l

Substituindo esta tltima relagao (2.18) na equagao (2.16), temos:

2n 2n

nn—3
by = Z 22525721 — ((n —2) Z 2p2 — %), (2.19)
i#£j £k k#j
ou equivalentemente,
n(n —3
b4:a4—(n—2)a2+%.

O célculo do coeficiente b5 do polinomio @, (x) dado na equagao (2.4):

(2.20)

n

— by = Z TiX T T Ty
i AR LA
n
= Z (z9i—1 + 22:)(22j-1 + 295) (Z2k—1 + 22k) (2211 + 221) (Z2r—1 + 22r)
i#jAhA LA
2n
= Z ZiZjRKR1I1Rr — <Z Z2i—1%2i%j2k21 Z z2i—1Z2i22j—1Z2jzk>
i Akt b
2n
— Z 222 2% — <Z 22,21 + Z zk). (2.21)
1A jFRAET

Uma vez que a quantidade de parcelas zo;_129;29j_122j2r = 2 desta dltima é (2n—4)CY,
logo o ntimero de termos do z;z;2; serd dado por:

Cam — 22 O = nb. (2.22)

|

Bk _
Cn = kl(n — k)’

com k=0,1,2,3,--- ,n.
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2n
Por outro lado, > zz;zx contém C3" parcelas, das quais (2n — 2)C} sdo do tipo
ik

zizizg = zp e C3" —2(n — 1)C} = w, termos tal que z;z; # 1, segue-se que

> zjzpz contém exatamente (n—3) vezes a quantidade deste tipo de termos presentes
jARA L

2n

em Y. 22,2, portanto:

J#EkFL
Z Zoi_122i%j2k 72 = (N — 3)( Z 2252 — Z zk) (2.23)

zjz; #1
Segue-se que o nimero de parcelas do tipo z;zj2, = 21, €

(n—4)(n— 1)n' (2.24)

( — (n—3)C +2(n — 2)0;) -

Substituindo estas duas tltimas relagoes em (2.21), obtemos

2n 2n
n—4)(n—1
—bs = N g zizjzp2ze — (N —3) E ZjzkZ+ ( )2( ) E k- (2.25)
i j#kElEr k=1

Usando as relagoes (2.3) na equacao (2.25), obtemos

b5 = a5 — (n — 3)&3 + <n — 4)2(n — 1>a1. (226)

Pelo exposto acima concluimos que cada coeficiente by de indice par/impar depende
de todos os coeficientes a; de indice par/impar inferiores ou iguais a k. Seguindo um
procedimento analogo ao supracitado é possivel obter os by, k > 6.

Por exemplo, no caso de um polinomios palindromicos de grau 8 e 6:

P(z)=2°+ a12" 4+ a22% 4+ a32® + anzt + a32® + a02® + a1z + 1 (2.27)

P(z) = 2%+ a12° + as2" + a3z + 22 + anz + 1, (2.28)

seus correspondentes polinomios reduzidos sao respectivamente:
Qu(x) = 2* + a12° + (az — 4)2° + (a3 — 3a)w + (ag — 2a* + 2). (2.29)

Qs(x) = 2° + a1 + (az — 3)z + (a3 — 2ay). (2.30)
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Assim, por exemplo, no caso especifico do polinomio

Pe(z) =28 —2° -2t =28 +1, (2.31)

temos que seu polinomio reduzido é:
Qu(z) =a* —42® —x + 1, (2.32)
uma vez que a; = 0, as —4 = —4, a3 — 3a; = —1 e ag4 — 2a5 + 2 = 1. Pelas equagoes

(2.1), (2.4) e (2.32), o polinomio (2.31) pode ser exprimido como:
) N 144 142 1
P(z) ==z Q4<z—|——> =z (<z+—> —4(2—1——) - <z—|——>—|—1.> (2.33)
z z z z

A partir da argumentagao dada acima podemos enunciar e demonstrar o seguinte teo-

rema.

Teorema 2.1. Considere o polinomio palindromico de grau par e com coeficientes reais,
P(2) = 22" + a12"" '+ ap2® 4 - b ap2® +agz + 1, (2.34)

e seja Qn(x) seu polindmio reduzido. Entio x € uma raiz real de Q,(x) se, e somente,
P(z) possui duas raizes z, tais que z € real ou |z| = 1. Ou, equivalente, para cada raiz
complexa de Q,(z), P(z) possuird 2 raizes complexas z, |z| # 1 e reciprocamente.

Demonstragao. Seja z = « + [fi uma raiz qualquer P(z) logo as raizes de @, (z) sao
tais que

1 Z 1 1
=zt o=atm=a(1+ ) +8(1- =) i 2.3
T=2+ - z+‘z|2 a( +]z|2 + 8 BE i (2.35)
Logo x sera real se, e somente se, z € R ou |z| = 1. ]

Observa-se que, se z € R, da equagao (2.35) tem-se

—x+ V22 -4

= 2.36
: d (2.36)
logo,
z€ C\R&xe(-2,2).
2 Vi — 7272
Além disso, |z| = \/( - g) + (Tx) = 1©. Reciprocamente, s € R,
lz] >2< z€ R,
de tal sorte que z e 1/z (diferente +/-1) nao estao no circulo unitério.
_ _ 2 _ 2
CDe fato, da equagio (2.36) temos: z = —H—M — =-24 ZM =

2 2 2
|z| = 1.
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Exemplo 2.2. Considere o polinomio reduzido
Qs(r) =2° +2* —62° — 32 + 7w +5 (2.37)
do polinomio
P2)=20 422 - 22427 2450 2+ 23— 222+ 1 (2.38)

A figura 1 mostra as raizes (ou zeros) z;, i = 1,2, ---10 do polinémio P(z) dado na
equacao (2.38) e suas localizagoes no circulo unitario.

A POy A N e
Al A B DL L) N

¢ Janela de Algebra X r Janela de Visualizacao
®z =084+ 0.71 18]
®x =0.04-0.7T1i
® z, =068 + 0.52
& z =088 - 052 z] LF]
® z,=-0.36+ 080 1
@z =-036-08
® r =-0.47 + 1.04]
&z =047 - 1.04i
® z =048 +00
®x=-211+0i
®eql ey =1 : :
16 24 23 2 18 18 14 12 0% 9 04 0z 0] 12 14 1§ 18 I 3z 14 2% 28 3 23 |
82

Entrada;

Figura 1: Raizes do polinomio P(z) dado na equagao (2.38) no circulo unitério.

A partir das 5 raizes z; de Q,(z) dada na equagao (2.37), resolvemos as 5 correspon-
dentes equagoes quadréticas para achar as 10 raizes de P(z) dada na equagao (2.38).

Por exemplo, para x = —2,58 da equagao (2.5), temos
1
—2,58=z+ —. (2.39)
z
Na figura 1 podemos observar as duas solugoes da equacao (2.39): z = —0,48 ez = —2,1

que correspondem as duas raizes de P(z) da equagao (2.38).

Exemplo 2.3. Seja o polinomio

P(2) =244+ 3"+ 220+ 25 + 21+ 22 + 32 + 42 + 1. (2.40)
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Uma vez que o polinomio dado na equagao (2.40) pode ser escrito como
P(z) = (z+1)(2* + 32" +22° — 2" + 22 + 32 + 1), (2.41)

segue que o polindmio reduzido de 28 + 327 4+ 225 — 24 + 223 4+ 32+ 16
Qu(7) = 2* + 32° — 22% — 102. (2.42)

A figura 2 mostra as raizes (ou zeros) z;, i = 1,2,---9 do polinémio P(z) dado na
equagao (2.40) e suas localizagoes no circulo unitdrio.

A Rt = A s e
Al B L N

b Janela de Algebaa > | P Janéla de VisuallZacio
® z =0.84 + 058 .a.
® z =084 - 0550
®z =007+
®z =007-1i
®z=03+00

® 2 =063+ 0,78
® r =-083-0.78
®z =0

@z =-324-00
Seqi:xt+yi=i

3 Iy

& + "
16 34 AT ¥ 28 -26 -24 22 2 18 16 -14 12 02 o4 06 0F 12 14 15 1 T 22

Entrada:

Figura 2: Raizes do polinomio P(z) dado na equagao (2.40) no circulo unitério.

3 Resultados Principais

E interessante observar como a geometria intrinseca das raizes dos polinomios pa-
lindromicos simplifica o célculo das mesmas. Temos apresentado aqui um processo
recursivo que permite a reducao do grau de um polinomio palindromico facilitando o
calculo bem como a determinacao da natureza e alocacao das suas raizes em relacao ao
circulo unitario. Por outro lado, se impormos condigoes nos coeficientes b, de @, (x)
que definam a natureza das suas raizes e posigao em rela¢ao a |z| = 1 isto permitira
construirmos seu correspondente polindmio palindromico cujas raizes terao natureza e
alocacao decorrente das raizes de @, () verificando assim as condigdes constantes nos
trabalhos de [2], [3] e [5].
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