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Resumo

A pesquisa retrata uma discussão matemática em torno dos quatérnios de Narayana e
a sua generalização para os números inteiros não positivos. Como resultados apresenta-
dos, tem-se que a partir do estudo da definição desses números, são investigadas algumas
propriedades matemáticas. Com isso, retrata-se a sua forma matricial, função geradora,
fórmula de Binet e dentre outros aspectos matemáticos inerentes aos quatérnios de Na-
rayana.
Palavras-chave: forma matricial, fórmula de Binet, quatérnios, sequência de Na-
rayana.

Abstract

The research portrays a mathematical discussion around Narayana quaternions and
their generalization to non-positive integers. As presented results, it has been that
from the study of the definition of these numbers, some mathematical properties are
investigated. With that, it portrays its matrix form, generating function, Binet formula
and among other mathematical aspects inherent to Narayana’s quaternions.
Keewords: matrix form, Binet’s formula, quaternions, Narayana sequence.

1 Introdução

Introduzida pelo matemático indiano Narayana Pandita (1340-1400), a sequência de
Narayana é conhecida pela problemática das vacas e bezerros [1, 5]. Com isso, tem-se
a notação Nn, representando essa sequência. Tão logo, a sequência de Narayana é do
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tipo numérica, de terceira ordem, linear e recorrente. Assim, apresenta-se a seguinte
relação de recorrência Nn = Nn−1 +Nn−3, n > 3, N0 = 0, N1 = N2 = 1.

O seu polinômio caracteŕıstico é dado pela equação x3 − x2 − 1 = 0, possuindo
como soluções duas ráızes complexas e uma raiz real. O valor real da raiz com valor
aproximado de 1,46, é representado pela proporção do super-ouro. Ao tudo, outros
trabalhos retratam alguns aspectos matemáticos e históricos inerentes à essa sequência
[1, 2].

Com o viés de realizar uma evolução matemática dessa sequência, estuda-se o seu
processo de complexificação, com os números quatérnios. Desenvolvidos por Willian
Rowan Hamilton (1805-1865) por volta de 1843, os quatérnios são números hipercom-
plexos, estudados na álgebra abstrata. Tão logo, existe duas estruturas quaterniônicas,
sendo essas: os quatérnios sobre R (que possuem componentes reais), e os biquatérnios
sobre o C (que possuem componentes complexas) [9, 10].

Dessa forma, esses números são descritos por:

q = a+ bi+ cj + dk,

onde a, b e c são números reais, e i, j e k a parte ortogonal na base R3. Ressalta-se
que, com base em Horadam (1993) [8], existe ainda operações que podem ser realizadas
para esses números, bem como os respetivos produtos quaterniônicos: i2 = j2 = k2 =
−1, ij = k = −ij, jk = i = −kj e ki = j = −ik.

Em alguns trabalhos, associam-se os quatérnios a outras sequências lineares e recor-
rentes, como é o caso de Padovan e Perrin [4], Pell-Padovan [13] e Fibonacci [3, 8, 6, 7,
11]. Com base nisso, esta pesquisa apresenta os quatérnios de Narayana, juntamente
com a sua generalização para os números inteiros e outras propriedades matemáticas
discutidas a seguir.

2 Os quatérnios de Narayana

Nesta seção, são estudados os quatérnios de Narayana, abordando os seus respectivos
aspectos matemáticos.

Definição 2.1. Para n > 0, os quatérnios de Narayana são definidos por:

QNn = Nn + iNn+1 + jNn+2 + kNn+3.

Definição 2.2. A fórmula de recorrência dos quatérnios de Narayana, é dada por:

QNn = QNn−1 +QNn−3,

onde n > 3, n ∈ N.
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Teorema 2.3. A função geradora dos quatérnios de Narayana, QNn, é dada por:

g(QNn, x) =
i+ j + k + (1 + k)x+ (j + k)x2

(1− x− x3)
.

Demonstração. Com base na função:

g(QNn, x) = QN0 +QN1x+QN2x
2 + . . .+QNnx

n + . . .

Pode-se realizar a multiplicação dessa função por x e x3, resultando:

xg(QNn, x) = QN0x+QN1x
2 +QN2x

3 + . . .+QNn−1x
n + . . .

x3g(QNn, x) = QN0x
3 +QN1x

4 +QN2x
5 + . . .+QNn−3x

n + . . .

Realizando g(QNn, x)− xg(QNn, x)− x3g(QNn, x), tem-se que:

(1− x− x3)g(QNn, x) = QN0 + (QN1 −QN0)x+ (QN2 −QN1)x
2

(1− x− x3)g(QNn, x) = i+ j + k + (1 + k)x+ (j + k)x2

g(QNn, x) =
i+ j + k + (1 + k)x+ (j + k)x2

(1− x− x3)
.

Teorema 2.4. A fórmula de Binet dos quatérnios de Narayana, com n ∈ Z, é dada
por:

QNn = Aαqx
n
1 +Bβqx

n
2 + Cγqx

n
3 ,

em que x1, x2, x3 são as ráızes do polinômio caracteŕıstico x3 − x2 − 1 = 0,

A =
(x2 − 1)(x3 − 1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
, B =

(x1 − 1)(x3 − 1)

(x2 − x1)(x2 − x3)
, C =

(x1 − 1)(x2 − 1)

(x3 − x1)(x3 − x2)
,

αq = (1 + x1i+ x21j + x31k), βq = (1 + x2i+ x22j + x32k), γq = (1 + x3i+ x23j + x33k).

Demonstração. Por meio da fórmula de Binet FNn = αxn1 +βxn2 +γxn3 e da recorrência
dos quatérnios de Narayana QNn = Nn+iNn+1+jNn+2+kNn+3, com os valores iniciais
QN0 = i + j + k, QN1 = 1 + i + j + 2k e QN2 = 1 + i + 2j + 3k, é posśıvel obter o
seguinte sistema de equações:

α + β + γ = i+ j + k
αx1 + βx2 + γx3 = 1 + i+ j + 2k
αx21 + βx22 + γx23 = 1 + i+ 2j + 3k
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Resolvendo o sistema, tem-se que:

α =
(1 + i+ 2j + 3k) + (−x2 − x3) (1 + i+ j + 2k) + x2x3 (i+ j + k)

x21 − x1x2 − x1x3 + x2x3
,

β =
(1 + i+ 2j + 3k) + (−x1 − x3) (1 + i+ j + 2k) + x1x3 (i+ j + k)

x22 − x2x3 − x1x2 + x1x3
,

γ =
(1 + i+ 2j + 3k) + (−x1 − x2) (1 + i+ j + 2k) + x1x2 (i+ j + k)

x23 + x1x2 − x1x3 − x2x3
.

Através das relações de Girard: x1x2x3 = 1, x1+x2+x3 = 1 e x1x2+x2x3+x1x3 = 0,
é fácil ver que:

α =
(x2x2 − x2 − x3 + 1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
(1 + x1i+ x21j + x31k) =

(x2 − 1)(x3 − 1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
(1 + x1i+ x21j + x31k)

= A(1 + x1i+ x21j + x31k),

β =
(x1x3 − x1 − x3 + 1)

(x2 − x1)(x2 − x3)
(1 + x2i+ x22j + x32k) =

(x1 − 1)(x3 − 1)

(x2 − x1)(x2 − x3)
(1 + x2i+ x22j + x32k)

= B(1 + x2i+ x22j + x32k),

γ =
(x1x2 − x1 − x2 + 1)

(x3 − x1)(x3 − x2)
(1 + x3i+ x23j + x33k) =

(x1 − 1)(x2 − 1)

(x3 − x1)(x3 − x2)
(1 + x3i+ x23j + x33k)

= C(1 + x3i+ x23j + x33k).

Definindo αq = (1 + x1i + x21j + x31k), βq = (1 + x2i + x22j + x32k), γq = (1 + x3i +

x23j + x33k), A = (x2−1)(x3−1)
(x1−x2)(x1−x3)

, B = (x1−1)(x3−1)
(x2−x1)(x2−x3)

e C = (x1−1)(x2−1)
(x3−x1)(x3−x2)

, é fácil ver que:

α = Aαq, β = Bβq, γ = Cγq.

A forma matricial dos quatérnios de Narayana é realizada de acordo com o traba-
lho [12], em que retrata a matriz geradora da sequência de Narayana, segundo uma
generalização dos seus respectivos coeficientes da sua fórmula de recorrência.
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Propriedade 2.5. Para n > 3 e n ∈ N, a forma matricial dos quatérnios de Narayana
é dada por:1 1 0

0 0 1
1 0 0

n  QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2

 =

Nn+1 Nn Nn−1
Nn−1 Nn−2 Nn−3
Nn Nn−1 Nn−2

 QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


=

QNn+1 QNn QNn−1
QNn−1 QNn−2 QNn−3
QNn QNn−1 QNn−2

 .
Demonstração. Pelo prinćıpio da indução finita, tem-se que para n = 3:1 1 0

0 0 1
1 0 0

3  QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2

 =

2 1 1
1 1 0
1 1 1

 QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


=

2QN1 +QN−1 +QN0 2QN0 +QN−2 +QN−1 2QN−1 +QN−3 +QN−2
QN1 +QN−1 QN0 +QN−2 QN−1 +QN−3

QN1 +QN−1 +QN0 QN0 +QN−2 +QN−1 QN−1 +QN−3 +QN−2


=

QN4 QN3 QN2

QN2 QN1 QN0

QN3 QN2 QN1

 .
Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, k ∈ N:1 1 0

0 0 1
1 0 0

k  QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2

 =

QNk+1 QNk QNk−1
QNk−1 QNk−2 QNk−3
QNk QNk−1 QNk−2

 .
Por fim, verifica-se a validade para n = k + 1:1 1 0

0 0 1
1 0 0

k+1  QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


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=

1 1 0
0 0 1
1 0 0

k 1 1 0
0 0 1
1 0 0

 QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


=

Nk+1 Nk Nk−1
Nk−1 Nk−2 Nk−3
Nk Nk−1 Nk−2

1 1 0
0 0 1
1 0 0

 QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


=

Nk+2 Nk+1 Nk

Nk Nk−1 Nk−2
Nk+1 Nk Nk−1

 QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


=

QNk+2 QNk+1 QNk

QNk QNk−1 QNk−2
QNk+1 QNk QNk−1

 .

3 A generalização dos quatérnios de Narayana

Nessa seção, é realizada a generalização dos quatérnios de Narayana, ocorrendo uma
extensão para os números inteiros não positivos.

Definição 3.1. Para todo n > 0 e n ∈ N, a fórmula de recorrência dos quatérnios de
Narayana para ı́ndice inteiro não positivo, é dada por:

QN−n = QN−n+3 −QN−n+2.

Definição 3.2. Para todo n > 0 e n ∈ N, o quatérnios de Narayana, para ı́ndice inteiro
não positivo, é definido pela equação:

QN−n = N−n + iN−n+1 + jN−n+2 + kN−n+3.

Propriedade 3.3. A função geradora dos quatérnios de Narayana para ı́ndice inteiro
não positivo, é expressa por:

g(QN−n, x) =
i+ j + k + (j + k)x− (1− i− j)x2

x3 − x2 − 1
,

com os respectivos valores iniciais: QN−2 = 1 + k,QN−1 = j + k e QN0 = i+ j + k.
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Demonstração. Realizando a multiplicação da função por x2 e x3, tem-se que:

g(QN−n,x) =
∞∑
n=0

QN−nx
n = QN0 +QN−1x+QN−2x

2 + . . .+QN−nx
n + . . .

x2g(QN−n, x) = QN0x
2 +QN−1x

3 +QN−2x
4 + . . .+QN−n−2x

n + . . .

x3g(QN−n, x) = QN0x
3 +QN−1x

4 +QN−2x
5 + . . .+QN−n−3x

n + . . .

Assim, ao realizar a operação x3g(QN−n, x)− (x2g(QN−n, x) + g(QN−n, x)), tem-se
que:

(x3 − x2 − 1)g(QN−n, x) = QN0 +QN−1x− (QN−2 −QN0)x
2

(x3 − x2 − 1)g(QN−n, x) = i+ j + k + (j + k)x− (1− i− j)x2

g(QN−n, x) =
i+ j + k + (j + k)x− (1− i− j)x2

x3 − x2 − 1

Propriedade 3.4. Para n > 0 e n ∈ N, a matriz geradora dos quatérnios de Narayana,
com ı́ndice inteiro não positivo, é dada por:0 0 1

1 0 −1
0 1 0

n  QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2

 =

N−n+1 N−n N−n−1
N−n−1 N−n−2 N−n−3
N−n N−n−1 N−n−2

 QN1 QN0 QN−1
QN−1 QN−2 QN−3
QN0 QN−1 QN−2


=

QN−n+1 QN−n QN−n−1
QN−n−1 QN−n−2 QN−n−3
QN−n QN−n−1 QN−n−2

 .
Demonstração. De modo similar à demonstração realizada na Propriedade 2.5, pode-se
validar a presente propriedade.

4 Propriedades dos quatérnios de Narayana

A seguir, são estudadas algumas propriedades inerentes aos quatérnios de Narayana.

Teorema 4.1. A soma dos n primeiros termos quatérnios de Narayana é dado por:

n∑
m=1

QNm = QNn+3 −QN3.
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Demonstração. Utilizando a Definição 2.2, pode-se obter a relação:

QNn−3 = QNn −QNn−1.

Assim,

QN1 = QN4 −QN3

QN2 = QN5 −QN4

QN3 = QN6 −QN5

QN4 = QN7 −QN6

QN5 = QN8 −QN7

...

QNn−3 = QNn −QNn−1

QNn−2 = QNn+1 −QNn

QNn−1 = QNn+2 −QNn+1

QNn = QNn+3 −QNn+2.

Após a realização dos cancelamentos sucessivos, tem-se que:

n∑
m=1

QNm = QNn+3 −QN3.

Teorema 4.2. A soma dos 5 primeiros termos dos quatérnios de Narayana é dada por:

4∑
m=0

QNm = 2QNn +QNn−1.

Demonstração. Utilizando a Definição 2.2, tem-se:

QNn +QNn−1 +QNn−2 +QNn−3 +QNn−4 = 2QNn +QNn−1

Teorema 4.3. A soma dos n primeiros termos, com ı́ndice inteiro não positivo, dos
quatérnios de Narayana, são expressos por:

n∑
m=1

QN−m = QN−n+3 +QN2.
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Demonstração. Com base na relação de recorrência dos quatérnios de Narayana, com
n ∈ N, tem-se que:

QN−n = QN−n+3 −QN−n+2.

Assim,

QN−1 = QN2 −QN1

QN−2 = QN1 −QN0

QN−3 = QN0 −QN−1
QN−4 = QN−1 −QN−2

...

QN−n−3 = QN−n −QN−n−1
QN−n−2 = QN−n+1 −QN−n
QN−n−1 = QN−n+2 −QN−n+1

QN−n = QN−n+3 −QN−n+2.

Através de cancelamentos sucessivos, obtêm-se:

n∑
m=1

QN−m = QN−n+3 +QN2.

Teorema 4.4. A soma dos 5 primeiros termos dos quatérnios de Narayana é dada por:

4∑
m=0

QNm = QN−n+3 + 2QN−n+4.

Demonstração. Com base na Definição 2.2, tem-se que:

QN−n +QN−n+1 +QN−n+2 +QN−n+3 +QN−n+4 = QN−n+3 + 2QN−n+4.

5 Conclusão

Na presente pesquisa, foram introduzidos os quatérnios de Narayana, realizando um
estudo matemático investigativo em torno da sua função geradora, fórmula de Binet,
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forma matricial e dentre outros aspectos matemáticos inerentes à essa sequência. Ao
tudo, foi posśıvel ainda realizar uma generalização para os números inteiros não positi-
vos, obtendo outras propriedades.

Com a finalidade de ampliar os estudos de sequências lineares e recorrentes pe-
rante as suas aplicações, busca-se para estudos futuros, alternativas de integração dos
quatérnios de Narayana com outras áreas afins, permitindo ainda a sua visualização
computacional.
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