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Resumo

Uma Equação Diofantina (ED) é uma equação algébrica de uma ou mais variáveis para
a qual se inquerem soluções inteiras. EDs do tipo ax + by = c com a, b, c ∈ Z, são
as Equações Diofantinas (EDs) mais estudadas em livros-texto de Aritmética. Para
obtenção de soluções (x, y) nos inteiros de EDs deste tipo, são importantes os concei-
tos de divisibilidade, Algoritmo de Euclides e Máximo Divisor Comum (MDC). A
estratégia comumente empregada e que compõe a maioria dos livros-texto sobre EDs
consiste da aplicação sucessiva do Algoritmo de Euclides e escrita do mdc(a, b) como
uma combinação linear de a e b, fornecendo assim uma solução nos inteiros para a
equação ax + by = mdc (a, b). Neste texto apresentamos e discutimos alguns resulta-
dos preliminares para o estudo de EDs e detalhamos um desencadeamento operatório
para calcular a solução particular de ax + by = mdc(a, b), denominado Abordagem por
Substituição Progressiva (ASP).
Palavras-chave: Abordagem por Substituição Progressiva, Equações Diofantinas Li-
neares, Algoritmo da Divisão de Euclides, Divisibilidade.

Abstract

A Linear Diophantine Equation (DE) is an algebraic equation of one or more variables
for which integer solutions are needed. DEs of the kind of ax + by = c with a, b, c ∈
Z, are the most studied Diophantine Equations (DEs) in Arithmetic textbooks. To
obtain solutions (x, y) in the integers of EDs of this type, the concepts of divisibility,
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Euclid’s Algorithm and Greatest Common Divisor (GCD) are importants. The usual
strategy employed and that appears in the majority of textbooks on the DEs consists
of successive applications of the Euclid’s Algorithm and the writing of the gcd(a, b) as
a linear combination of a and b, thus providing a solution in integers for ax + by =
gcd (a, b) equation. In this text, we present and discuss some preliminary results for
the study of DEs, and we detail an operative trigger to compute the particular solution
of ax+ by = gcd (a, b) called the Forward Substitution Approach (FSA).
Keywords: Forward Substitution Approach, Linear Diophantine Equations, Division
Euclid’s Algorithm, Divisibility.

1 Introdução

Equações do tipo ax + by = c estabelecem a relação mais simples entre as funções
matemáticas elementares. Uma abordagem posśıvel é a sua resolução nos inteiros.
Uma equação algébrica com uma ou mais incógnitas (i.e. ax+ by = c; a, b, c ∈ Z), para
a qual se inspecionam soluções inteiras são chamadas Equações Diofantinas [4, 23].
Essas equações foram assim nomeadas em homenagem ao grego Diofanto, matemático
que viveu em Alexandria por volta do ano 250 a.c. e que foi responsável pelo estudo
de suas soluções [14]. Embora, originalmente, Diofanto preocupava-se com as soluções
racionais de equações de valores indeterminados [23, 20], [14] aponta que Diofanto teve
seu nome atribúıdo às equações, restrita aos inteiros, por suas contribuições profundas
dentro do desenvolvimento da Matemática neste campo de estudo.

Uma Equação Diofantina (ED) pode não ter solução, ou ter um número finito ou
infinito de soluções [8]. São exemplos, além de equações do tipo ax + by = c, as EDs
2x+ 3y+ z = 8, x3 + y3 = z3, x2 + y2 = z2 e x+ y2 + z3 +w4 = 5. As equações do tipo
xn + yn = zn são equações diofantinas famosas devido ao célebre Último Teorema de
Fermat, que afirma que a equação não têm soluções inteiras simultâneas para x, y e z se
n > 2 (n natural). A demonstração deste teorema foi finalizada em 1995 por Andrew
Wiles com a colaboração de Richard Taylor [31]. Para n = 2, a relação de Fermat
reduz-se à equação x2 + y2 = z2, resultado conhecido por Teorema de Pitágoras/Gougu
e que sabemos ter infinitas soluções, sendo exemplos as ternas pitagóricas (3, 4, 5) e
(8, 15, 17).

No estudo de EDs destacam-se, em particular, as equações onde aparecem a soma
de monômios de grau um (1) ou zero (0). Estas EDs, chamadas Lineares (EDLs), têm
como exemplos as equações do tipo ax + by = c que estudaremos neste texto. Elas
podem aparecer em diversos contextos de ensino, embora o enfoque aritmético deste
tipo de problema não seja em geral desenvolvido a ńıvel escolar. Mesmo encontrando
trabalhos sobre o ensino deste tipo de EDLs em ńıvel de escola básica [21, 23, 19,
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22, 28, 29, 32], tratam-se de tentativas de aproximação para o ensino do tópico, o
que revela assim um caráter de excepcionalidade. De fato, o mais comum é o ensino
da solução nos inteiros de ax + by = c a ńıvel universitário, em especial, em cursos de
Matemática [18]. Apesar disso, também podem ser observados em trabalhos e pesquisas
com abordagens espećıficas, cursos e programas de ensino de tópicos deste campo [24,
25] ou em competições oĺımpicas para alunos do ensino fundamental, como por exemplo,
na Olimṕıada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas (OBMEP).

Exemplos de equações diofantinas são aquelas obtidas no balanceamento de equações
qúımicas e determinação da fórmula molecular (seguindo a Lei de Lavoisier - [5]), po-
dendo ser encontradas em [11]. Nesses casos, o balanceamento resulta na escrita de sis-
temas de EDLs. Algoritmos para verificação da solubilidade e a obtenção das soluções
para sistemas de EDLs podem ser encontrados em [13] e [7]. Outros exemplos de pro-
blemas aplicados envolvendo EDLs do tipo ax + by = c podem ser encontrados em
[1, 2, 11, 12, 30, 33].

A resolução de EDLs comumente apresentada em livros-texto dá-se pela aplicação
sucessiva do Algoritmo de Euclides [27], seguida de obtenção da solução particular es-
crita em função dos restos das divisões [10, 14] . Esta tarefa pode ser longa, dependendo
dos números envolvidos [15], e inclui tanto produtos crescentes quanto uma atenção es-
pecial com sinais, aumentando a chance de erros operatórios. Diferentemente dos ma-
teriais didáticos que versam sobre a resolução nos inteiros de ax + by = c, partindo-se
de cada uma das divisões pelo Algoritmo de Euclides, uma possibilidade não explorada
relaciona-se a reformulação que envolve evidenciar os restos, substitúı-los sucessiva-
mente nas relações do Algoritmo de Euclides de onde se verifica um padrão operatório
[15, 35]. À essa alternativa, denomina-se Abordagem por Substituição Progressiva do
Algoritmo de Euclides [15].

Nosso objetivo com a apresentação deste texto é prover ao estudo de EDLs do
tipo ax + by = c uma janela para busca da solução particular diferenciada daquela
comumente encontrada nos principais documentos de ensino do tópico. Para isso, orga-
nizamos o trabalho de forma a contemplar tanto aspectos detalhados do ponto de vista
matemático, incluindo resultados preliminares importantes (Seção 2), como também
exemplos que facilitem a compreensão das ideias envolvidas. Do mesmo modo, na
Seção 3, é apresentado o resultado principal seguido de demonstração e adicionado de
exemplos ilustrativos, envolvendo recursos algébricos e apresentação gráfica por esque-
mas.
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2 Preliminares

2.1 Algoritmo da Divisão de Euclides e MDC

Para resolução nos inteiros de ax + by = c, são importantes alguns resultados pre-
liminares relacionados à divisibilidade e aritmética de restos. Assim, baseando-se em
[10], definimos e apresentamos os seguintes resultados:

Definição 2.1. Sejam a, b ∈ N. Dizemos que o número a divide o número b se, e
somente se, existe c ∈ N tal que b = a · c e escrevemos a | b. A mesma definição pode
ser estendida para Z.

Se a não divide b, escrevemos a - b.

Definição 2.2. (Máximo Divisor Comum - MDC) Seja divN (a) o conjunto de todos
os divisores em N de a. Sejam a, b ∈ N não simultaneamente nulos. Seja divN(a, b) =
divN (a)∩divN (b), o maior elemento de divN (a, b) é chamado de máximo divisor comum
entre a e b e é denotado por mdc(a, b).

Teorema 2.3. (Divisão Euclidiana) Sejam n, d ∈ N com d 6= 0. Então, existem e são
únicos os números q, r ∈ N tais que n = q · d+ r, com 0 ≤ r < d.

Demonstração: Ver [10] ou [6].

Proposição 2.4. Seja a, b, c, x, y ∈ Z, a não nulo. Se a | b e a | c , então a | (bx+ cy).

Demonstração: Ver [10].

Lema 2.5. (Lema de Euclides) Sejam a, b, n ∈ N\{0} tais que an ≤ b. Então,
mdc(a, b− na) = mdc(a, b).

Demonstração: Ver [10].

O Teorema 2.3 da Divisão Euclidiana, garante que existem e são únicos q1, r1 ∈ N
tais que b = a · q1 + r1 com 0 ≤ r1 < a (a, b ∈ N \ {0} e a ≤ b) [6]. Este resultado,
juntamente do resultado da Proposição 2.4 que garante que toda combinação linear de b
e c é diviśıvel por qualquer número a que divida b e c simultaneamente, é utilizado para
Demonstração do Algoritmo de Euclides para o cálculo do MDC. Por fim, pelo Lema
de Euclides (Lema 2.5), obtermos o resultado de que mdc (a, b) = mdc (a, b− a · q1) =
mdc (a, r1). Se r1 = 0, já temos o máximo divisor comum, pois mdc (a, b) = mdc (a, 0) =
a. Se r1 6= 0, aplicamos novamente o Algoritmo da Divisão (Teorema 2.3), dividindo a
por r1 e assim sucessivamente até que o resto seja zero.
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A partir dos resultados básicos apresentados nesta seção com base em [10], iniciamos,
na seção seguinte, a análise da solubilidade nos inteiros de ax + by = c. Ao final do
texto, no Apêndice 5A, apresentamos também um código Matlab (versão R2018a) para
cálculo do MDC entre dois números naturais não nulos.

2.2 Existência de solução inteira (x, y) da EDL ax+ by = c

Diz-se que uma EDL do tipo ax+ by = c tem solução sempre que mdc(a, b)|c. Para
sua demonstração, indicamos o resultado intermediário que estabelece que mdc(a, b)
pode ser escrito como uma combinação linear entre a e b. Esse resultado é conhecido
como Teorema de Bézout, cujo enunciado é:

Teorema 2.6. (Teorema de Bézout) Sejam a, b ∈ Z não simultaneamente nulos e
D = mdc(a, b). Então, existem α, β ∈ Z , tais que D = αa+ βb.

Demonstração: Ver demonstração em [10]

Assim, o Teorema 2.6 confere o resultado requerido para demonstração da existência
de solução inteira de uma EDL do tipo ax + by = c aqui apresentada. Dessa forma,
seguindo [10]:

Teorema 2.7. Sejam a, b, c ∈ Z, com a e b não ambos nulos e seja D = mdc(a, b).
Então, a equação ax+ by = c tem solução em Z se, e somente se, D | c.

Demonstração: Ver demonstração em [10].

Como conclusão imediata, se D = mdc(a, b) = 1, toda equação ax + by = c tem
solução em Z, pois qualquer que seja c ∈ Z, D | c, já que 1 | c. Adicionalmente, se a
e b possuem sinais opostos, o número de soluções inteiras positivas é infinito, enquanto
do contrário será finito [34]. Por fim, se D - c, então a equação mencionada não possui
solução inteira. Uma vez que ax + by = c representa uma reta, disso resulta dizer
que a reta não passa por quaisquer pontos de coordenadas simultamentente inteiras no
reticulado Z× Z do plano cartesiano.

Além disso, podemos encontrar infinitas soluções por meio do termo geral de soluções
inteiras da EDL, dado por [13, 14, 26]:{

x = x0 + b
D
t

y = y0 − a
D
t

sendo t ∈ Z, e desde que seja conhecida ao menos uma solução (x0, y0) inteira. Esse
resultado, que discutiremos na Seção 2.4, já era conhecido por Brahmagupta, enquanto
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Diofanto ao estudar equações indeterminadas, preocupou-se em encontrar uma solução
particular [9, 3]. Pelo Teorema 2.7, não se deduz que todas as soluções inteiras podem
ser obtidas do termo geral (o que requer demonstração) e o que de fato ocorre. Tal
resultado pode ser encontrado, por exemplo, nas referências [10, 14, 18].

2.3 Aplicação do Algoritmo de Euclides e solução particular
por retrossubstituição

Para obter a solução particular da EDL ax + by = c, se c = mdc (a, b), podemos
aplicar o algoritmo de Euclides e escrever o mdc (a, b) como uma combinação linear de
a e b, isto é, mdc (a, b) = αa + βb (Teorema de Bézout 2.6). Para este caso, os valores
de α e β obtidos são a solução particular desejada. Se, por outro lado, mdc(a, b) 6= c,
como mdc (a, b) | c, então temos que ∃k ∈ Z tal que k · mdc (a, b) = c. Assim, basta
multiplicar mdc (a, b) = αa+ βb por k, obtendo-se k ·αa+ k · βb = k ·mdc (a, b) = c de
modo que a solução particular será (x0, y0) = (k · α, k · β).

Para ilustrar a aplicação do Lema de Euclides e a obtenção de uma solução particular
para o caso da EDL ax+ bx = c, utilizaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.8. Encontrar uma solução particular, nos inteiros, das seguintes equações:
a) 12x+ 105y = 3
b) 4x+ 27y = 7.

a) Cálculo do mdc(12, 105):

105 = 12 · 8 + 9

12 = 9 · 1 + 3

9 = 3 · 3 + 0

⇓
3 = mdc(12, 105)

mdc (12, 105) = 3 e 3 | 3, portanto a equação possui solução em Z.
Solução particular:

3 = 12− 9 · 1
3 = 12− (9) · 1
3 = 12− (105− 12 · 8) · 1
3 = −105 + 9 · 12

3 = 12 · (9) + (−1) · 105
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E assim, obtemos a solução particular (x0, y0) = (9,−1).
b) Cálculo do mdc(4, 27):

27 = 4 · 6 + 3

4 = 3 · 1 + 1

3 = 1 · 3 + 0

⇓
1 = mdc(4, 27)

mdc (4, 27) = 1 e 1 | 7, portanto a equação possui solução em Z.
Solução particular:

1 = 4− 3 · 1
1 = 4− (3) · 1
1 = 4− (27− 4 · 6) · 1
1 = −27 + 4 · 7
1 = 4 · (7) + (−1) · 27

⇓ ×7

7 = 4 · (49) + (−7) · 27

E assim obtemos a solução particular (x0, y0) = (49,−7).

2.4 Solução Geral de uma EDL ax+ by = c

Como mencionado anteriormente, a partir da solução particular, podemos obter o
termo geral de soluções inteiras da EDL ax+ by = c. Este resultado pode ser resumido
no teorema seguinte [10]:

Teorema 2.9. Se D divide c, sendo D = mdc(a, b), e se o par de inteiros (x0, y0) é
uma solução particular da Equação Diofantina Linear ax+ by = c, então são soluções
desta equação os pares (x, y) tais que: x = x0 + b

D
t e y = y0 − a

D
t, com t ∈ Z.

Uma versão mais forte do Teorema 2.9 afirma que todas as soluções inteiras são
dadas por x = x0 + b

D
t e y = y0 − a

D
t. Este resultado pode ser encontrado em [10] e

[14], por exemplo.
Outra estratégia para obtenção da solução geral pode ser feita por inspeção e equi-

vale à parametrização da equação da reta ax+ by = c. Neste caso, a parametrização é

ReviSeM, Ano 2021, No. 3, 97–122 103



L. A. Richit, A. Richit, A. Richit

dada por: a (x− xp) + b (y − yp) = 0, onde axp + byp = c. Esse novo problema consiste
em encontrar dois números xp, yp ∈ Z, por inspeção, que somados resultem em c, mas
um seja diviśıvel por a e o outro por b. Essa reformulação, que embora trate-se do
mesmo problema inicial, é ainda interessante. Estes números podem ser exatamente
aqueles obtidos pela determinação da solução particular. Esta estratégia é uma maneira
de se obter a expressão da solução geral sem recorrer à memorização da lei do termo
geral do Teorema 2.9. Para isto, basta que se tome (xp, yp) como a solução particular:

ax+ by = c

ax+ by = ax0 + by0

a (x− x0) + b (y − y0) = 0

a (x− xp) + b (y − yp) = 0

a (x− xp) = b (yp − y)

(x− xp)
b

=
(yp − y)

a

Seja t a constante da igualdade, podemos escrever:

(x− x0)
b

=
(y0 − y)

a
= t ⇒

{
(x−x0)

b
= t ⇒ x = x0 + bt

(y0−y)
a

= t ⇒ y = y0 − at

Em muitos casos é consideravelmente fácil obter uma solução por meio de inspeção.
Consideremos um exemplo.

Exemplo 2.10. Encontrar o termo geral de soluções inteiras de 2x+ 3y = 17.
Como 17 = 2 + 15 = 2× 1 + 3× 5, podemos reescrever:

2x+ 3y = 17

2x+ 3y − 17 = 0

2x− 2 + 3y − 15 = 0

2(x− 1) + 3(y − 5) = 0

2(x− 1) = 3(5− y)

O que indica que 2(x−1) = 3(5−y)⇐⇒ (x−1)
3

= (5−y)
2

. Seja t a constante da igualdade,
podemos escrever:
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(x− 1)

3
=

(5− y)

2
= t ⇒

{
(x−1)

3
= t ⇒ x = 1 + 3t

(5−y)
2

= t ⇒ y = 5− 2t

Note que essa estratégia é simples desde que seja fácil encontrar axp e byp tal que
axp+byp = c. Apesar disso, a partir da solução particular obtida por meio do Algoritmo
de Euclides, podemos realizar o mesmo procedimento dispensando a tarefa de inspeção
que, por ocasião dos valores dos coeficientes a, b e c, pode ser menos evidente.

3 Resultado principal

Nesta seção, apresentamos a Abordagem por Substituição Progressiva de forma ilus-
trada, a seguir demonstramos esse resultado e exemplificamos sua aplicação.

3.1 Abordagem por Substitução Progressiva para obtenção da
solução particular da EDL ax+ by = c

A Abordagem por Substituição Progressiva apresenta-se como uma técnica alterna-
tiva à abordagem comumente empregada para escrever uma solução particular da EDL
ax + by = c. Assim, desde que ax + by = c possua solução, o Algoritmo de Euclides
para o cálculo de mdc(a, b) ainda precisa ser aplicado [15, 35]. Em contrapartida, com
essa técnica, elimina-se a necessidade das sucessivas substituições conforme abordagem
empregada em livros-texto. Além disso, reduz-se a atenção adicional necessária nas
operações com sinais e o evidenciamento de restos deixa de ser uma fonte de erros
[15, 35].

Inicialmente, consideremos a aplicação do Lema de Euclides para o cálculo do MDC
entre a e b. Denotemos por ri e qi o resto e o quociente das seguintes divisões sucessivas
pela aplicação da Divisão Euclidiana [35]:
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a = b · q1 + r1

b = r1 · q2 + r2

r1 = r2 · q3 + r3

r2 = r3 · q4 + r4
...
. . .

...

rn−1 = rn · qn+1 + rn+1 (3.1)

rn = rn+1 · qn + 0

Dessa forma, considerando-se o resultado das sucessivas divisões pelo Lema de Eucli-
des (conforme Seção 2.1) e empregando-se a mesma notação que a precedente, podemos
expressar genericamente os restos da divisão do seguinte modo [15]:

r1 = 1a− q1b
r2 = b− r1q2 = b− (a− q1b) q2 = −q2a+ (1 + q1q2) b

r3 = r1 − r2q3 = (a− bq1)− q3 [−aq2 + (1 + q1q2) b] = (1 + q2q3) a− [q1 + q3 (1 + q1q2)] b

r4 = r2 − r3q4 = -aq2 + (1 + q1q2) b− q4 [a (1 + q2q3)− (q1 + q3 (1 + q1q2)) b] = (3.2)

= − [q2 + q4 (1 + q2q3)] a+ [(1 + q1q2) + q4 (q1 + q3 (1 + q1q2))] b

· · ·

Avaliando-se os coeficientes de a e b em cada linha, encontramos um padrão alter-
nado do sinal e um padrão operatório para o cálculo destes coeficientes. Seguindo a
apresentação dada por [15], podemos organizar o desencadeamento operatório para o
coeficiente de b e o de a, que nesta formulação envolve apenas os quocientes da Divisão
Euclidiana de cada linha, excetuando-se a que resulta em resto zero. Nas Fig.s 1 e 2,
semelhante ao apresentado por [15], é exposto o cálculo de y (Fig. 1) e o cálculo de x
(Fig. 2), soluções inteiras da EDL ax+ by = mdc(a, b) .

Os valores finais de x e y são a solução particular, enquanto os intermediários são
necessários apenas para sua obtenção e determinam os seus sinais. Em resumo, podemos
computar uma solução particular da EDL ax + by = mdc(a, b) por meio da seguinte
recorrência [15]:

P =

{
xi = xi−2 + qi · xi−1, para 1 < i < n, x0 = 0 e x1 = 1,

yi = yi−2 + qi · yi−1, para 1 < i < n, y0 = 1 e y1 = q1.
(3.3)
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1 q1 1 + q1 · q2 q1 + q3(1 + q1 · q2) 1 + q1 · q2 + q4[q1 + q3(1 + q1 · q2)] ...

fator múltiplo de b

+ − + − +

Sinal dos termos que multiplicam b em cada linha (Eq. 3.2)

+
+

+

×q1 ×q2
×q3

×q4

Figura 1: Representação esquemática do cálculo de y da solução particular da EDL
ax + by = mdc (a, b) a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicação repetida
do Lema de Euclides 2.5.

1 q2 1 + q2 · q3 q2 + q4(1 + q2 · q3) ...

fator múltiplo de a

+ − + −

Sinal dos termos que multiplicam a em cada linha (Eq. 3.2)

+
+

×q2 ×q3
×q4

Figura 2: Representação esquemática do cálculo de x da solução particular da EDL
ax + by = mdc (a, b) a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicação repetida
do Lema de Euclides 2.5.
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Ińıcio: q(), n

x0 = 0,
x1 = 1,
y0 = 1,
y1 = q1
e i = 1;

i = n?

i := i + 1,
xi = xi−2 + qi · xi−1,
yi = yi−2 + qi · yi−1

x′ = (−1)n · xn−1 e y′ = (−1)n−1 · yn−1

Sim

Não

Figura 3: Fluxograma mostrando esquema para computação da solução particular da
EDL ax + by = mdc(a, b) a partir dos quocientes (q ()) obtidos através do cálculo do
mdc(a, b) pelo Lema de Euclides 2.5.

Se tormarmos x′ := (−1)n xn−1 e y′ := (−1)n−1 yn−1, temos que (x′, y′) são soluções
de ax + by = c = mdc (a, b) [15] . Para os casos em que c = k · mdc (a, b) basta que
multipliquemos a solução pelo inteiro k e assim dispomos de uma ferramenta adicional
para computar uma solução inteira particular da equação. Na Fig. 3 é apresentado um
fluxograma padrão para o cálculo de xi e yi seguindo a recorrência apresentada por [15].
Em acréscimo, no Apêndice 6B, um código para computação da solução particular via
ASP é provido.

3.2 Validade da Abordagem Progressiva por recorrência

Suponha, por hipótese, que podemos calcular os valores dos coeficientes de a e b em
cada linha da Eq. 3.2 através da Eq. 3.3, isto é:

P =

{
xi = xi−2 + qi · xi−1, para 1 < i < n, x0 = 0 e x1 = 1,

yi = yi−2 + qi · yi−1, para 1 < i < n, y0 = 1 e y1 = q1.

Para o qual o sinal de cada xi e yi é dado por (−1)i+1 e (−1)i respectivamente, até que
se obtenha x′ = (−1)i+1 xi e y′ = (−1)i yi, com i = n − 1, solução particular da EDL.
Vamos provar por indução que a recorrência é verdadeira e que, consequentemente,
(x′, y′) é uma solução particular da EDL.
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Demonstração:
Base de Indução:
Para i = 2:
Temos por hipótese que x2 = x0 + q2 · x1 = 0 + q2 · 1 = q2 na Eq. 3.3, com x′2 =
x2 (−1)2+1 = −q2. Pela Eq. 3.2 temos que x′2 = −q2 como requerido.
Temos por hipótese que y2 = y0 + q2 · y1 = 1 + q2 · q1 = 1 + q2 · q1 na Eq. 3.3, com
y′2 = y2 (−1)2 = 1 + q2 · q1. Pela Eq. 3.2 temos que y′2 = 1 + q1 · q2, o que mostra que
Eq. 3.3 é válida para i = 2.
Passagem de Indução: Por hipótese, suponha que a propriedade é válida para todo i <
n−1 (Indução forte).Vamos calcular xi+1 e yi+1 a partir da equação ri+1 = ri−1−ri ·qi+1

(isolando o resto euclidiano ri+1 pela Eq. 3.1).
Primeiro, temos em cada linha da Eq. 3.2, o resto escrito como uma combinação linear
de a e b. Empregando a hipótese da Eq. 3.3 (incluindo o sinal), podemos escrever os
restos como: ri = a · (−1)i+1 xi + b · (−1)i yi e ri−1 = a · (−1)i xi−1 + b · (−1)i−1 yi−1.
Substituindo-se em ri+1 = ri−1 − ri · qi, encontramos:

ri+1 = ri−1 − ri · qi+1

ri+1 = a · (−1)i xi−1 + b · (−1)i−1 yi−1 −
[
a · (−1)i+1 xi + b · (−1)i yi

]
qi+1

ri+1 = a
[
(−1)i xi−1 − (−1)i+1 xiqi+1

]
+ b ·

[
(−1)i−1 yi−1 + (−1) (−1)i yiqi+1

]
ri+1 = a

[
(−1)i xi−1 +

1

(−1)1
(−1)i+1 xiqi+1

]
+ b ·

[
(−1)i−1 yi−1 +

1

(−1)1
(−1)i yiqi+1

]
ri+1 = a

[
(−1)i xi−1 + (−1)−1 (−1)i+1 xiqi+1

]
+ b ·

[
(−1)i−1 yi−1 + (−1)−1 (−1)i yiqi+1

]
ri+1 = a

[
(−1)i xi−1 + (−1)i xiqi+1

]
+ b ·

[
(−1)i−1 yi−1 + (−1)i−1 yiqi+1

]
ri+1 = a · (−1)i [xi−1 + xiqi+1] + b · (−1)i−1 [yi−1 + yiqi+1]

ri+1 = a · (−1)i+2−2 [xi−1 + xiqi+1] + b · (−1)i−1+2−2 [yi−1 + yiqi+1]

ri+1 = a · (−1)i+2 · 1 [xi−1 + xiqi+1] + b · (−1)i−1+2 · 1 [yi−1 + yiqi+1]

ri+1 = a · (−1)i+2︸ ︷︷ ︸
sinal

xi−1 + xiqi+1︸ ︷︷ ︸
xi+1

+ b · (−1)i+1︸ ︷︷ ︸
sinal

yi−1 + yiqi+1︸ ︷︷ ︸
yi+1


Isso mostra que para o algoritmo de Euclides com n divisões, para 1 < i < i + 1 < n,
i ∈ P (i)⇒ i+ 1 ∈ P (i), o que finaliza a demonstração.

c.q.d.
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Esse resultado mostra que, para a aplicação do algoritmo de Euclides com n divisões,
a recorrência definida para o cálculo de x′ e y′ é sempre válida, pois partindo-se da
hipótese de que ocorridas i substituições sucessivas é posśıvel calcular a (i+ 1)-ésima
substituição subsequente (e portanto calcular cada ri da Eq. 3.2 como combinação
linear de a e b) por meio da recorrência dada. Assim, uma aplicação de cálculo pelo
Algoritmo de Euclides com n divisões, tendo a n-ésima linha resto zero, xi e yi são
dados pela recorrência da Equação 3.3 e consequentemente, para a última linha com
resto diferente de zero (linha n− 1 na Equação 3.1) os coeficientes x′ e y′ para Equação
3.2 são a solução particular da EDL ax + by = mdc (a, b) = mdc (rn+1, 0) = rn+1 (veja
na Equação 3.1, última linha antes que o resto seja zero, que mdc(a, b) = rn+1).

3.3 Solução Particular de uma EDL ax + by = c por meio da
Abordagem por Substituição Progressiva.

A Abordagem por Substituição Progressiva, conforme alternativa apresentada por
[15] e [35], consiste em um desencadeamento operatório sobre os valores dos quocientes
obtidos da aplicação sucessiva do Algoritmo de Euclides. Assim, com base na Seção 3.1,
apresentamos dois exemplos da aplicação do resultado para obter a solução particular
de uma EDL ax+ by = c.

Exemplo 3.1. Encontrar a solução inteira particular de
a) 286x+ 60y = 2
b) 35x− 97y = 5

a) Cálculo de D = mdc(286, 60):

286 = 60 · (4) + 46

60 = 46 · (1) + 14

46 = 14 · (3) + 4

14 = 4 · (3) + 2

4 = 2 · (2) + 0

⇓
2 = mdc(286, 60)

Como mdc (286, 60) = 2 e 2 | 2 , portanto a EDL possui solução em Z. Os valores dos
quocientes das divisões sucessivas foram destacados entre parênteses em face de que
são estes os valores necessários para o cálculo da solução particular pela abordagem
apresentada na Seção 3.1. Assim, com q = {4, 1, 3, 3} e utilizando-se do mesmo esquema
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1 4 1 + 4 · 1 = 5 4 + 5 · 3 = 19 5 + 19 · 3 = 62

Solução: y′ = +62

+ − + − +

Sinais dos termos que multiplicam b

+
+ +

×4
×1 ×3 ×3

Figura 4: Modelo esquemático para o cálculo de y′ da solução particular da EDL
286x + 60y = 2 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicação repetida do
Lema de Euclides 2.5.

das Fig.s 1 e 2, apresentaremos o cálculo da solução particular nas Fig.s 4 (cálculo de
y′) e 5 (cálculo de x′).

Assim, obtemos a solução particular (x′, y′) = (−13, 62). Pelo resultado do Teorema
2.9, temos como termo geral de soluções: x = x0 + b

D
t = −13 + 60

2
t = −13 + 30t e

y = 62− 286
2
t = 62− 143t com t ∈ Z.

b) Façamos a seguinte mudança de variável: z = −y. A nova EDL será: 35x+ 97z = 5.
Cálculo de D = mdc(97, 35):

97 = 35 · (2) + 27

35 = 27 · (1) + 8

27 = 8 · (3) + 3

8 = 3 · (2) + 2

3 = 2 · (1) + 1 (3.4)

2 = 1 · (2) + 0

⇓
1 = mdc(35, 97)

Como mdc (97, 35) = 1 e 1 | 5, a EDL possui solução em Z. Do mesmo modo que
para o item a), temos os seguintes quocientes: q = {2, 1, 3, 2, 1}. Calculemos a solução
particular x′ e z′ (Fig.s 6 e 7).
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1 1 1 + 1 · 3 = 4 1 + 4 · 3 = 13

Solução: x′ = −13

+ − + −

Sinais dos termos que multiplicam a

+
+

×1
×3 ×3

Figura 5: Modelo esquemático para o cálculo de x′ da solução particular da EDL
286x + 60y = 2 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicação repetida do
Lema de Euclides 2.5.

1 2 1 + 2 · 1 = 3 2 + 3 · 3 = 11 3 + 11 · 2 = 25 11 + 25 · 1 = 36

+ − + − + −

Sinais dos termos que multiplicam a

Solução: x′ = −36

+
+ + +

×2
×1 ×3 ×2 ×1

Figura 6: Modelo esquemático para o cálculo de x′ da solução particular da EDL
35x + 97z = 1 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicação repetida do
Lema de Euclides 2.5.
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1 1 1 + 1 · 3 = 4 1 + 4 · 2 = 9 4 + 9 · 1 = 13

Solução: z′ = 13

+ − + − +

Sinais dos termos que multiplicam b

+
+ +

×1
×3 ×2 ×1

Figura 7: Modelo esquemático para o cálculo de z′ da solução particular da EDL
35x + 97z = 1 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicação repetida do
Lema de Euclides 2.5 .

Assim, obtemos a solução (x′, z′) = (−36, 13) para 35x + 97z = 1. A solução de
35x − 97y = 1 para z = −y, é dada por (x′, y′) = (x′,−z′) = (−36,−13). Por fim,
como a equação original é 35x − 97y = 5, basta que a multipliquemos por 5, isto é:

35 · (−36)− 97 · (−13) = 1
×5⇒ 35 · (−180)− 97 · (−65) = 5. Assim, temos por solução

particular de 35x− 97y = 5, o par (x′, y′) = (−180,−65).
Outros exemplos envolvendo a obtenção de solução particular de EDLs do tipo

ax+ by = c podem ser encontrados em [16] e [17].

4 Considerações finais

Uma vez que a maioria dos livros-texto empregados no estudo de EDLs do tipo
ax + by = c apresentam uma abordagem única para obtenção da solução particular,
percebe-se que um aprimoramento relevante para o ensino do tópico é incluir apre-
sentações alternativas. Neste trabalho, com base em [15] e [35], detalhamos e discuti-
mos uma alternativa para obtenção da solução particular para esse grupo de Equações
Diofantinas: a Abordagem por Substituição Progressiva do Algoritmo de Euclides. A
ref. [35] menciona que a abordagem tradicionalmente empregada é uma metodologia
‘as cegas’ até que se obtenha a relação final, onde aparecem os coeficientes inteiros
desejados de a e b. Assim, a Abordagem por Substituição Progressiva, que pode ser de-
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senhada exclusivamente a partir dos quocientes da Divisão Euclidiana, oferece algumas
vantagens [15]. Um argumento atrativo refere-se a maior facilidade de computação,
manual ou para programas de algoritmo [15]. Neste sentido, [35] menciona a vantagem
da abordagem na escrita de programas computacionais, pois requer menor alocação de
memória e permite uma implementação mais simplificada comparativamente à abor-
dagem tradicional. Dessa forma, provemos no Apêndice 6B uma implementação em
Matlab do algoritmo de cálculo da solução particular via Abordagem por Substituição
Progressiva.

Por outro lado, o emprego da estratégia pressupõe que se tenham avaliado e compre-
endido as razões das operações requeridas para o cálculo da solução particular. Assim,
a proposta aqui discutida mostra-se como um complemento, pois acresce ao estudo de
EDLs uma nova abordagem para o cálculo da solução particular.
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[2] Borges, Fábio V. A. Equações diofantinas lineares em duas incógnitas e suas
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(2006).

[15] Man, Yiu-Kwong. A forward approach for solving linear Diophantine equa-
tion.International Journal of Mathematical Education in Science and Techno-
logy. 51 (2020), no. 8, 1284-1288. https://doi.org/10.1080/0020739X.2020.
1745915.

[16] Man, Yiu-Kwong. A top-down approach for solving linear Diophantine equa-
tion. In:Lecture Notes in Engineering and Computer Science: Proceedings of
the World Congress on Engineering 2019. (2019). 3-5. http://www.iaeng.org/
publication/WCE2019/WCE2019_pp11-13.pdf.

[17] Man, Yiu-Kwong. A Simple Approach for Solving Linear Diophantine Equation in
Two Variables. In: Transactions on Engineering Technologies. Springer, Singapore.
(2021), 83-87. https://doi.org/10.1007/978-981-15-8273-8_7.

ReviSeM, Ano 2021, No. 3, 97–122 115

https://doi.org/10.1137/0211057
http://hdl.handle.net/11449/194411
http://www.repositorio.ufc.br/handle/riufc/12990
http://www.repositorio.ufc.br/handle/riufc/12990
http://www.math.uwaterloo.ca/~wgilbert/Research/GilbertPathria.pdf
https://doi.org/10.1080/0020739X.2020.1745915
https://doi.org/10.1080/0020739X.2020.1745915
http://www.iaeng.org/publication/WCE2019/WCE2019_pp11-13.pdf
http://www.iaeng.org/publication/WCE2019/WCE2019_pp11-13.pdf
https://doi.org/10.1007/978-981-15-8273-8_7


L. A. Richit, A. Richit, A. Richit

[18] Oliveira, Sérgio A. Uma exploração didática das equações diofantinas lineares de
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das Equações Diofantinas Lineares. PONTE. 11 (2005).

[22] Pommer, Wagner M. A Engenharia Didática em sala de aula: Elementos básicos
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http://tede.bc.uepb.edu.br/jspui/handle/tede/3221.

[31] Singh, Simon. O último teorema de Fermat. 1999.

[32] Sousa, Elvis M. R. Equações diofantinas lineares: uma abordagem para o ensino
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5 Apêndice A: Código para o cálculo do MDC

Produzido pelos autores, escrito em Matlab versão 2018Ra.

1 f unc t i on [ mdc]=MDC( a0 , b0 )
2% Lembre=se de que ’ a ’ e ’b ’ devem per t ence r aos na tu ra i s e a

e b não nulos
3 a=abs ( a0 ) ;
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4b=abs ( b0 ) ;
5 aux=1;
6

7 i f ( a<b)
8 A=b ;
9 B=a ;

10 e l s e
11 A=a ;
12 B=b ;
13 end
14

15 i f ( a==b)
16 mdc=a ;
17 r =0;
18 e l s e
19 r=a+b ;
20 end
21

22

23

24% Apl icacao r e c o r r e n t e do Algoritmo de Euc l ide s da Div i sao
25 whi le ( r ˜=0)
26

27 whi le ( r>=B)
28 r=A=B*aux ;
29 aux=aux+1;
30 i f ( r ˜=0)
31 mdc=r ;
32 end
33 end
34 A=B;
35 B=r ;
36 aux=1;
37 end
38

39 f p r i n t f ( ’\nmdc(%d,%d)=%d .\n ’ , a0 , b0 , mdc) ;
40 f p r i n t f ( ’\ngcd(%d,%d)=%d .\n ’ , a0 , b0 , mdc) ;
41
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42 end

6 Apêndice B: Código para o cálculo da solução par-

ticular da EDL via Abordagem Progressiva

Produzido pelos autores, escrito em Matlab versão 2018Ra.
Observar que se a e b são múltiplos entre si, mesmo a equação ax+by = c sendo solúvel,
a solução não pode ser computada pela Abordagem por Substituição Progressiva. Como
o método emprega os quocientes das divisões em que o resto é diferente de zero, no
caso de a e b mútiplos, não havendo nenhuma linha das divisões euclidianas com resto
diferente de zero (i.e, decorre diretamente que a = bk + 0 ou b = at+ 0, com t, k ∈ Z),
a abordagem aqui detalhada não pode ser empregada.

1 f unc t i on ASP(a , b , c )
2% Encontra a so lu ç ã o p a r t i c u l a r de ax+by=c com a , b , c INTEIROS
3% Calcu la r o MDC(a , b)
4 a0=abs ( a ) ;
5b0=abs (b) ;
6

7 i f ( a0<b0 )
8 A=b0 ;
9 B=a0 ;

10 Aux=b0 ;
11 Baux=a0 ;
12 e l s e
13 A=a0 ;
14 B=b0 ;
15 Aux=a0 ;
16 Baux=b0 ;
17 end
18 r=a0 ;
19

20% Apl icacao r e c o r r e n t e do Algoritmo de Euc l ide s da Div i sao
21 whi le ( r ˜=0)
22 aux=0;
23 whi le ( r>=B)
24 r=A=B*aux ;
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25 aux=aux+1;
26 i f ( r ˜=0)
27 mdc=r ;
28 end
29 end
30 A=B;
31 B=r ;
32 end
33

34 f p r i n t f ( ’\nMDC(%d,%d) = %d\n ’ , a , b , mdc) ;
35

36

37 i f ( rem(Aux , Baux)==0)
38 i f ( rem( abs ( c ) ,mdc) ˜=0)
39 f p r i n t f ( ’\nComo %d não d iv id e %d a equação não tem so lu ç ã o

nos i n t e i r o s .\n ’ , mdc , c ) ;
40 e l s e
41 f p r i n t f ( ’\nOs v a l o r e s de a=%d e b=%d são mú l t i p l o s ent r e

s i . ASP não roda e s sa c i r c u n s t â n c i a . \nConsidere
v e r i f i c a r se a equação pode s e r s i m p l i f i c a d a .\n ’ , a , b ) ;

42 end
43 e l s e
44

45% Reso lver a EDL ax+by=c
46 i f rem( c , mdc)==0
47 f p r i n t f ( ’\nComo %d d iv id e %d a equação tem so lu ç ã o nos

i n t e i r o s .\n ’ , mdc , c ) ;
48

49%Algoritmo para determinar os quoc i en t e s
50 j =1; q=0;
51

52 i f ( a0>=b0 )
53 a1=a0 ;
54 b1=b0 ;
55 e l s e
56 a1=b0 ;
57 b1=a0 ;
58 end
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59 r=b1 ;
60 whi le ( r ˜=0)
61 r=rem( a1 , b1 ) ;
62 i f ( j==1)
63 q=(a1=r ) /b1 ;
64 e l s e i f ( r==0)
65 e l s e
66 q=[q , ( a1=r ) /b1 ] ;
67 end
68 j=j +1;
69 a1=b1 ;
70 b1=r ;
71 end
72

73n=length ( q ) ;
74%Algoritmo para computar a so lu ç ã o p a r t i c u l a r v ia ASP
75

76x=ze ro s (1 , n+2) ;
77x (2 ) =1;
78y=ze ro s (1 , n+2) ;
79y (1 ) =0;
80y (2 ) =0;
81y (3 ) =1;
82

83 f o r i =1:n
84 x ( i +2)=x ( i )+q ( i ) *x ( i +1) ;
85 end
86 f o r i =2:n
87 y ( i +2)=y ( i )+q ( i ) *y ( i +1) ;
88 end
89

90 f i=c/mdc ;
91X=x (n+2)*(=1) ˆ(n+2) ;
92X=X* f i ;
93Y=y (n+2)*(=1) ˆ(n+1) ;
94Y=Y* f i ;
95

96 i f ( a0>b0 )
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97 Y=Y*( a/a0 ) ;
98 X=X*(b/b0 ) ;
99 f p r i n t f ( ’\nA so lu ç ã o p a r t i c u l a r v ia ASP é (x , y )=(%d,%d) .\n ’ ,Y,

X) ;
100 e l s e i f ( a0==b0 )
101 X=c/a ;
102 Y=0;
103 f p r i n t f ( ’\nA so lu ç ã o p a r t i c u l a r é (x , y )=(%d,%d) .\n ’ ,X, 0 ) ;
104 e l s e
105 Y=Y*(b/b0 ) ;
106 X=X*( a/a0 ) ;
107 f p r i n t f ( ’\nA so lu ç ã o p a r t i c u l a r v ia ASP é (x , y )=(%d,%d) .\n ’ ,X,

Y) ;
108 end
109

110 e l s e
111 f p r i n t f ( ’\nComo %d não d iv id e %d , então a equação não tem

so lu ç ã o nos i n t e i r o s . \n ’ ,mdc , c ) ;
112 end
113 end
114 end
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