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Resumo

Uma Equacao Diofantina (ED) é uma equagcao algébrica de uma ou mais variaveis para
a qual se inquerem solucoes inteiras. EDs do tipo ax + by = ¢ com a,b,c € Z, sao
as Equagoes Diofantinas (EDs) mais estudadas em livros-texto de Aritmética. Para
obtengao de solugbes (z,y) nos inteiros de EDs deste tipo, sdo importantes os concei-
tos de divisibilidade, Algoritmo de Euclides e Maximo Divisor Comum (M DC'). A
estratégia comumente empregada e que compoe a maioria dos livros-texto sobre EDs
consiste da aplicagao sucessiva do Algoritmo de Euclides e escrita do mdc(a, b) como
uma combinagao linear de a e b, fornecendo assim uma solugao nos inteiros para a
equacao axr + by = mdc (a,b). Neste texto apresentamos e discutimos alguns resulta-
dos preliminares para o estudo de EDs e detalhamos um desencadeamento operatério
para calcular a solugao particular de ax + by = mdc(a, b), denominado Abordagem por
Substituicao Progressiva (ASP).

Palavras-chave: Abordagem por Substituicao Progressiva, Equagoes Diofantinas Li-
neares, Algoritmo da Divisao de Euclides, Divisibilidade.

Abstract

A Linear Diophantine Equation (DE) is an algebraic equation of one or more variables
for which integer solutions are needed. DEs of the kind of ax + by = ¢ with a,b,c €
Z, are the most studied Diophantine Equations (DEs) in Arithmetic textbooks. To
obtain solutions (x,y) in the integers of EDs of this type, the concepts of divisibility,
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Euclid’s Algorithm and Greatest Common Divisor (GC'D) are importants. The usual
strategy employed and that appears in the majority of textbooks on the DEs consists
of successive applications of the Euclid’s Algorithm and the writing of the ged(a,b) as
a linear combination of ¢ and b, thus providing a solution in integers for ax + by =
ged (a, b) equation. In this text, we present and discuss some preliminary results for
the study of DEs, and we detail an operative trigger to compute the particular solution
of ax 4+ by = ged (a, b) called the Forward Substitution Approach (FSA).

Keywords: Forward Substitution Approach, Linear Diophantine Equations, Division
Euclid’s Algorithm, Divisibility.

1 Introducao

Equagoes do tipo ax + by = ¢ estabelecem a relacao mais simples entre as funcoes
matematicas elementares. Uma abordagem possivel é a sua resolucao nos inteiros.
Uma equagao algébrica com uma ou mais incognitas (i.e. ax+by = ¢; a,b,c € Z), para
a qual se inspecionam solugoes inteiras sdo chamadas Fquagdes Diofantinas [4, 23].
Essas equacgoes foram assim nomeadas em homenagem ao grego Diofanto, matematico
que viveu em Alexandria por volta do ano 250 a.c. e que foi responsavel pelo estudo
de suas solugoes [14]. Embora, originalmente, Diofanto preocupava-se com as solugoes
racionais de equagoes de valores indeterminados [23, 20], [14] aponta que Diofanto teve
seu nome atribuido as equacgoes, restrita aos inteiros, por suas contribuigoes profundas
dentro do desenvolvimento da Matematica neste campo de estudo.

Uma Equagao Diofantina (ED) pode nao ter solugao, ou ter um ndmero finito ou
infinito de solugdes [8]. Sao exemplos, além de equagdes do tipo ax + by = ¢, as EDs
20 +3y+z2=8 2 +1y> =23 22+ =22 ex+y? + 23 +wt = 5. As equacoes do tipo
2" + y" = 2" sao equagoes diofantinas famosas devido ao célebre Ultimo Teorema de
Fermat, que afirma que a equagao nao tém solugoes inteiras simultaneas para x, y e z se
n > 2 (n natural). A demonstracao deste teorema foi finalizada em 1995 por Andrew
Wiles com a colaboragao de Richard Taylor [31]. Para n = 2, a relagdo de Fermat
reduz-se & equacao x4+ y? = 2%, resultado conhecido por Teorema de Pitdgoras/Gougu
e que sabemos ter infinitas solugoes, sendo exemplos as ternas pitagoricas (3,4,5) e
(8,15,17).

No estudo de EDs destacam-se, em particular, as equagoes onde aparecem a soma
de monomios de grau um (1) ou zero (0). Estas EDs, chamadas Lineares (EDLs), tém
como exemplos as equacoes do tipo ax + by = ¢ que estudaremos neste texto. Elas
podem aparecer em diversos contextos de ensino, embora o enfoque aritmético deste
tipo de problema nao seja em geral desenvolvido a nivel escolar. Mesmo encontrando
trabalhos sobre o ensino deste tipo de EDLs em nivel de escola basica [21, 23, 19,
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22, 28, 29, 32], tratam-se de tentativas de aproximagdo para o ensino do tdpico, o
que revela assim um carater de excepcionalidade. De fato, o mais comum é o ensino
da solugao nos inteiros de ax + by = ¢ a nivel universitario, em especial, em cursos de
Matemadtica [18]. Apesar disso, também podem ser observados em trabalhos e pesquisas
com abordagens especificas, cursos e programas de ensino de tépicos deste campo [24,
25] ou em competigoes olimpicas para alunos do ensino fundamental, como por exemplo,
na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP).

Exemplos de equagoes diofantinas sao aquelas obtidas no balanceamento de equacoes
quimicas e determinagao da férmula molecular (seguindo a Lei de Lavoisier - [5]), po-
dendo ser encontradas em [11]. Nesses casos, o balanceamento resulta na escrita de sis-
temas de EDLs. Algoritmos para verificacao da solubilidade e a obtencao das solugoes
para sistemas de EDLs podem ser encontrados em [13] e [7]. Outros exemplos de pro-
blemas aplicados envolvendo EDLs do tipo ax + by = ¢ podem ser encontrados em
[1, 2, 11, 12, 30, 33].

A resolucao de EDLs comumente apresentada em livros-texto da-se pela aplicacao
sucessiva do Algoritmo de Euclides [27], seguida de obtencao da solugao particular es-
crita em funcao dos restos das divisoes [10, 14] . Esta tarefa pode ser longa, dependendo
dos nimeros envolvidos [15], e inclui tanto produtos crescentes quanto uma atengao es-
pecial com sinais, aumentando a chance de erros operatorios. Diferentemente dos ma-
teriais didaticos que versam sobre a resolucao nos inteiros de ax + by = ¢, partindo-se
de cada uma das divisoes pelo Algoritmo de Euclides, uma possibilidade nao explorada
relaciona-se a reformulacao que envolve evidenciar os restos, substitui-los sucessiva-
mente nas relacoes do Algoritmo de Euclides de onde se verifica um padrao operatério
[15, 35]. A essa alternativa, denomina-se Abordagem por Substituicdo Progressiva do
Algoritmo de Fuclides [15].

Nosso objetivo com a apresentacao deste texto é prover ao estudo de EDLs do
tipo axr 4+ by = ¢ uma janela para busca da solugao particular diferenciada daquela
comumente encontrada nos principais documentos de ensino do tépico. Para isso, orga-
nizamos o trabalho de forma a contemplar tanto aspectos detalhados do ponto de vista
matemadtico, incluindo resultados preliminares importantes (Segao 2), como também
exemplos que facilitem a compreensao das ideias envolvidas. Do mesmo modo, na
Secao 3, é apresentado o resultado principal seguido de demonstracao e adicionado de
exemplos ilustrativos, envolvendo recursos algébricos e apresentagao grafica por esque-
mas.
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2 Preliminares

2.1 Algoritmo da Divisao de Euclides e MDC

Para resolucao nos inteiros de ax + by = ¢, sao importantes alguns resultados pre-
liminares relacionados a divisibilidade e aritmética de restos. Assim, baseando-se em
[10], definimos e apresentamos os seguintes resultados:

Definicao 2.1. Sejam a,b € N. Dizemos que o niumero a divide o numero b se, e
somente se, eziste ¢ € N tal que b = a - ¢ e escrevemos a | b. A mesma defini¢ao pode
ser estendida para 7.

Se a nao divide b, escrevemos a {b.

Defini¢ao 2.2. (Mdzimo Divisor Comum - MDC) Seja divy (a) o conjunto de todos
os dwisores em N de a. Sejam a,b € N nao simultaneamente nulos. Seja divy(a,b) =
divy (a)Ndivy (b), 0 maior elemento de divy (a, b) € chamado de mdzimo divisor comum
entre a e b e é denotado por mdc(a,b).

Teorema 2.3. (Divisio Fuclidiana) Sejam n,d € N com d # 0. Entao, existem e sao
unicos os numeros q,r € N tais quen =q-d+1r, com 0 <r <d.

Demonstragao: Ver [10] ou [6].

Proposicao 2.4. Seja a,b,c,x,y € Z, a nao nulo. Sea|bea|c, entioa | (bx+ cy).

Demonstragao: Ver [10].

Lema 2.5. (Lema de Euclides) Sejam a,b,n € N\{0} tais que an < b. Entdo,
mdc(a, b — na) = mde(a, b).

Demonstragao: Ver [10].

O Teorema 2.3 da Divisao Euclidiana, garante que existem e sao tnicos ¢q1,71 € N
tais que b =a-¢q + 7 com 0 < r; < a (a,b € N\ {0} e a < b) [6]. Este resultado,
juntamente do resultado da Proposigao 2.4 que garante que toda combinacao linear de b
e ¢ é divisivel por qualquer ntimero a que divida b e ¢ simultaneamente, é utilizado para
Demonstracao do Algoritmo de Euclides para o calculo do M DC'. Por fim, pelo Lema
de Euclides (Lema 2.5), obtermos o resultado de que mdc (a,b) = mdc (a,b—a - q) =
mdc (a,r1). Ser; = 0, ji temos o maximo divisor comum, pois mdec (a,b) = mdc (a,0) =
a. Se rp # 0, aplicamos novamente o Algoritmo da Divisao (Teorema 2.3), dividindo a
por 71 e assim sucessivamente até que o resto seja zero.
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A partir dos resultados basicos apresentados nesta se¢gao com base em [10], iniciamos,
na secao seguinte, a analise da solubilidade nos inteiros de ax + by = ¢. Ao final do
texto, no Apéndice 5A, apresentamos também um codigo Matlab (versao R2018a) para
calculo do MDC entre dois niimeros naturais nao nulos.

2.2 Existéncia de solugao inteira (z,y) da EDL ax + by = ¢

Diz-se que uma EDL do tipo az + by = ¢ tem solu¢do sempre que mdc(a, b)|c. Para
sua demonstragao, indicamos o resultado intermedidrio que estabelece que mdc(a,b)
pode ser escrito como uma combinacao linear entre a e b. Esse resultado é conhecido
como Teorema de Bézout, cujo enunciado é:

Teorema 2.6. (Teorema de Bézout) Sejam a,b € Z ndo simultaneamente nulos e
D = mdc(a,b). Entao, existem o, € Z , tais que D = aa + (0.

Demonstragao: Ver demonstragao em [10]

Assim, o Teorema 2.6 confere o resultado requerido para demonstragao da existéncia
de solucao inteira de uma EDL do tipo ax 4+ by = ¢ aqui apresentada. Dessa forma,
seguindo [10]:

Teorema 2.7. Sejam a,b,c € Z, com a e b ndao ambos nulos e seja D = mdc(a,b).
Entao, a equacdo ax + by = ¢ tem solugio em 7 se, e somente se, D | c.

Demonstracao: Ver demonstragao em [10].

Como conclusao imediata, se D = mdc(a,b) = 1, toda equagao ax + by = ¢ tem
solugdo em Z, pois qualquer que seja ¢ € Z, D | ¢, ja que 1 | ¢. Adicionalmente, se a
e b possuem sinais opostos, o niimero de solugoes inteiras positivas é infinito, enquanto
do contrério sera finito [34]. Por fim, se D t ¢, entdo a equagdo mencionada ndo possui
solugao inteira. Uma vez que ax + by = c representa uma reta, disso resulta dizer
que a reta nao passa por quaisquer pontos de coordenadas simultamentente inteiras no
reticulado Z x Z do plano cartesiano.

Além disso, podemos encontrar infinitas solugées por meio do termo geral de solucoes
inteiras da EDL, dado por [13, 14, 26]:

LL’:LUQ—i‘%t
y="yo— 5t

sendo t € Z, e desde que seja conhecida ao menos uma solugao (g, yo) inteira. Esse
resultado, que discutiremos na Secao 2.4, ja era conhecido por Brahmagupta, enquanto
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Diofanto ao estudar equagoes indeterminadas, preocupou-se em encontrar uma solugao
particular [9, 3]. Pelo Teorema 2.7, ndo se deduz que todas as solugoes inteiras podem
ser obtidas do termo geral (o que requer demonstracao) e o que de fato ocorre. Tal
resultado pode ser encontrado, por exemplo, nas referéncias [10, 14, 18].

2.3 Aplicagcao do Algoritmo de Euclides e solugao particular
por retrossubstituicao

Para obter a solugao particular da EDL ax + by = ¢, se ¢ = mdc (a,b), podemos
aplicar o algoritmo de Euclides e escrever o mdc (a,b) como uma combinagao linear de
a e b, isto é, mde (a,b) = aa + b (Teorema de Bézout 2.6). Para este caso, os valores
de a e 8 obtidos sdo a solugao particular desejada. Se, por outro lado, mdc(a,b) # ¢,
como mdc (a,b) | ¢, entdo temos que Ik € Z tal que k - mdc (a,b) = ¢. Assim, basta
multiplicar mdc (a, b) = aa + Bb por k, obtendo-se k- aa+ k- fb = k- mdc (a,b) = ¢ de
modo que a solugao particular serd (zo,y0) = (k- o, k- B3).

Para ilustrar a aplicagao do Lema de Euclides e a obtencao de uma solucao particular
para o caso da EDL ax + bx = ¢, utilizaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.8. Encontrar uma solugao particular, nos inteiros, das sequintes equagoes:
a) 12x + 105y = 3
b) 4o + 27y =T.

a) Célculo do mde(12,105):

105=12-8+9
12=9-1+3
9=3-3+40
U

3 =mdc(12,105)

mdc (12,105) = 3 e 3 | 3, portanto a equagao possui solugao em Z.
Solugao particular:

3=12-9-1
3=12—(9)-1
3=12—(105—12-8)-1
3=—-105+9-12
=12-(9) + (1) - 105
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E assim, obtemos a solugdo particular (zo, o) = (9, —1).

b) Calculo do mdc(4,27):

27=4-6+3
4=3-1+1
3=1-340
U

1 =mdc(4,27)

mdc (4,27) =1 e 1|7, portanto a equacao possui solugao em Z.
Solucao particular:

1=4-3-1
1=4—-(3)-1
1=4—-(27-4-6)-1
1=-274+4-7
1=4-(7)+(-1)-27
U x7

— 4. (49) + (=7) - 27

E assim obtemos a solugao particular (zg,yo) = (49, —7).

2.4 Solugao Geral de uma EDL ax + by = ¢

Como mencionado anteriormente, a partir da solugao particular, podemos obter o
termo geral de solugoes inteiras da EDL ax + by = c¢. Este resultado pode ser resumido
no teorema seguinte [10]:

Teorema 2.9. Se D divide ¢, sendo D = mdc(a,b), e se o par de inteiros (x¢,yo) €
uma solucao particular da Equacao Diofantina Linear ax + by = ¢, entdo sao solucoes
desta equagao os pares (z,y) tais que: T = xo+ %t ey ="y — pt, comt € Z.

Uma versao mais forte do Teorema 2.9 afirma que todas as solugoes inteiras sao
dadas por z = z¢ + %t ey = Yo — pt. Este resultado pode ser encontrado em [10] e
[14], por exemplo.

Outra estratégia para obtengao da solugao geral pode ser feita por inspegao e equi-
vale a parametrizacao da equacao da reta ax + by = c¢. Neste caso, a parametrizacao é
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dada por: a(xr —z,) +b(y — y,) = 0, onde az, + by, = c. Esse novo problema consiste
em encontrar dois nimeros z,,y, € Z, por inspe¢ao, que somados resultem em ¢, mas
um seja divisivel por a e o outro por b. Essa reformulacao, que embora trate-se do
mesmo problema inicial, é ainda interessante. Estes ntimeros podem ser exatamente
aqueles obtidos pela determinacao da solucao particular. Esta estratégia é uma maneira
de se obter a expressao da solugao geral sem recorrer a memorizacao da lei do termo
geral do Teorema 2.9. Para isto, basta que se tome (z,,y,) como a solu¢ao particular:

ar+by=c
ar + by = axq + by,
a(x—x0)+b(y—1yo) =0
a(x—xp) +b(y—y,) =0
a(r—zp) =b(y,—y)

(z — ) _ (¥p — )
b a

Seja t a constante da igualdade, podemos escrever:

- (yo—y)

(r—m) -y _, | [ =t so=x+
b a WY —t = y=yy—at

Em muitos casos é consideravelmente facil obter uma solugao por meio de inspecao.
Consideremos um exemplo.

Exemplo 2.10. Encontrar o termo geral de solugoes inteiras de 2z + 3y = 17.
Como 17T =2+ 15=2 x 1+ 3 x 5, podemos reescrever:

20 + 3y = 17

20+3y—17=0

20 —2+3y—15=0

2 —1)+3(y—5) =0
20z —1)=3(5-y)

O que indica que 2(x—1) = 3(b—y) <= @=1) — Gy), Seja t a constante da igualdade,

3 2
podemos escrever:
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—

t =>x=1+3t
t =>y=5—2t

— 3
= 5>
3 2 o

=

(e-1) G-y _, ;g{“H

Note que essa estratégia ¢ simples desde que seja facil encontrar ax, e by, tal que
ax,+by, = c. Apesar disso, a partir da solucao particular obtida por meio do Algoritmo
de Euclides, podemos realizar o mesmo procedimento dispensando a tarefa de inspecao
que, por ocasiao dos valores dos coeficientes a, b e ¢, pode ser menos evidente.

3 Resultado principal

Nesta secao, apresentamos a Abordagem por Substituicao Progressiva de forma ilus-
trada, a seguir demonstramos esse resultado e exemplificamos sua aplicacao.

3.1 Abordagem por Substitugao Progressiva para obtencao da
solucao particular da EDL ax + by = ¢

A Abordagem por Substituicao Progressiva apresenta-se como uma técnica alterna-
tiva a abordagem comumente empregada para escrever uma solucao particular da EDL
ar + by = c. Assim, desde que ax + by = ¢ possua solucao, o Algoritmo de Euclides
para o cdlculo de mdc(a, b) ainda precisa ser aplicado [15, 35]. Em contrapartida, com
essa técnica, elimina-se a necessidade das sucessivas substituicoes conforme abordagem
empregada em livros-texto. Além disso, reduz-se a atengao adicional necessaria nas
operacoes com sinais e o evidenciamento de restos deixa de ser uma fonte de erros
[15, 35].

Inicialmente, consideremos a aplicacao do Lema de Euclides para o calculo do M DC'
entre a e b. Denotemos por r; e ¢; 0 resto e o quociente das seguintes divisoes sucessivas
pela aplicagdo da Divisao Euclidiana [35]:
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a=b-q+nr
b=r1-q+rm
rL=T2 q3+ T3

Ty =73 Qs+ T4

Tn—1 = Tn " Qn+1 + Tn+1 (31)

Tn:Tn+1'Q7’L+0

Dessa forma, considerando-se o resultado das sucessivas divisoes pelo Lema de Eucli-
des (conforme Segao 2.1) e empregando-se a mesma notacao que a precedente, podemos
expressar genericamente os restos da divisdo do seguinte modo [15]:

ry=la—qb

ro=b—7r1g2 =b—(a—qb) g = —pa+ (1 + qiq2) b

r3 =11 —12q3 = (@ — bq1) — @z [—aqz + (1 + q1¢2) b] = (1 + 2q3) @ — [q1 + q3 (1 + q1¢2)] b

Ty =71y —13qs =-aqa + (L + q1q2) b — qa [a (1 + q2q3) — (1 + g3 (1 + q142)) b] = (3.2)
=—[+au+qpe)at[(1+qae)+au(a+a+ae)b

Avaliando-se os coeficientes de a e b em cada linha, encontramos um padrao alter-
nado do sinal e um padrao operatério para o calculo destes coeficientes. Seguindo a
apresentacao dada por [15], podemos organizar o desencadeamento operatério para o
coeficiente de b e o de a, que nesta formulagao envolve apenas os quocientes da Divisao
Euclidiana de cada linha, excetuando-se a que resulta em resto zero. Nas Fig.s 1 e 2,
semelhante ao apresentado por [15], é exposto o célculo de y (Fig. 1) e o célculo de x
(Fig. 2), solugoes inteiras da EDL ax + by = mdc(a, b) .

Os valores finais de = e y sao a solugao particular, enquanto os intermediarios sao
necessarios apenas para sua obtencao e determinam os seus sinais. Em resumo, podemos
computar uma solu¢do particular da EDL az + by = mdc(a,b) por meio da seguinte
recorréncia [15]:

(3.3)

j T =Ti o+ ¢ -Ti1, paral<i<n,zg=0ex =1,
Yi=VYi2+ G Yi-1, paral<i<n,yo=1ley =q.
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X Q4 [fator multiplo de b]

/

[1 T etalatalta: QQ)]]
A

Sinal dos termos que multiplicam b em cada linha (Eq. 3.2)J

Figura 1: Representacao esquemética do calculo de y da solucao particular da EDL

azr + by = mdc (a,b) a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicagao repetida
do Lema de Euclides 2.5.

[fator multiplo de a]

/

[Ch + qa(1 + g2 - CI3)]

Y
e

[Sinal dos termos que multiplicam a em cada linha (Eq. 3.2)J

Figura 2: Representagao esquemaética do célculo de x da solugao particular da EDL
ax + by = mdc (a, b) a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicagao repetida
do Lema de Euclides 2.5.
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| Iuico: q(), n |

Lo = 07

r =1, N 1 =141,

yo = 1, Nao Ty = Ti—2 + ¢ * Tj-1,
Y1 = q1 Yi = Yi—2 + G+ Yi1
e1 =1

Sim

= ) ey = ()

Figura 3: Fluxograma mostrando esquema para computacao da solucao particular da
EDL az + by = mdc(a, b) a partir dos quocientes (¢ ()) obtidos através do célculo do
mdc(a, b) pelo Lema de Euclides 2.5.

Se tormarmos ' := (—=1)"x,_1 e y := (—1)"_1 Yn—1, temos que (2’,7') sdo solugdes
de ax + by = ¢ = mdc (a,b) [15] . Para os casos em que ¢ = k - mdc (a, b) basta que
multipliquemos a solugao pelo inteiro k e assim dispomos de uma ferramenta adicional
para computar uma solucgao inteira particular da equagao. Na Fig. 3 é apresentado um
fluxograma padrao para o célculo de z; e y; seguindo a recorréncia apresentada por [15].
Em acréscimo, no Apéndice 6B, um cédigo para computacao da solugao particular via
ASP ¢ provido.

3.2 Validade da Abordagem Progressiva por recorréncia

Suponha, por hipotese, que podemos calcular os valores dos coeficientes de a e b em
cada linha da Eq. 3.2 através da Eq. 3.3, isto é:

p_ Ti =T, 0+q  -Ti_1, paral<i<n,xrg=0ex =1,
Yi =1Yio+ G -Yyi_1, paral<i<n,y=1ey =q.

Para o qual o sinal de cada x; e y; é dado por (—1)#rl e (—1)i respectivamente, até que
se obtenha 2/ = (—1)" 2; e y/ = (=1)" i, com i = n — 1, solucéio particular da EDL.
Vamos provar por inducao que a recorréncia é verdadeira e que, consequentemente,
(z',y') é uma solugao particular da EDL.
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Demonstracao:

Base de Inducao:

Para i = 2:

Temos por hipdtese que x5 = g+ qo -1 = 0+ qo -1 = g2 na Eq. 3.3, com zy, =
X9 (—1)2+1 = —qy. Pela Eq. 3.2 temos que x, = —qy como requerido.

Temos por hipdtese que yo = Yo+ q2 -1 =1+ q2-q1 = 1+ q2 -1 na Eq. 3.3, com
Yy = Yo (—1)2 =1+ qs-q1. Pela Eq. 3.2 temos que yy = 1+ q1 - g2, 0 que mostra que
Eq. 3.3 ¢ valida para v = 2.

Passagem de Inducao: Por hipotese, suponha que a propriedade é valida para todo 1 <
n—1 (Indugao forte). Vamos calcular x; 11 e y;+1 a partir da equagdo ri 1 = ri1—7; Git1
(isolando o resto euclidiano 1,41 pela Eq. 3.1).

Primeiro, temos em cada linha da Eq. 3.2, o resto escrito como uma combinagao linear
de a e b. Empregando a hipdtese da Eq. 3.3 (incluindo o sinal), podemos escrever os
restos como: r; = a - (— 1)ZJrl ri+b-(=)'yierii=a-(—1)"'xq+b-(— )l_lyi,l.
Substituindo-se em i 1 = r;_1 — T; - q;, €ncoOntramos:

Tit1 = Ti—1 — 75 - Qi41
ripr=a- (1) @i+ - (1) g - [a (=D mi+ b (‘Uiﬂi] Git1

Tit1 = a :(—1)i$z’—1 - (_1)i+1 sz’Qz’+1] +b- [(‘Diil Yio1 + (=1) (_1)iyi%+1]

i 1 i i 1
Tit1 = a (—1) T+ 1)1 ( 1) +1 xiQi+1:| +b- {(—1) lyzel + ( 1)1 ( ) leHrl}
Tiv1 = Q (—1)1%—1 +(=1)" 1( )ZH xz‘%‘ﬂ] +b- [(— )Z Yio1+ (—=1)" 1( 1)’ yzqz—l-l]
Tiv1 = a <_1)l Ti—1 + ( 1) zzQH—l} + b- [(_ )Z Yi—1 ‘|‘ i yzQH—l]
Tig1 =@ - (—1)2 [Tt + 2iGita] + b - (_1)#1 [Yio1 + Yigit1]
Tit1 = Q- ( 1)Z+2 ? [5’5@'—1 + 93i¢]z‘+1] +b- (_1)%1%72 [?Ji—1 + yiqi-i-l]
ripr = a- (=) Uz + igea] + 0 (=17 Ty + yigi]

Tig1 = a- (—1)i+2 Ti—1+ 2 | +0- (_1>i+1 Yi—1 + YiGit1
—_—— | ———— —— [ ———

sinal Tit1 sinal Yi+1

Isso mostra que para o algoritmo de Euclides com n divisoes, para 1 <1 < i+ 1 <n,
i€ P(i)=i+1¢€ P(i), o que finaliza a demonstra¢ao.

c.q.d.
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Esse resultado mostra que, para a aplicacao do algoritmo de Euclides com n divisoes,
a recorréncia definida para o cédlculo de 2’ e ' é sempre vélida, pois partindo-se da
hipétese de que ocorridas i substituigoes sucessivas é possivel calcular a (i + 1)-ésima
substituigdo subsequente (e portanto calcular cada r; da Eq. 3.2 como combinagao
linear de a e b) por meio da recorréncia dada. Assim, uma aplicacao de calculo pelo
Algoritmo de Euclides com n divisoes, tendo a n-ésima linha resto zero, z; e y; sao
dados pela recorréncia da Equacao 3.3 e consequentemente, para a tltima linha com
resto diferente de zero (linha n — 1 na Equacao 3.1) os coeficientes 2’ e ¢’ para Equagao
3.2 sdo a solucdo particular da EDL az + by = mdc (a,b) = mdc (7,,41,0) = r,11 (veja
na Equacao 3.1, tltima linha antes que o resto seja zero, que mdc(a, b) = r,41).

3.3 Solucgao Particular de uma EDL ax + by = ¢ por meio da
Abordagem por Substituicao Progressiva.

A Abordagem por Substituicao Progressiva, conforme alternativa apresentada por
[15] e [35], consiste em um desencadeamento operatério sobre os valores dos quocientes
obtidos da aplicagao sucessiva do Algoritmo de Euclides. Assim, com base na Secao 3.1,
apresentamos dois exemplos da aplicagao do resultado para obter a solucao particular
de uma EDL ax + by = c.

Exemplo 3.1. Encontrar a solucao inteira particular de
a) 286z + 60y = 2
b) 35x — 97y =5

a) Calculo de D = mdc(286,60):

286 = 60 - (4) + 46

60 =46 - (1) + 14

46 =14 - (3) + 4

14=4-(3)+2
4=2-(2)+0
4

Como mdc (286,60) =2 e 2 | 2 , portanto a EDL possui solugao em Z. Os valores dos
quocientes das divisoes sucessivas foram destacados entre parénteses em face de que
sao estes os valores necessarios para o calculo da solucao particular pela abordagem
apresentada na Segao 3.1. Assim, com ¢ = {4, 1, 3, 3} e utilizando-se do mesmo esquema
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(4+5-3=19)  (5+19-3=62)

[Solugéo: y = +62J

[Sinais dos termos que multiplicam b]

Figura 4: Modelo esquematico para o calculo de 3’ da solucao particular da EDL
286x + 60y = 2 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicagao repetida do
Lema de Euclides 2.5.

das Fig.s 1 e 2, apresentaremos o célculo da solugao particular nas Fig.s 4 (célculo de
y') e 5 (calculo de 2).
Assim, obtemos a solucdo particular (2/,y") = (—13,62). Pelo resultado do Teorema

2.9, temos como termo geral de solugoes: © = xy + %t = —13 + %t = —13+ 30t e
y:62—%t:62—143tcomt€z
b) Fagamos a seguinte mudanca de variavel: z = —y. A nova EDL serd: 35z + 97z = 5.

Calculo de D = mdc(97, 35):

97 =35 (2) 4+ 27
35=27-(1)+8
27=8-(3)+3
8=3-(2)+2
3=2-(1)+1 (3.4)
2=1-(2)+0
Y

Como mdc (97,35) = 1 e 1 | 5, a EDL possui solugdo em Z. Do mesmo modo que
para o item a), temos os seguintes quocientes: ¢ = {2,1,3,2,1}. Calculemos a solugao
particular 2’ e 2’ (Fig.s 6 e 7).
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(1+4-3=13)

A\

[Solugéo: i = —13]

1+1-3=4

[Sinais dos termos que multiplicam aJ

Figura 5: Modelo esquematico para o calculo de x’ da solucao particular da EDL
286x + 60y = 2 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicacao repetida do
Lema de Euclides 2.5.

[Solugéo: iy = —36]

[Sinais dos termos que multiplicam a]

Figura 6: Modelo esquemético para o célculo de z’ da solucao particular da EDL
3bx + 97z = 1 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicacao repetida do
Lema de Euclides 2.5.
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(4+9-1=13)

\

Solucao: 2z =13
[ )

(G - 6

[Sinais dos termos que multiplicam b]

Figura 7: Modelo esquematico para o calculo de 2z’ da solucdo particular da EDL
3bx + 97z = 1 a partir dos valores dos quocientes obtidos da aplicacao repetida do
Lema de Euclides 2.5 .

Assim, obtemos a solugao (z/,z") = (—36,13) para 35z + 97z = 1. A solucdo de
35x — 97y = 1 para z = —y, é dada por (2',y") = (2/,—%") = (=36,—13). Por fim,
como a equagao original é 35x — 97y = 5, basta que a multipliquemos por 5, isto é:
35-(=36) —97-(—13) =1 X35 (—180) — 97 - (—65) = 5. Assim, temos por solugao
particular de 35z — 97y = 5, o par (2/,y’) = (—180, —65).

Outros exemplos envolvendo a obtencao de solucao particular de EDLs do tipo
ax + by = ¢ podem ser encontrados em [16] e [17].

4 Consideracoes finais

Uma vez que a maioria dos livros-texto empregados no estudo de EDLs do tipo
ax + by = c apresentam uma abordagem unica para obtencao da solugao particular,
percebe-se que um aprimoramento relevante para o ensino do tépico € incluir apre-
sentacoes alternativas. Neste trabalho, com base em [15] e [35], detalhamos e discuti-
mos uma alternativa para obtencao da solucao particular para esse grupo de Equagoes
Diofantinas: a Abordagem por Substituicdo Progressiva do Algoritmo de Euclides. A
ref. [35] menciona que a abordagem tradicionalmente empregada é uma metodologia
‘as cegas’ até que se obtenha a relacao final, onde aparecem os coeficientes inteiros
desejados de a e b. Assim, a Abordagem por Substituicao Progressiva, que pode ser de-
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senhada exclusivamente a partir dos quocientes da Divisao Euclidiana, oferece algumas
vantagens [15]. Um argumento atrativo refere-se a maior facilidade de computacao,
manual ou para programas de algoritmo [15]. Neste sentido, [35] menciona a vantagem
da abordagem na escrita de programas computacionais, pois requer menor alocacao de
memoria e permite uma implementagao mais simplificada comparativamente a abor-
dagem tradicional. Dessa forma, provemos no Apéndice 6B uma implementagao em
Matlab do algoritmo de céalculo da solucao particular via Abordagem por Substituicdo
Progressiva.

Por outro lado, o emprego da estratégia pressupoe que se tenham avaliado e compre-
endido as razoes das operagoes requeridas para o calculo da solugao particular. Assim,
a proposta aqui discutida mostra-se como um complemento, pois acresce ao estudo de
EDLs uma nova abordagem para o calculo da solugao particular.
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5 Apéndice A: Cdédigo para o calculo do MDC

Produzido pelos autores, escrito em Matlab versao 2018Ra.
ifunction [mdc]=MDC(a0,b0)
2% Lembre—se de que ’a’ e ’b’ devem pertencer aos naturais e a

e b nao nulos

sa=abs (al) ;
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sb=abs (b0) ;
saux=1;

6

7if (a<b)
8 A;b;
9 B=a;
welse

11 A:a,
12 B:b;
1zend

14

151f (&::b)
mdc=a ;

16

17
wselse
19
mend
21

22

23

r=0;

r=a+b;
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24% Aplicacao recorrente do Algoritmo de Euclides da Divisao
sswhile (r7=0)

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
srend

38

while (r>=B)

r=A-Bxaux;
aux=aux—+1;

if (r~=0)
mdc=r ;
end
end
A=B;
B=r;
aux=1;

so fprintf (" \nmde(%d,%d)=Vd. \n",a0,b0,mdc) ;
o fprintf(\nged(%d,%d)=d.\n",a0,b0,mdc) ;

41
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42 end

6 Apeéndice B: Cédigo para o calculo da solucao par-
ticular da EDL via Abordagem Progressiva

Produzido pelos autores, escrito em Matlab versao 2018Ra.

Observar que se a e b sao multiplos entre si, mesmo a equacao ax+by = ¢ sendo solivel,
a solugao nao pode ser computada pela Abordagem por Substituicao Progressiva. Como
o método emprega os quocientes das divisoes em que o resto é diferente de zero, no
caso de a e b mutiplos, nao havendo nenhuma linha das divisoes euclidianas com resto
diferente de zero (i.e, decorre diretamente que a = bk 4+ 0 ou b = at + 0, com ¢,k € Z),
a abordagem aqui detalhada nao pode ser empregada

ifunction ASP(a,b,c)

2% Encontra a solucao particular de ax+by=c com a,b,c INTEIROS
3% Calcular o MDC(a,b)

sal0=abs(a);

sbO=abs (b) ;

6

7if (a0<b0)

8 A=b0 )

9 B=a0 )

10 Aux=b0;
1 Baux=a0 ;
else

13 A=al )

14 B=b0 )

15 Aux=a0;
16 Baux=b0 3
ivend

isT=2a0 ;

19
20% Aplicacao recorrente do Algoritmo de Euclides da Divisao
awhile (r7=0)

22 aUXZO;
23 while (I‘>:B)
24 r=A-Bxaux;
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25 aux=aux—+1;

26 if (1“~:0)

27 mdc=r ;

28 end

29 end

30 A;B;

31 B=r;

szend

33

safprintf (" \oMDC(%d,%d) = %d\n",a,b,mdc);

35

36

srif  (rem (Aux, Baux)==0)

as if (rem(abs(c) ,mde) =0)

39 fprintf (' \nComo %d nao divide %d a equagao nao tem solucao
nos inteiros.\n’, mde,c);

10 else

n fprintf(’\nOs valores de a=id e b=Uid sao miultiplos entre

si. ASP nao roda essa circunstancia. \nConsidere
verificar se a equagao pode ser simplificada.\n’, a,b);

42 end

wselse

44

1% Resolver a EDL ax+by=c

wif rem(c, mde)==

afprintf(’\nComo %d divide %d a equacdo tem solucao nos

inteiros.\n’, mdc,c);

48
wAlgoritmo para determinar os quocientes
s0j=1; q=0;

51

52 if(a0>:b0)

53 al=al;
54 bleO;
55 else
56 alzbO;
57 b1:a0;
58 end
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59 I‘:bl;

60 while (I“~:O)
61 r=rem (al,bl);
w  if (j==1)

63 q=(al—r)/bl;
64 elseif (r==0)

65 else

6 q=[q,(al-r)/bl];
67 end

68 j=i+1L

69 alzbl;

70 bl=r;

71 end

72

sn=length (q) ;
nu%Algoritmo para computar a solucao particular via ASP

75

wx=zeros (1,n+2);
77X(2) :1;
wsy=zeros (1,n+2);
ny (1) =0;

soy (2)=0;

81y(3) :1;

82

ssfor i=1:n

84 x(14+2)=x(1)+q(i)*x(i+1);
ssend

ssfor 1i=2:n

vy (2= (1) (1) ey (i41)
ssend

89

90 fi=c /mdc;
aX=x(n+2)*(—1) " (n+2);
92X:X>kfi;
03Y=y (n+2)*(—1) " (n+1);
94Y:Y>kfi;

95

o6 11 (a0>b0)
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97 Y:Y*(a/a());
98 X:X*(b/b());
sofprintf(’\nA solugao particular via ASP é (x,y)=(%d,%d).\n’,Y,

X)
woelseif (a0==h0)
101 X:c/a;

102 YZO;

wsfprintf (’\nA solucao particular é (x,y)=(%d,%d).\n",X,0);

aelse

105 YZY*(b/bO) 3

106 X=Xx*(a/a0) ;

wrfprintf (’\nA solugao particular via ASP é (x,y)=(%d,%d).\n’ X,
Y);

send

109

moelse

wmifprintf(’\nComo %d nao divide %d, entdo a equag¢do nao tem
solugdo nos inteiros. \n’,mdc,c);

nzend

uzend

maend
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