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Resumo

Em matematica, o termo “nao linear” geralmente corresponde a uma analise mais dificil.
Uma vez que os sistemas lineares sao mais simples de analisar, uma maneira importante
de entender os sistemas nao lineares é descobrir em que condicoes eles podem ser bem
aproximados por sistemas lineares. A respeito disso, temos um célebre teorema em
equagoes diferenciais nao lineares de Grobman [4] e Hartman [5], que nos garante que um
campo vetorial de classe C', X : W C R™ — R" (onde W é um conjunto aberto e p uma
singularidade hiperbdlica) é topologicamente conjugado a um campo linear A = DX (p)
(numa vizinhanga de p e 0, respectivamente). O objetivo deste trabalho é provar que
a conjugacao (“mudanca de varidveis”) no teorema de Grobman-Hartman é sempre
Holder continua. Finalmente, daremos um exemplo para ilustrar nosso resultado.

Palavras-Chave: Campos vetoriais, conjugacao, linearizagdo, singularidades hi-
perbdlicas.

Abstract

In mathematics, the term “nonlinear” generally corresponds to a more difficult analysis.
Since linear systems are easier to analyze, a key way to understand nonlinear systems
is to find out where and when they can be well-approximated by linear systems. In this
respect, we have a famous theorem in nonlinear differential equations due to Grobman
[4] and Hartman [5], which guarantees us that a vector field of class C', X : W C R" —
R™ (where W is an open set and p is a hyperbolic singularity) is topologically conjugated
to a linear field A = DX (p) (in a neighborhood of p and 0, respectively). This work
aims to prove that the conjugation (“change of variables”) in the Grobman-Hartman
theorem is always Holder continuous. Finally, we will give an example to illustrate our
result.

Keywords: Vector fields, conjugation, linearization, hyperbolic singularities.
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1 Introducao

Um resultado conhecido em equacoes nao lineares nos garante se A : R" — R” é
um campo linear hiperbdlico (autovalores com parte real nao nula) e f : R* — R™ é
uma funcao limitada e Lipschitziana com norma do maximo e constante de Lipschitz
suficientemente pequenos, entao existe um homeomorfismo h : R — R™ que conjuga
os campos Az+ f(x) e A, isto é, hog, = @yoh onde ¢(t, z) e ¢(t, z) sdo respectivamente,
as solugoes dos problemas de valor inicial

i = Av+ f(), i o= Aly),
{x<o> - ¢ {ym) - (1.1)

Como consequéncia deste resultado, temos o Teorema de Grobman-Hartman, que
garante se X : N C R® — R" é um campo de classe C' com p uma singularidade
hiperbdlica de X e A = X'(p), entdo o campo X ¢ localmente C° conjugado a A,
numa vizinhanga de p e zero respectivamente. Isto significa que, se ¢;(z) e ¢y(z) sdo
respectivamente as solugoes dos problemas de valor inicial

r = X(z) y = Ay),
{:13(0) = z ¢ {y(O) = 2z, (1.2)

entao existe um homeomorfismo h : V' — U, onde V e U sao vizinhancas de p e 0,
respectivamente, tal que h(p) =0 e h(¢(2)) = i(h(2)), sempre que z, ¢(z) € V (estes
resultados foram provados de forma independentemente, por Grobman [4] e Hartman
[5]). Em outras palavras, o Teorema de Grobman-Hartman para campos garante que
o comportamento das orbitas ao redor de uma singularidade hiperbdlica ¢ qualitati-
vamente, a menos de homeomorfismos, o mesmo que o comportamento das orbitas de
seu campo linearizado proximo deste ponto de equilibrio, onde a hiperbolicidade signi-
fica que todos os autovalores do campo linearizado tém parte real nao nula. Portanto,
quando se trata deste tipo de sistema diferencial podemos utilizar a linearizacao, que é
mais simples de ser tratada, para analisar seu comportamento ao redor de singularidades
hiperbdlicas.

No entanto, se a conjugacao for apenas um homeomorfismo, esta pode ser ainda
pouco sutil desde o ponto de vista geométrico. Pois, podemos ter dois campos vetori-
ais lineares hiperbélicos em R? que sao topologicamente conjugados mas estes campos
lineares nao tém um comportamento geométrico parecido. Por exemplo, temos que um
campo linear foco estavel é topologicamente conjugado a um campo linear né estavel
(ver Exemplo 3.11), no entanto, estes campos tém um comportamento geométrico dis-
tinto, este fato deve-se que nao podemos encontrar uma conjugacao diferenciavel entre
estes campos. Portanto, a classificacao até a conjugacgao topoldgica pode ser muito
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grosseira para entender a dinamica desses campos vetoriais. Em contraste, uma con-
jugacao diferenciavel preserva grande parte dessa estrutura. Essa hierarquia de sua-
vidade revela diferencas sutis nas propriedades dos campos vetoriais como um todo.
Dessa forma temos que estes casos de estudo sao tratados sob o aspecto de invariantes
de homeomorfismos de diferentes niveis de suavidade. Na Topologia Geral, estuda-se os
invariantes dos homeomorfismos continuos e, na Topologia Diferencial, os invariantes do
difeomorfismo suave. Mas, os homeomorfismos Holder e Lipschitz? Neste sentido, um
estudo detalhado de conjugacao Holder ou Lipschitz para campos lineares encontra-se
no artigo de McSwiggen-Meyer [11].

J& que uma das ferramentas fundamentais de campos nao lineares ao redor de pontos
fixos hiperbdlicos sao as conjugagoes, em particular as linearizagoes, o que se tenta
procurar é a regularidade da conjugacao, mas infelizmente alcancar uma conjugagao
diferenciavel nem sempre é possivel (ver Observacao 5.3), uma vez que as condigoes de
nao ressonancia sao necessarias nos autovalores.

Devido aos fatos anteriores, surge uma pergunta natural: podemos encontrar uma
conjugacao ligeiramente melhor que a conjugacao continua sem modificar as hipdteses
do Teorema de Grobman-Hartman? Respondendo a esta questao, o objetivo principal
deste trabalho é mostrar que a conjugagao h dos sistemas (1.1) tem a forma h : R" —
R" h = x + v(z), onde v(x) continua e limitada que ademais é a-Holder, com h
inversivel onde, h™'(z) =  + w(z), com w(z) continua e limitada que ademais é -
Holder. Como consequéncia deste resultado melhoramos a regularidade da conjugacao
do Teorema de Grobman-Hartman, isto é, provaremos que a conjugacao h dos sistemas
(1.2) é um homeomorfismo local a-Holder. Por tltimo, gostariamos de destacar que
entre as subclasses de fungoes continuas mais conhecidas (Holder e Lipschitz) obter
uma conjugagao Holderiana é o melhor resultado possivel, pois Irwin [7, p. 127] afirma
que sob as hipdteses do Teorema de Grobman-Hartman podemos ter que a conjugacao
nao seja Lipschitziana.

Desejariamos destacar, devido as diferentes aplicacoes do Teorema de Grobman-
Hartman (ver, por exemplo, [8], [9] e [2]), que este trabalho foi escrito para estudantes
e/ou pesquisadores de matematica, fisica, biologia e engenharia.

2 Breve Introducao a Campos Vetoriais e Fluxos

A seguir, usando o livro de Sotomayor [13], daremos um breve resumo da teoria de
campos vetoriais associados a equagoes diferenciais. Denotaremos por U C R"™ um
subconjunto aberto de R".

Definigao 2.1. Seja U C R™ um subconjunto aberto de R™. Um campo vetorial de
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classe C*,k > 1 é uma aplicacio X : U — R™ de classe C*. Ao campo vetorial X

associamos a equacao diferencial
¥ = X(z). (2.1)

As solugoes desta equacao, isto €, as aplicacoes diferencidveis € : I — U, onde I € um
intervalo aberto da reta, tais que

§t) = X)), tel (2:2)
sao chamadas de trajetorias ou curvas integrais de X ou da Fq. (2.1).

Notemos que a Eq. (2.2) é equivalente a seguinte equacao integral

€0 =0+ [ X(es (23)

quando £(0) = x.

Teorema 2.2 (Teorema do fluxo local ([13])). Seja X : U — R™ um campo de
vetores de classe CF, k > 1 definido no aberto U. Entado:

(i) (Existéncia e unicidade de solugées maximais) Para cada xg € U, eziste a
solugao mazimal p(-,z9) de & = X (), (0) = xo, definida no intervalo maximal
Ly,

(ii) (Diferenciabilidade em relagcao as condigbes iniciais) O conjunto D =
{(t,x) : t € I,,o € U} € aberto em R"™ e a aplicagio ¢ : D — R™,dada por
(t,20) — p(t,m0) € de classe C*. Além disso, temos a relagdo

d(Dwo(p(tv xO))
dt

= DX(go(t,xo))ongo(t, Io), (Dl"ogp) |(0,LEO): I,

onde I, € a matriz identidade de ordem n.

(iii) (Proposicdo de grupo) Se yo = ¢(to, o), com ty € Iy, entio I,y = I, —ty e
©(s,90) = @(s, ¢(to, o)) = ¢(to + s, Z0).

Observagao 2.3. Do Teorema 77, segue que se (tg, zg) € D, entdo existe uma vizinhanga
V de o em U tal que @]y, : V = ¢ (V) C U é um difeomorfismo. Com efeito, se ¢t €
I,,, dado que D é aberto (Teorema ?7?, item (ii)), temos que existe uma vizinhanca V'
de zg em U tal que t € I, para todo = € V. Pelo item (ii) do Teorema ??, temos que
¢r ¢ C* e do item (iii) temos que P—tlpy vy 1 (V) = V estd bem definido, sendo a
inversa de ¢y,
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Definigao 2.4 (Fluxo local). O fluzo local ou grupo local a um parametro gerada por
X € a aplicagao p : D — R".

Definicao 2.5 (Fluxo global). Um campo X € dito completo se o intervalo de de-
finicdo de qualquer solu¢ao maximal da Eq. (2.2) € a reta toda, isto €, I, = R; para
todo x € U, ou seja, se D =R x U. Neste caso, a fungao ¢ : I — U é chamado fluxo
global.

Observacao 2.6. Condigoes suficientes para termos campos completos:
(i) Se U =R" e X é limitado (|| X (z)|| < ¢ para todo x € R™), entao X é completo.
(ii) Se o campo X : R" — R" é globalmente Lipschitz, entdo X é completo.
Denotamos por Diffk(U ) o grupo dos difeomorfismos de classe C* do aberto U C

R"™, dotado da operacao de composicao.

Observacao 2.7. As seguintes propriedades justificam a terminologia de grupo a um
parametro na Definicao 2.4. Seja X : U C R™ — R” um campo de vetores completo de
classe C*, k > 1. Entdo o fluxo de X, ¢ : R x U — U satisfaz:

(i)
XD _ gty p(0.0) = .

Em particular, X (z) = %—f](o 2

(i) ¢(s,p(t,x)) = p(s+t,x), para quaisquer s,t € R.

(iii) Fixando ¢, a aplicacdo ¢;(r) = ¢(t, z) define um difeomorfismo C*. Além disso,
a aplicacdo ® : R — Diff*(U), dada por ®(t) = ¢, define um homeomorfismo de
grupos.

Exemplo 2.8. Considere o campo Y (z,y) = (2z, —4y). Temos que o fluxo do campo Y
é dado pela aplicacao, ¥(t, (a,b)) = (e*a, e~*b). De fato, derivando a funcao (¢, (p, q)),
em relagao a t obtemos,

di(t, (p, q))

P = (2e¥p, —de™Mq) = Y (¥(t, (p, q)))-

Logo, por defini¢ao, concluimos o exemplo.
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(a) Fluxo do campo Y (b) Fluxo do campo X

Figura 1: Fluxos dos Exemplos 2.8 e 2.9, respectivamente.

Exemplo 2.9. Considere o campo X (z,y) = (z, —y+2?). De forma similar ao exemplo
anterior, pode-se verificar que o fluxo do campo X é dado por

©(t, (a,b)) = (aet, (b — %3)64 + dei”t) .

Exemplo 2.10. Considere o campo M(x,y, 2) = (2z,y, —z). Analogamente aos exem-
plos anteriores, podemos verificar que o fluxo do campo M ¢é dado por

p(t, (a,b,c)) = (¢"a,e'be"c).

Observagao 2.11. Neste trabalho, apresentaremos uma das técnicas da teoria qualitativa
de equagoes diferenciais que sdo as conjugagoes (“mudangas de varidveis”). Por exem-
plo, vamos a ver através de uma conjugacao que os campos X e Y sao qualitativamente
semelhantes (ver Figura 1). Porém, ndo pretendemos realizar um estudo quantitativo
completo das equagoes diferenciais (estas ferramentas, podem ser encontradas nos livros
de Introducao as Equacoes Diferenciais Ordindrias).
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Figura 2: Fluxo do campo M.

3 Conjugacao de Campos Vetoriais

Nesta segao, introduziremos a nogao de conjugacao de campos vetoriais (“mudanga
de varidveis”), mas antes disso, daremos a seguinte definigao.

Definicao 3.1. Um homeomorfismo € uma func¢ao continua h : M — N cuja inversa
[~V N — M também é continua.

Exemplo 3.2. A fungao h : [0,1] — [0,1], definida como h(z) = sen? (Zz) ¢ um
homeomorfismo (Ver Gréfico 3). Com efeito,

e Temos que h(x) é continua, pois é composicao de fungdes continuas.

e Temos que h(0) = 0,h(1) = 1. Logo, usando o teorema do valor intermedidrio,
temos que para h(0) < d < h(1) existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = d, o que mostra
que h(x) é sobrejetora.

e Desde que P'(z) = 2sen (%) cos (Z£) T = sen(nz)Z > 0,se 0 < z < 1, h(z) é

mondtona crescente, assim injetiva.
e Assim, a funcdo h(z) é invertivel. A inversa ¢ dada por h™'(z) = 2 arcsin(y/z),

pois h o h™1(x) = z. Daqui, a sua inversa também é continua.

Observacao 3.3. Uma funcao continua e bijetiva nao é necessariamente um homeo-
morfismo, pois a inversa nao é necessariamente continua, como nos mostra o seguinte
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(a) Funcao h(x) (b) Funcao h™1(x)

Figura 3: Grafico da fungao h e sua inversa.

exemplo. Considere o conjunto S' = {(z,y) € R?: 22 + y? = 1}. A funcio

h: [0,2r) — S
t — (cos(t), sen(t))

é continua, pois suas coordenadas sao continuas, e é bijetora com inversa

g=h"t:S'"  —10,27)
z = (cos(t),sen(t)) —t=g(z).

Porém, nao é um homeomorfismo, pois S! é um conjunto compacto. Assim, g nao pode
ser continua, pois sua imagem [0, 27) nao é compacta em R.

Defini¢ao 3.4 (Conjugacao de campos). Sejam X e Y dois campos vetoriais de
R",X:U%R”,Y:V%R”,esejamgb:D—>U,¢:ﬁ—>Vosﬂuxosde
X eY, respectivamente. Dizemos que X ¢é topologicamente conjugado a'Y (resp. C*-
conjugado) se existe um homeomorfismo (resp, um difeomorfismo C*) h : U — V tal
que

ho(t, ) = ¢(t, h(x)),
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para todo (t,x) € D. Neste caso, temos necessariamente 1™ (x) = I™*(h(zx)), onde
1™ (z) e I™*(h(x)) denotam os intervalos mazximais das respectivas solu¢oes mazxi-
mais. O homeomorfismo h se chama conjugagdo topoldgica (resp. C*-conjugagao )
entre X e Y.

Observacao 3.5. De forma pratica, podemos ver A como uma “mudanga de variaveis”
que torna os dois campos vetoriais equivalentes no sentido topoldgico ou diferencial,
respectivamente. A mudanca de variavel transfere uma propriedade das solugoes de X,
¢(t, x), para uma propriedade sobre as solugoes de Y, 1(t, h(x)).

3.1 Exemplos

A seguir, apresentaremos alguns exemplos que nos ajudarao, a ter uma visao geométrica
e analitica de conjugagao (“mudanca de varidveis”). No restante deste trabalho, usare-

mos a notagao (z,y)! := ( z ) :

Vamos lembrar uma notacao importante que é a exponencial de uma matriz qua-
drada A (cf. [13, p. 58]), definida como

00 Ak
€A = Z E,
k=0

onde A* = AxAx...xA. Além disso, a exponencial de uma matriz tem as seguintes

k—vezes

propriedades (cf. [13, p. 58 e p. 61])
Proposicao 3.6. Sejam A, B e C matrizes de ordem n X n. Entdo,
(a) L(eM) = AeM = eMA, 4 =1T;
(b) etH9A = gtdesA
(c) Se BC = CA, entio e'BC = Cet4;
(d) Se B = C~1AC, entio 'P = C~1e!AC;

() llet|l < el

Exemplo 3.7. Considere as seguintes matrizes

-1 =3 (2 0 111 o
S R R R
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Seja X (x,y) = A(x,y)" = (—x — 3y, =3z — y). Temos que (cf. [13, Proposigao 2.11]), o
fluxo é dado por

©(t, (a,b)) = e(a,b), ondeteR e (a,b) € R%.

Seja ¥(t, (p,q)) o fluxo de tipo “sela” (um autovalor negativo e o outro positivo) do
campo Y = B(z,y)! = (2x,—4y). Temos que, (t,(p,q)) = (e p, e 4q). Pode-se
verificar que a rotacdo de 45°, definida por h(z,y) = R(x y)t = (x +y,—x+y),é
HE—yrty).
Como B = h™tAh, pela Proposigao 3.6, item (d), se segue que, e5! = h™~ eAth Portanto,

h(¥(t,p)) = ¢(t, h(p)).

A Figura 4 nos mostra, que através do campo Y (mais simples) e da conjugagao h (“mu-
danga de varidvel” mediante uma rotagdo de 45° ), podemos entender as propriedades
dindmicas do campo X (um pouco mais complicado).

|| 3|

uma funcao analitica com inversa analitica h=!(z,y) = R~ (z,y)!

0 0

/ NN ——

-
€

o
C
\

o

o

o

N {7 N

0 0

(a) Retrato de fase de Y’ (b) Retrato de fase de X

Figura 4: Conjugacao de duas selas lineares.

Exemplo 3.8 ([13]). Seja o campo X = (z,—y + 23). Pode-se verificar que o fluxo é
dado por

a,3 CLS
oL, (a, b)) = ( b= Syt z) |
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onde t € R e (a,b) € R% Seja ¥(t,p) o fluxo linear de tipo “sela” Y = (z, —y). Pode-se
provar que, a funcao h : R?> — R? definida por h(x,y) = (x,y + %3) , ¢ uma funcao

analitica com inversa h™t(z,y) = (z,y — %) de modo que,

h(¥(t,p)) = @(t, h(p)).

A Figura 6 nos mostra, que através do campo linear Y (mais simples) e da con-
jugacdo h (“mudanca de variavel”, que fixa o eixo y e que muda o eixo z para um eixo
cibico —x3/4), podemos entender as propriedades dinamicas do campo nao linear X
(mais complicado).

T
Py
I~
T~
T
\

(a) Retrato de fase de Y (b) Retrato de fase de X

Figura 5: Conjugacao de duas selas, sendo uma nao linear.

3.2 Conjugacoes Topologicas Para Campos Lineares

Nesta parte, enunciamos um teorema que caracteriza conjugacoes topolégicas para cam-
pos lineares. Para isso, vamos introduzir as seguintes notacoes:

e O conjunto L(R") denota todas as aplica¢oes lineares 7T : R” — R™ limitadas.

e O conjunto GL(R"™) denota todos os elementos de L(R™) que sao invertiveis.
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e O conjunto ¢(7T") denota o espectro de T' (conjunto de autovalores da trans-
formagao linear 7"). Para mais detalhes, veja-se o livro de Santos [12, p. 394].

Defini¢ao 3.9 (Campo Vetorial Linear Hiperbdlicos). Dizemos que A € L(R")
€ um campo linear hiperbolico se todos seus autovalores tém parte real nao nula.

Defini¢ao 3.10. Dado A € L(R"), denotamos por m(A) o nimero de autovalores de
A com parte real positiva, contadas com suas multiplicidades.

Teorema 3.11 ([13]). Dois campos lineares hiperbélicos, ' = Ax e ¥’ = Bx sao
topologicamente conjugados se, e somente se, m(A) = m(B).

Demonstracao: A prova deste teorema pode-se encontrar no livro de Sotomayor
[13, p. 81].

-1 -1 0 2

¥’ = Ax e x = Bx s@o topologicamente conjugadas (ver Figura 6). Além disso, elas
nao podem ser diferenciavelmente conjugadas nem linearmente conjugadas. De fato,
temos que os autovalores da matriz A sao {—14 ¢, —1 — i} e os autovalores da matriz
B sao {—1,—1}, logo m(A) = m(B) = 0. Assim, pelo Teorema 3.11 temos que as
equacoes lineares ' = Ax e x = Bx sao topologicamente conjugadas. Dado que A e B
tém formas canodnicas distintas elas nao podem ser diferenciavelmente conjugadas nem
linearmente conjugadas ([13, p. 72]).

Exemplo 3.12. Sejam A = [ - } eB = { -1 0 } Entao, as equacoes lineares

Observacao 3.13. O Exemplo 3.12 nos mostra que, apesar da importancia das con-
jugacoes entre campos, devemos ter cuidado na interpretacao geométrica que venha
desta. E por esta razao, que se procura melhorar as conjugacoes topoldgicas, pois
enquanto tivermos maior regularidade na conjugacao os campos conjugados sao mais
parecidos, como nos mostra o Exemplo 3.8.

Observagao 3.14. No artigo de Patrick et al. [11], os autores ddo uma caracterizagao
completa para a existéncia de conjugagoes Holder e Lipschitz para campos lineares
hiperbdlicos. Além disso, apresentam vérias justificativas geométricas que nos per-
mitem diferenciar entre campos lineares conjugados, dependendo da regularidade da
conjugacao (topoldgica, Holderiana, Lipschitziana).

4 Resultados Principais

Nesta secao provaremos os resultados principais deste trabalho, veremos primeiro as
seguintes definigoes.
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(a) Retrato de fase de B (b) Retrato de fase de A

Figura 6: Conjugacao entre um foco estavel e um no estavel.

Definicao 4.1. Seja M um subconjunto de R™. Uma aplicagio F' : M — M € Lips-
chitziana, ou simplesmente Lipschitz, se existe A > 0, tal que

[1£(x) = F(y)ll < Allz =yl

Dizemos que \ é uma constante de Lipschitz de F'. Denotamos o infimo das constantes
de Lipschitz de F' por Lip(F), o qual €, ele mesmo, uma constante de Lipschitz.

Definicao 4.2. Sejam U eV dois subconjuntos de R™. Dizemos que um homeomorfismo
local ® : (U,p) — (V,0) € a-Hélder se

[@(2") — @(«")]| < Cla" — 2"
numa vizinhanca de p, e
Jot @) — @t < Ol — 27"
numa vizinhanca do zero.
A seguir, introduzimos a nocao de ponto critico hiperbdlico.

Defini¢ao 4.3 (Singularidade Hiperbdlica). Dado um campo de vetores X : U —
R™, de classe C*. Uma singularidade p € U de X (X (p) = 0) é chamada hiperbdlica
se a equagao determinada por sua parte linear DX (p) € L(R™) € hiperbdlica, isto €, se
0s autovalores de DX (p) tém parte real nao nula.
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4.1 Enunciado dos Resultados

Nesta subsecao, enunciaremos os resultados principais deste trabalho. A seguir, enun-
ciamos o primeiro resultado principal.

Proposicao 4.4. Seja A € L(R™) um campo linear hiperbdlico. Entao, existe um
nimero 0 > 0 tal que para qualquer fungao Lipschitziana f : R™ — R™, com Lip(f) < 0,
f(0) = 0, existe uma tunica fungio h : R™ — R" h =z + v(x), onde v € limitada e
a-Holder, tal que

hoi = ioh,
onde o(t,z) e ¢(t, z) sao respectivamente, as solugées dos problemas de valor inicial
i = Av+ f(z), y = Ay),
{ z(0) = 2z, ¢ { y(0) = =z (4.1)

Além disso, h é inversivel onde, h™'(z) = x + w(x), com w limitada e a-Hdlder.
Isto nos garante que, a menos do homeomorfismo a-Hélder h, os retratos de fase das
equagoes (4.1), sao os mesmos respectivamente nas vizinhangas de p e 0.

Finalmente, enunciamos o Teorema de Grobman-Hartman com regularidade o-
Holder para a conjugacao.

Teorema 4.5 (Teorema de Grobman-Hartman para Campos Vetoriais). Se-
jam W C R™ um aberto, X : W — R™ um campo de classe C*(k > 1) e p uma
singularidade hiperbolica de X. Considere A = DX (p). Entao o campo vetorial X é
localmente a-Hélder conjugado a sua parte linear A numa vizinhang¢a de p e de 0, res-
pectivamente, para um « suficientemente pequeno. Isto significa que, se ¢i(z) e v(2)
sao respectivamente as solucoes dos problemas de valor inicial

T = X(ZE), y = A(y),
{x(O) = z, ‘ {y(()) = z, (4.2)

entao existe um homeomorfismo a-Holder h : 'V — U, para um « suficientemente
pequeno, onde V e U sdo vizinhangas respectivamente de p e 0, tal que h(p) = 0, de
modo que

h(di(2)) = e(h(2)),  sempre que  z,¢i(z) € V.

Isto nos garante que, a menos do homeomorfismo a-Hélder h, os retratos de fase das
equagoes (4.5), sao os mesmos respectivamente nas vizinhancas de p e 0 (ver Figura

7).
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Fluxo ao redor de p, x'=X(x) Fluxo ao redor de 0O, y'=A(y)

Figura 7: Possivel interpretagao geométrica do Teorema 4.5.
Fonte: Adaptacao de uma figura apresentada por Sotomayor [13, p. 226].

4.2 Prova da Proposicao 4.4

Nesta subsecao provaremos a Proposicao 4.4.

4.2.1 Resultados Auxiliares

A seguir, introduziremos algumas definigoes, enunciaremos e/ou provaremos alguns
resultados auxiliares, que nos ajudarao na demonstracao da Proposicao 4.4.

Definicao 4.6 (Isomorfismos Hiperbdlicos). Dizemos que A € GL(R™) é um
isomorfismo hiperbdlico se o(A) NS =0, onde S' = {z € C: ||z| = 1}.

Definicao 4.7. Sejam V uma vizinhan¢a do ponto 0 € R" e F': V C R” — R"” um
difeomorfismo sobre sua imagem. Dizemos que z € um ponto fixo hiperbolico de F' se
e somente se

F(z)=2z DF(z2):R" — R" € hiperbdlica.

O teorema a seguir, garante Linearizacao Holder mais a identidade para per-
turbacoes de aplicacoes lineares hiperbdlicas.

Teorema 4.8. Seja A : R — R"™ um isomorfismo hiperbdlico. Entao, existe um
numero T > 0 tal que para qualquer funcao f : R™ — R™ com Lip(f) < 7, f(0) =0
existe uma unica funcio ¢ : R™ — R™ continua, limitada e a-Holder, para algum
0 <a<, tal que

VoA(z)=(A+ f)o¥(z), para z€R"
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onde F(x) = ANx) + f(z) e ¥(x) = = + ¢(x). Além disso, ¥ : (R",0) — (R™,0)
(U(0) =0) ¢ inversivel, com inversa ¥~ (x) = ®(x) = v + ¢(x), onde ¢ : R* — R" é
continua, limitada e c-Holder.

Demonstragao: A prova deste teorema pode-se encontrar no artigo de Barreira-Valls
[1, Teorema 1].

Observagao 4.9. O Teorema 4.8 é essencial para demonstrar a Proposigao 4.4.

Observagao 4.10. O Teorema 4.8 é caso particular do resultado de Barreira-Valls [1].
Na realidade, no artigo, num espaco de Banach X, é provado o resultado para o
caso de sequéncias de isomorfismos hiperbélicos, que corresponde a uma dinamica nao
auténoma com tempo discreto. Isto é, sob certas condigoes, se a sequéncia (A, )mez é
hiperbdlica e a sequéncia de aplicagoes (fn)mez com Lip(f) < ¢, onde § é suficiente-
mente pequeno, entao existem homeomorfismos h,, : X — X para m € 7Z satisfazendo

hm o Ap(z) = (A + fin) © hn(x), para =€ X,

que sdo unicos entre aqueles tais que h,, — Id e h,,! — Id sao limitados para cada m € Z.
Além disso, para ¢ suficientemente pequeno, existem um 0 < o < 1 e um K := K(a,0)
tal que

1 (@) = b ()] < Kllz =yl e [Ihy,' (@) = by W) < Kz —y]°
para cada m € Z e cada z,y € X com ||z —y|| < 1.

A proposicao a seguir nos da a dependéncia continua entre as solugoes, de uma
equacao diferencial com campo Lipschitziano, em relacao as condicoes iniciais.

Proposicao 4.11. Seja F' : R" — R™ uma fun¢ao Lipschitziana, com constante de
Lipschitz C, entao as solugdes mazimais da equagdao diferencial x' = F(x) estao defini-
das em toda a reta R. Além disso,

o, 20) = (t, yo) | < M|z — yoll,

para quaisquer t,tg € R e xg,yo € R™, onde p(t,x) e ¢(t,yo) sdo solu¢des mazximais
com condigoes iniciais p(to, xo) = xo € ©(to, Yo) = Yo, respectivamente.

Demonstracao: A prova deste teorema pode-se encontrar no livro de Sotomayor
[13, p. 38].

A seguir, enunciaremos e provaremos um resultado, que nos fornece uma férmula
para as solugoes maximais para perturbacoes Lipschitziana de campos lineares.
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Lema 4.12 (Férmula de variacao de constantes). Sejam A uma matriz n X n e
f:R™ - R™ uma funcdo Lipschitziana, com constante de Lipschitz 9, entdo as solugoes
mazximais p(t, xg), p(to) = o, da equacao diferencial ' = Ax + f(z) estio definidas
em toda a reta R. Além disso:

(i) Temos a igualdade p(t,zq) = eAtt0) gy 4 ftz eAt=9) f(p(s, x))ds.

(i) A funcao g(x) = fti eAt=3) f(o(s,x))ds ¢ Lipschitziana, com constante de Lips-
chitz, e@PIAIFOIE=tol§ - Ademais, se f € uma fungdo limitada (|| f|| < d), entdo g(z)
também € uma funcdao limitada, com

lg(@)]| < [t = tole! M=l

Demonstracao: Como a funcao f tem constante de Lipschitz J, entao a funcao
F(z) = Az + f(z) tem constante de Lipschitz (||Al| + 0). De fato,

F(z)—F(y) = Az+ f(z)— (Ay+ f(y))
= Alz —y)+ f(z) — f(y).

Assim, tomando norma em ambos os lados e usando o fato que A é uma funcao Lips-
chitz, com constante de Lipschitz ||A|| e f tem constante de Lipschitz d, obtemos

1F(z) = Fy)ll < [[Alz =)l + [f(z) = Fw)ll

< [[Alllle =yl +8llz =yl
(Al +0) |z =yl

Portanto, pela Proposigao 4.11 temos que as solugbes maximais, ¢(t,zg), da equagao
diferencial 2/ = Az + f(x) estao definidas em toda a reta R.

tA

(i) Derivando a fungao e (¢, xy) em relacdo a ¢, aplicando a regra do produto e

Proposigao 3.6, obtemos

d

_ _ o d
7 (e tAgo(t,:cg)) = —Ae Mot z0) + Atago(t,xo).

Assim, dado que ¢(t, z¢) é solucao da equagao diferencial ' = Az + f(x), temos

d

pr (e ™p(t,z0)) = —Ae Mp(t,z0) + e M (Ap(t, 2o) + f(p(t, 20)))

= —Ae‘Atgo(t, xo) + e_AtAgp(t, x) + e_Atf(go(t, 7))
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Como, Ae=4 = ¢~ A (ver Propiedades (3.6)), obtemos

d

p (e’m(p(t, 9)) = e fp(t, mp)).

Logo, integrando ambos os lados desta igualdade e aplicamos no lado esquerdo o
Teorema Fundamental do Célculo, para todo t € R, temos que

[ eetsaas = [ e iptsa

to

e (t, z0) — e p(ty, 1) = / 49 £ (i, 20))d

to
e Mot xg) — e gy = / A5 £(p(s,20))ds.
to

tA

Portanto, multiplicando ambos os lados desta igualdade por e e usando a Eq.

(3.6), obtemos

t
o(t, zg) = etz +/ e f(p(s, x))ds.

to

Assim, concluimos a demonstracao.
(ii) Usando a definigao de g(z) := ftz eAt=9) f(p(s, x))ds, obtemos

o) — gly) = / A £ (s, 2))ds — / A f (s, y))ds

to to

— / eA(tfs)<f(90(3,£L'>)—f(gp(s,y)))ds.

to

Assim, como f(x) é uma funcao Lipschitziana com constante de Lipschitz 4,
temos

loe) gt < el [ 1 ((s.2)) = F(o(s.9) s

< A= t0|5/ (s, 2) — (s, 3) |ds.

Portanto, como (s, z) é solugao da Eq. ' = F(x) := Az + f(z) e F(z) é uma
fungao Lipschitziana com constante de Lipschitz (||A||+6), pela Proposicao 4.11,
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obtemos
t
lota) =)l < e [l - yas
to

_ Al tol (AT toly 5 2 — |

20 A+l

= ¢! — .

Além disso, como [let|| < el 4l temos

lg(@)l = / A f (s, 2)) ds

< / 1469 F(o(s, 2))||ds

— = oMol g,
Assim, concluimos a demonstracao.
]

Defini¢ao 4.13 (Campo vetorial linear hiperbdlico). Dizemos que A € L(R"™) é
um campo linear hiperbdlico se o(A)NS =0, onde S = {iz € C: x € R}.

O seguinte lema nos da uma relagao entre o espectro da matriz A e o espectro da
exponencial e4.

Lema 4.14. Seja A uma matriz, entao temos que o(A) nao tem autovalores com parte
real zero se somente se o(e't) (t # 0) ndo tem autovalores com norma 1. Em outras
palavras, um campo vetorial linear A € hiperbolico se e somente se, para algum (e,
portanto, todos) t real diferente de zero, !4 é um automorfismo hiperbélico

Demonstragao: Aplicando o Teorema do Mapeamento Espectral de Dunford (cf.
oo "

7, Teorema 4.55]) para a funcdo analitica f(z) = > o2, %, temos que o(e') = 7).

Logo, o(A) nio tem autovalores com parte real zero se somente se o(e) (t # 0) nao
tem autovalores com norma 1.

Lema 4.15. Considere as funcoes f: R* - R", g : R" - R" e h : R® — R" tal que f
seja uma funcao limitada. Entao, a funcao w = f o go h também ¢é limitada.
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Demonstracao: Como f ¢ limitada, entao existe um nimero ky tal que
| f(z)]| < kg, paratodo zeR™ (4.3)

Seja x € R™ um ponto arbitrario. Dado que w(z) = f(g(h(x))), entdo [w(z)| =
| f(g(h(x)))]|. Assim, por Eq. (4.3), temos

|w(z)|| < ks, paratodo z € R"

Logo, a fungao w é uma funcao limitada.

Lema 4.16. Considere as fungoes f : R* - R", g : R®* - R" e h : R* — R" tal que
f seja funcdao continua e g funcdo limitada. Entdo, a fun¢ao w = f o goh também é
limitada.

Demonstracao: Como g ¢ limitada, entao existe um ntmero k, tal que
lg(2)|| < kg, paratodo z € R™. (4.4)

Seja x € R™ um ponto arbitrario. Dado que g o h(y) = g(h(zx)), entao da Eq. (4.3),
temos
lg o h(@)[| = llg(h(z))[| < kg, para todo = cR". (4.5)

Seja a bola Blk,,0] = {z € R" : ||z|| < k,} fechada. Sabemos que B[k, 0] é um
conjunto compacto, entdao como f é uma funcdo continua temos que Y = f(Blky, 0])
¢ um conjunto compacto, em particular ¥ é um conjunto limitado. Assim, existe um
namero ky de modo que

ly|| < ky, paratodo ye€Y. (4.6)

Dado que w(z) = f(g(h(x))), entao ||w(x)|| = || f(g(h(z)))||. Por Eq. (4.5) temos que
g(h(x)) € Blky,0]. Assim, w(xz) € Y. Logo, por Eq. (4.6), temos

|lw(z)|| < ky, paratodo z & R"™

Portanto, a funcao w é uma funcao limitada.

4.2.2 Demonstracao da Proposigao 4.4.

A seguir, com ajuda dos resultados auxiliares anteriores, provaremos a Proposicao
4.4, que é o resultado principal deste trabalho.
Demonstragdo: Pela férmula de variacao de constantes (Lema 4.12) temos que as
solugoes maximais ¢(t,xg) da equagao diferencial ' = Az estdao definidas em toda a
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reta R. Além disso, ¢(t, z0) = e'tzy. Por outro lado, temos que as solugdes maximais
©(t,zo) da equagao diferencial 2’ = Az + f(x) estdo definidas em toda a reta R. Além
disso,

(o) = @(t,x0) = e +/0 eA(t_S)f(go(s,m))ds. (4.7)

Logo, se fixamos um numero real g # 0, temos que

oal@) = plg,7) = Al 1 / LA (s, 2))ds = M 4 Gy(x),
0

onde ¢,(0) =0 e g,(z) é uma fungdo Lipschiziana com constante de Lipschitz

- = Sl g

Como A é um campo linear hiperbélico, segue-se do Lema 4.14 que ¢(q,x) := ez é
um isomorfismo hiperbdlico, ou seja, a funcdo ¢,(x) é uma perturbagao do isomorfismo
hiperbélico ¢(q, x) por uma funcdo Lipschiziana. Assim, pelo Teorema de Linearizacao
Holder para perturbagoes de aplicagoes lineares hiperbdlicas (Teorema 4.8), temos que
existe uma tunica fungao h : R" — R™, h = z + v(x), onde v é limitada e a-Hdlder, tal
que

ho ¢, = g0 h.

Além disso, h é inversivel onde, h™!(z) = x + w(z), com w limitada e a-Holder.
A seguir, mostraremos que esta mesma funcao h também conjuga os outros tempos,
isto é,
hoo(t,z) = ¢(t, h(z))

para t € R e para z € R™.
Com efeito, seja t € R um ponto arbitrario. Definimos a funcao

h(z) = piohod_i(x).
Afirmacao 1. Temos que h = h.

Afirmacdo 1.1 A funcio h conjuga os isomorfismos #(q, ) = ez e @, (z). De fato,
usando a definicao de h e as propriedades de fluxo (ver Observacao 2.7),

W(¢g(x)) = @rohogyopy(x)=pi0(hod,) od ()
@i 0 (pgoh)op_t(z)

= g0 (prohod y)(z)

= g0 h().
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Afirmagio 1.2. Seja I(z) := x, temos que h—I = (¢, — @) ohod_,+¢y0(h—1I)og_,.
De fato, usando a definicao de h e as propriedades de fluxo

h—1 = piohogp y—¢0ohod —¢iop 1+ ¢iohopy
= (pt—d)ohody+¢o(h—TI)og.

Afirmacgao 1.3. A funcao h — I é limitada.

Pelo Lema 4.12 temos que (¢ — ¢;) é uma fungao limitada. Assim, pelo Lema
4.15, a funcao (¢, — ¢y) oho¢_, também é limitada. Por outro lado, pelo Teorema
4.8 temos que a funcdo (h — I) ¢é limitada, entdo como ¢; é uma funcao continua,
pelo Lema 4.16, temos que a fungao ¢, o (h — I) o ¢_; é limitada. Logo, segue da
Afirmacao 1.2, que a funcao h — I é limitada.

Com_as Afirmagoes 1.1, 1.2 e 1.3, concluiremos a Afirmagao 1. De fato, como h =
I+ h—1:=1+4 7, segue da Afirmacao 1.3 que a funcdo v é continua e limitada e
pela Afirmagao 1.1 conjuga ¢(q,r) = ez e g(z) := p,(z). Assim, pela unicidade do

Teorema 4.8 temos que h = h. Isto completa a prova da Afirmagao 1.

Afirmacao 2. A fungao h conjuga ¢, e p;, para todo t € R, isto é,

hod(t,z) = @(t, h(z))

De fato, seja t € R um ponto fixo arbitrario, tem-se
ho di(x) = prohod_yod(r) = poh(x).

Como h = E, segue a Afirmacao 2. Isto completa a prova da proposicao. O

4.3 Prova do Teorema 4.5

Nesta subsecao provaremos o Teorema 4.5.

4.3.1 Resultados Auxiliares

A seguir, introduziremos algumas definigoes, enunciaremos e/ou provaremos alguns
resultados auxiliares, que nos ajudarao na demonstragao do Teorema 4.5.
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Lema 4.17 (Lema de extensao). Seja f : N C R™ — R" uma funcao de classe C*,
k > 1 definida no aberto N tal que 0 € N, com f(0) = 0. Denote por A = Df(0).
Entao, dado € > 0 existe uma vizinhanga U = U(0) e uma fung¢ao ¢ : R* — R”
limitada, com ||¢|| < € e Lip(¢) < € tal que (A+ ¢) : R" — R" € a extensao de fy,
i1sto €, f‘U =(A+ ¢)|U—

Demonstragao: A prova pode-se encontrar no livro de Sotomayor [13, p. 294].

Lema 4.18. Seja f uma funcao de classe C' e p € R™ um ponto qualquer. As equacoes
¥ = f(z) ey = F(y) = f(y + p) sdo conjugadas pelo difeomorfismo h(zx) :=x + p de
classe C*°.

Demonstragdo: Notemos que, se ¢(t,y) é uma solugdo da equagado y = F(y) :=
fly + p),y(0) = y, entdo a fungdo p(t,z + p) = ¢(t,z) + p é solugdo da equagao
diferencial ' = f(x),z(0) = h(x). Com efeito, derivando em relacao a t, temos que
o'tz +p) =3¢t z) = f(o(t,z) +p) = f(p(t,2)) e (0,2 +p) = ¢(0,2) + p =2 + p.
Em outras palavras, temos provado que,

ho gb(t,l’) = ¢(t7x) +p= cp(t,x +p) = @(tw h(l’)),

0 que nos mostra que as equagoes ' = f(x) e vy = F(y) := f(y + p) s@o conjugadas
pelo difeomorfismo h(z) = x + p de classe C*.

4.3.2 Demonstracao do Teorema 4.5.

A seguir, com ajuda dos resultados auxiliares anteriores, provaremos o Teorema 4.5
(Teorema de Grobman-Hartman para Campos), que é o principal teorema deste
trabalho.
Demonstracao: Sem perda de generalidade, vamos supor que p = 0, pois, do
contrario, podemos fazer a mudanca de coordenadas y = x — p, e usar o Lema 4.18 e o
fato que a conjugacao é uma relacao de equivaléncia, portanto transitiva.

Note que, o campo X pode ser reescrito da seguinte forma,

X(x) = Az + f(x),

onde A = DX(0) e f(x) = X(x) — Az. Como a A é uma matriz linear e f(x) é uma
funcao de classe C! tal que f(0) = 0, segue do Lema 4.17 que, dado ¢ > 0 existe uma
vizinhanca V = V/(0) ¢ uma funcio f : R” — R" limitada, com ||f]| < € e Lip(f) < ¢
tal que (A+ f) : R" — R"™ é uma extensao de Xy, isto é, Xjy = (A + f)‘v. Assim,
para um € > 0, suficientemente pequeno, temos pela Proposicao 4.4 que existe uma
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unica fungao h : R” — R", h =  + v(z), onde v(x) é continua, limitada e a-Holder,
tal que

hooy=@ioh,
onde p(t, z) e ¢(t, z) sdo respectivamente, as solugdes dos problemas de valor inicial
i = Az+ f(2) y = Ay),
’ 4.8
{x<0> = 2 C L0 = (48)
Além disso, h ¢ inversivel onde, h™'(z) = = + w(x), com w(z) fungdo continua,

limitada e a-Holder. Mas como fj = fjv, temos que ¢,(z) = ¢:(z) sempre que z € V
e pi(z) € V. Também note que, como h(z) = = + v(x), onde v(x) continua, limitada
e a-Holder e o fato que a funcao I(z) := z é localmente a-Holder, entdo h é um
homeomorfismo local a-Hélder. Analogamente, A~! também é um homeomorfismo
local a-Holder. Isto completa a prova do teorema.

5 Exemplos

Nesta secao daremos exemplos para ilustrar o Teorema de Grobman-Hartman para
campos (Teorema 4.5).

5.1 Sistema de Hartman ([6, p. 238])

Exemplo 5.1. Considere os seguintes campos vetoriais X (z,y, z) = (2z,y + 2z, —2) e
A(a,b,c) = (2a,b, —c) e seus respectivos sistemas de equagoes diferenciais

(a,b,c) = Ala,b,c),
5.2

{ y(0)  =w. (5:2)
Entao, temos que os sistemas (5.1) e (5.2) sao localmente conjugados por um homeo-

morfismo a-Holder, para um « suficientemente pequeno, h : V' — U, onde V e U sao
vizinhangas de (0,0, 0) tal que 2(0,0,0) = (0,0,0) e

Wu(2)) = @u(h(2)),

sempre que z, ¢:(z) € V, onde ¢(t, z) e ¢(t, z) sdo as solugoes dos problemas de valor
inicial dos sistemas (5.1) e (5.2), respectivamente .
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De fato, encontrando as singularidade do campo X, X (z,y,2) = (2z,y + xz, —2
(0,0,0), obtemos que (0,0,0) é a tnica singularidade do campo X. Assim, X (0,0,0
(0,0,0). A seguir, mostraremos que essa singularidade é hiperbdlica. Se X (z,y,z) =
(2x, y+xz, —z), vamos usar a notagao, X1 (z,y, z) = 2z, Xo(x,y, 2) = y+zxz, X3(z,y,2) =
—z. Assim,

) =
) =

0X1(z,y,2) 0X1(z,y,2) 0X1(z,y,2)
1323/ 18yy 18zy 22 0 0
DX(1,y,z) = | Spes 2Rlws  0hlwsd || 2 1
0X3(z,y,z) 0X3(z,y,z) 0X3(z,y,z) 0O 0 -1

ox dy 0z
Donde,

20 0

A=DX(0,000=|0 1 0

00 -1

Como A é diagonal, temos que seus autovalores sdo {2,1,-1}. Logo, temos que (0,0, 0)
é uma singularidade hiperbdlica. Portanto, pelo Teorema de Grobman-Hartman (4.5)
segue o resultado, o que conclui o exemplo.

)

(a) Sela em R3

Figura 8: Comportamento das solugoes da Eq. (5.2).

Observagao 5.2. Uma interpretagao geométrica do Teorema de Grobman-Hartman (TGH),
para o exemplo anterior, é ver que as solugoes da Eq. (5.1) tem um comportamento
parecido as solugbes da Eq. (5.2), cujo gréfico esta descrito na Figura 8. Com este
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fato, queremos destacar a importancia e a utilidade do TGH, pois sem a necessidade
de resolver a Eq. (5.1) podemos prever o comportamento de suas solugoes ao redor do
ponto (0,0,0), a partir do comportamento das solugoes da Eq. (5.2) (cujas solugoes sao
mais simples de serem tratadas). Efetivamente, se encontramos as solugoes da Eq. (5.1)
com algumas condigoes iniciais (Ver Figuras 9 e 10) podemos verificar que o Teorema
de Grobman-Hartman nos forneceu uma boa ideia de como se comportam as solucgoes
da Eq. 5.1 ao redor de sua singularidade (0, 0,0). Justamente, esta seguranga deve-se, a
regularidade a-Hoélder da conjugagao do TGH (Teorema 4.5). Pois, se 86 temos a regu-
laridade continua na conjugacao poderiamos ter que as solugoes dos campos conjugados
nao tenham um comportamento geométrico parecido, como nos mostra o Exemplo 3.11.

u
G

(a) Solucéo com ponto inicial w = (1,0, 1) (b) Solugao com ponto inicial w = (0,1,1)

Figura 9: Comportamento de duas solugoes da Eq. (5.1).

Observagao 5.3. Mesmo sendo X (x,y, z) = (2x,y + xz, —z) um campo analitico, Hart-
man provou em [6, p. 238] que a conjugacao h do exemplo anterior ndo pode ser de
classe C!, mais ainda, Irwin [7, p. 127] afirma que esta conjugacio nem sequer pode
ser Lipschitziana. Esse fato deve-se a que os autovalores da matriz DX(0,0,0) sao
ressonantes.

Observagao 5.4. Todas as Figuras, exceto as Figuras 3 e 7, foram elaboradas pelos
autores usando o pacote de Gorni [3] que usa o software Mathematica.

5.2 Sistema de Lorenz ([10])

Exemplo 5.5. Seja o campo de Lorenz X (z,vy, 2) = (—ax + ay, pr —y — xz, 2y — f2),
a>0,p>1,8>0,eo0campo A(a,b,c) = (—aa+ab, pa—b, —fc) com seus respectivos
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(a) Solugao com ponto inicial w = (—1,0,—1) (b) Solu¢do com ponto inicial w = (0,—1, —1)

Figura 10: Comportamento de duas solugoes da Eq. (5.1).

sistemas de equacgoes diferenciais

(e = on

({457 2 oo g

Entao, temos que os sistemas (5.3) e (5.4) sao localmente conjugados por um homeo-
morfismo n-Holder, para um 7 suficientemente pequeno, h : V' — U, onde V e U sao
vizinhangas de (0,0, 0) tal que h(0,0,0) = (0,0,0) e

hé(2)) = @i(h(2)),

sempre que z, ¢¢(z) € V, onde ¢(t, z) e ¢(t, z) sdo as solu¢oes dos problemas de valor
inicial dos sistemas (5.3) e (5.4), respectivamente .
De fato, encontrando as singularidade do campo X,

X(ﬂ?,y,Z) = (-O(.f —f-Oéy,p(L’ — Y —Tz,1Y — 62) - (07070)7

obtemos que (0,0,0) é singularidade do campo X. Assim, X(0,0,0) = (0,0,0). A

seguir, mostraremos que essa singularidade é hiperbdlica. Vamos a usar a notacgao,

Xi(x,y,2) = —ax + ay, Xo(x,y,2) = pr —y — vz, X3(x,y,2) = — Pz
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Assim,
0X1(z,y,z) 0X1(z,y,2) 0X1(z,y,2)
1axy 18yy lazy —Q Q 0
DX(:ZJ, " Z) _ 6X2({(}2,y,z) 8X2éz,y,z) 8Xzéi,y,z) _ p—z 1 —z
0X3(x,y,2) 0X3(x,y,2) 0X3(x,y,2) _
389: 38y 382 Y t 6
Donde,
—a a 0
A=DX(0,000=| p -1 0
0 0 -5

Assim, os autovalores de A sao

1

/\12—<\/(Oé—1)2+4ozp—oz—1>,)\2:

5 (—\/(a—1)2+4ap—a—1),/\3:—6.

1
2
Logo, A1 > 0, Ay < 0 e A3 < 0, temos que (0,0,0) é uma singularidade hiperbdlica.
Portanto, pelo Teorema de Grobman-Hartman (4.5) segue o resultado, o que conclui o
exemplo. Para ver o comportamento local do sistema (5.3), veja a Figura 7.

6 Consideracoes finais

Os resultados principais deste trabalho (Proposi¢ao 4.4 e Teorema 4.5) melhoram os
resultados cldssicos da Teoria de Linearizagdo de Grobman e Hartman (regularidade
Holder continua da conjugagao), para perturbagdes de campos lineares hiperbdlicos e
para campos vetoriais, sem a necessidade de hipdteses adicionais. Destacamos através
dos exemplos anteriores a importancia de ter pelo menos uma regularidade Holder no
lugar da regularidade continua (um estudo detalhado de conjugagao Holder e Lipschitz
para campos lineares encontra-se no artigo de Patrick et al. [11]). Além disso, como ja
foi apontado por Hartman [6], mesmo o campo vetorial sendo analitico, a conjugagao
pode nao ser suave. A obstrucdo na maioria dos casos é devido a ressonancia dos
autovalores da parte linear.
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