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Resumén

Un teorema bien conocido en dindmica no linear discreta devido a Grobman [5] y
Hartman [6] nos dice que un difeomorfismo de clase C', F : E — E, con E espacio
de Banach y p un punto fijo hiperbdlico, puede ser topolégicamente conjugado para
un difeomorfismo lineal A = DF(p) (en una vecindad de p). Este trabajo tiene como
objetivo llenar todos los vacios y completar las pruebas encontradas en el pre-print
de Belintskii-Rayskin [2], donde da la existencia de una conjugacién Holder continua
del Teorema de Grobman-Hartman. Finalmente, daremos un ejemplo que ilustra el
resultado.!

Palabras-Claves: Sistema dindmicos discretos, Conjugaciéon Holder, Linealizacién
Holder.

Abstract

A well-known theorem in discrete nonlinear dynamics due to Grobman [5] and Hartman
6] tells us that a diffeomorphism of class C!, F : E — E, with E Banach space and
p a hyperbolic fixed point, can be topologically conjugated to a linear diffeomorphism
A = DF(p) (in a neighborhood of p). This work aims to fill in all the gaps and complete
the proofs found in the pre-print [2] by Belintskii- Rayskin, that gives the existence of
a conjugation Holder continuous of the Grobman-Hartman theorem. Finally, we will
give an example to illustrate the result. ?

Keywords: Discrete dynamical systems, Holder Conjugation, Holder Linearization.

'Parte de este trabajo es basado en la tesis de licenciatura del primer autor. J.V [10].
2Part of this work is based on the undergraduate thesis of the first author. J.V [10].
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1 Introducciéon

Un resultado conocido en sistemas dinamicos no lineales, es que, si £/ es un espacio de
Banach, A : E — E un operador lineal hiperbdlico y f : E — E una funcién acotada
con constante de Lipschitz suficientemente pequena, entonces existe un homeomorfismo
h: FE — FE que conjuga (A+ f)y A, estoes, (A+ f)oh(x) =hoA(x),z € E. Como
consecuencia de este resultado, tenemos el Teorema de Grobman-Hartman, que nos
dice que si F' es un difeomorfismo de clase C' y p es un punto fijo hiperbélico de F,
entonces existe una vecindad U, p € U y un homeomorfismo h : U — h(U) que conjuga
F e DF(p), esto es F o h(x) = ho (DF(p))(z),z € U. Estes resultados fueron proba-
dos independientemente; para el caso de R™ por Grobman [5] y Hartman [6] y para
el caso general en espacios de Banach por Palis [8] y Pugh [9]. En otras palabras, el
Teorema de Grobman-Hartman para difeomorfismos, nos dice que el comportamiento
dinamico alrededor de un punto fijo hiperbdlico es cualitativamente, al menos de home-
omorfismos, el mismo que el comportamiento de su linealizacion cerca de este punto de
equilibrio, donde la hiperbolicidad significa que ningin autovalor de la linealizacion tie-
ne norma igual a uno. Por lo tanto, cuando se trata de este tipo de sistemas dindmicos
se puede utilizar la linealizacion, que es mas simple de ser tratada, para analizar su
comportamiento en torno de puntos fijos hiperbdlicos.

Sin embargo, si una conjugacion es solo un homeomorfismo, atin puede ser bastante
ristico. Por ejemplo, dos difeomorfismos lineales en R? ambos siendo contracciones
hiperbdlicas (autovalores con norma menor que uno), uno de los cuales es un espiral
(autovalores complejos conjugados) y de otro es un nudo atractor (autovalores reales),
se conjugan topolégicamente. Por lo tanto, la clasificacién hasta la conjugacién to-
poldgica puede ser demasiado tosca para hacer correspondencias entre las dinamicas
de estos difeomorfismos. Por el contrario, una conjugacion diferenciable conserva gran
parte de esta estructura. Una de la herramientas de dinamica no lineal alrededor de
puntos fijos hiperbdlicos son las conjugaciones y lo que se busca es su regularidad pero,
desafortunadamente, conseguir conjugaciones diferenciables ni siempre es posible [3],
pues se necesitan condiciones de no resonancia sobre los autovalores.

Una pregunta natural es, si podemos conseguir una conjugacién un poco mejor que la
continua sin modificar las hipdtesis del Teorema de Grobman-Hartman. Respondiendo a
esta pregunta, el objetivo principal de este trabajo es llenar todos los vacios y completar
las pruebas, que en su mayoria sélo estan esbozadas, encontradas en el pre-print de
Belintskii-Rayskin [2]. En dicho trabajo lo que se intenta probar es que si A es una
aplicacion lineal hiperbdlica y f : E — FE una funcién acotada y con constante de
Lipschitz suficientemente pequena, entonces existe un homeomorfismo h : £ — F,
con h(x) = = + p(x), donde ¢ es una funcién a-Holder que conjuga (A + f) y
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A, estoes, (A+ f)oh(z) = hoA(x),z € E. Como consecuencia de este resultado,
tenemos la conjugacion del Teorema de Grobman-Hartman «-Holder, esto es, si f es
un difeomorfismo de clase C*' y p es un punto fijo hiperbélico de F, entonces existe
una vecindad, U, p € U y homeomorfismo a-Hoélder h : U — h(U) que conjuga F' e
DF(p), lo que significa que F o h(x) = ho (DF(p))(z),z € U. Ademés, en la parte
final presentamos un ejemplo de aplicacion.

Finalmente, queremos destacar que una de las metas primordiales de este trabajo
es que pueda ser leido y entendido tanto por estudiantes de graduacion, pos-graduacion
e investigadores que tengan interés en esta parte de los sistemas no lineales que es la
Teoria de Linealizacion.

2 Resultados Principales

En estd seccion vamos a realizar el objetivo principal de este trabajo que es llenar
todos los vacios y completar la prueba de la Proposicion 1 del pre-print de Belintskii-
Rayskin [2, p. 4] donde se prueba la regularidad Holder global para perturbaciones de
aplicaciones lineales hiperbélicas acotadas e invertibles y la regularidad Holder alrededor
de puntos fijos hiperbdlicos, esto es, vamos a probar que:

1. Si A es una aplicacién lineal hiperbdlica, entonces existe una tinica funcién ®(z) =
z + ¢(x), donde ¢(x) una funcién continua y acotada, ademdas a-Holder, que
conjuga Ay (A + f), donde f es una funcién acotada y Lipchitz con ||f|| <y
Lip(f) < ¢ para un ¢ suficientemente pequeno.

2. Si 0 es un punto fijo hiperbélico de una funcién F' de clase C!, entonces existe
un homeomorfismo local, a-Hélder, h : (U,0) — (h(U),0) que conjuga F'(z) y
A=DF(0),z€eU

Estos Teoremas mejoran las conjugaciones de los Teoremas clasicos de Grobman-
Hartman [5, 6, 8, 9], que muestran que estas son simplemente continuas.

A continuacién, enunciaremos los resultados a ser probados en este trabajo. Antes
de eso precisamos introducir algunas notaciones.

e El conjunto E denotard un espacio de Banach.
e [(F) denota el conjunto de toda las aplicaciones lineales T': £ — E acotadas.
e GL(F) denota el conjunto de todos los elementos en L(FE) que son invertibles.

e El conjunto o(7") denota el espectro de T
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Definicién 2.1 (Isomorfismos Hiperbdlicos). Sea E un espacio de Banach. Deci-
mos que A € GL(E) es hiperbdlico si c(A) NS =0, donde S' = {2z € K : |2| = 1}.

Definicién 2.2. Sean E un espacio de Banach, V una vecindad del punto 0 € E
y F 'V — E un difeomorfismo sobre su imagen. Decimos que z es un punto fijo
hiperbolico de F' si y solamente si:

F(z)=2z2 DF(2): E— E es hiperbdlica.
Considere los espacios de Banach E; y E>. Ahora definamos los siguiente conjunto:
CY(E1, Ey) = {v: E; = F, |ves una funcién continua y acotada}.
En C(FE), Fy) definimos una norma

lv]l = sup [[v(@)l|p,, para v e C(EL, Ey).

zeFE

Se puede verificar que (CP(FE1, E»), ||.||) es un espacio de Banach.

Si Fy = Ey = F usamos la notacién CY(E) := CP(E, E).

Sea E un espacio de Banach. Un homeomorfismo local ® : (E,0) — (FE,0) es llamado
a-Holder si

[2(2) = @@@")|| < Cll2" —2"|" vy ||o7H() = 27 (@")|| < O’ — 2",
en una vecindad del origen.

Lema 2.3. Sea A : E — E wuna aplicacion lineal hiperbdlica. Entonces, existe una
norma equivalente, ||.||2, sobre E y una descomposicion directa de E satisfaciendo

(1) E=E_®E., A(E_)=E_ y A(E,) = E,.

(2) Sean A == Np_ : E_ — E_ y Ay := AN, : Ef — E,. Entonces se tiene
que A_ es una contraccion ||A_|ls = X < 1 yv € E_ implica ||[A(v)|]2 < Al[v]2.
También se tiene que Ay es una expansion ||Ag, ||z = % >1yv e E, implica
[A@)Il2 > $lv]l2.

Demostracion: Esta prueba puede encontrarse en el articulo [8] o en el libro [7]. [

Vamos a denotar por 7(A) el radio espectral de la aplicaciéon A. Ademéds denotamos

. Inr(A)  Inr(A7Y)
ap(A) := min (_lnr(A—l)’_ (A ) : (2.1)
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Vamos asumir

 Inr(A)
Si A es una contraccién, estoes E_ = FE, y
Inr(ATh

Si A es una expansion, esto es F, = E. En cualquier caso ag(A) C (0,1].

Recordemos que una funcién I' : £ — FE es llamada Lipschitziana o simplemente
Lipschitz, si existe C' > 0, de modo que ||[I'(z1) — I'(z2)]] < C|lz1 — z2|| para todo
xr1,r9 € E. Llamamos C' de constante de Lipschitz de la funciéon F. El infimo de las
constantes de Lipschitz de F' serd denotado por Lip(T'), el cual es una constante de
Lipschitz.

A continuacion, enunciaremos el Teorema de Grobman-Hartman para difeomorfis-
mos.

Teorema 2.4 (Linealizacién Hoélder para perturbaciones de aplicaciones li-
neales hiperbdlicas). Sea A : E — E un isomorfismo hiperbdlico. Entonces existe
un numero & > 0 tal que para cualquier funcion f : E — E acotada y Lipschitz con
IfIl <6y Lip(f) <0, f(0) =0 y para cualquier o < ap(A), existe una inica funcidn
¢ : E— E continua, acotada y que ademas es a-Holder, tal que

VoA(z)=(A+[f)oV(z), para z€E,

donde F = A+ f eV = o+ ¢(x). Ademds, V : (E,0) — (E,0) es invertible, con
inversa V(x) = ®(x) = x + ¢(x), donde ¢ : E — E es continua, acotada que ademds
es a-Holder.

Observacion 2.5. Note que ¥ y ® son funciones a-Hélder, si ||z — y|| < ¢ para alguna
constante ¢ > 0.

El siguiente resultado es una consecuencia del teorema anterior.

Teorema 2.6 ( Linealizacién Holder para el Teorema de Grobman-Hartman).

Consideremos un difeomorfismo F(x) = Az+ f(z), local en E tal que f(0) =0, f'(0) =
0 con punto fijo hiperbolico en el punto cero. Entonces, para cualquier o < ag(A), existe
un homeomorfismo local h : (U,0) — (h(U),0) a-Hélder, tal que

hoA(z) = Foh(z), para zé€U.
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>

Trayectorias de s s Trayectora de s it de Fcercanasal.

Figura 1: Posible interprertacién geométrica del Teoremas 2.16.

Observacion 2.7. Aunque las ideas para la demostracién de la Proposicién 2.16 fueron
tomadas del pre-print [2, Pags. 4-5], desafortunadamente, el estilo de presentaciéon de
la prueba dificilmente puede ser reconocido como completamente satisfactorio. Puesto
que todas los pasos solo estan esbozados y para su realizacion se necesita, de hecho,
alguna experiencia y conocimiento previo en sistemas dinamicos y andlisis funcional
para comprender y terminar los detalles de tales pasos, que son bastante técnicos en la
vision de los autores.

Observacion 2.8. El Teorema de Linealizacién Global (Teorema 2.16) difiere del trato
dado en [2, Teorema 1|, debido que pretendemos usar dicho Teorema para obtener
resultado similares de conjugaciones Holder para campos vectoriales.

2.1 Proposicién Principal

A continuacion probamos un Teorema de contraccion del Punto Fijo debido a Belitski-
Rayskin [2].

Sea = FE; & ...® E, una descomposicién en suma directa. Considere el sistema
de ecuaciones

vi(x) = Nipi (Gi(x)) + hi(x, p(Hsx)), i=1,2,...,n (2.4)

Donde A; : E; — E; es una transformacion lineal, mientras que G;, H; : £ —— E
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son funciones satisfaciendo las condiciones de Lipschitz

HGi(x') — Gi(2")]] < Li||2" — 2" o —=2"||.  (2.5)

oy |EG) - B

< 1|

También, vamos a considerar que las funciones h; son “pequenas” en el siguiente sentido

sup[hi(u)|| <9, flhi(u') = hi(u")|| < ollw’ =",  w, "€ EXE (2.6)

Vamos considerar la Ec.(2.4) como un sistema con respecto a las aplicaciones

SOZ(Solw"aSOn)a SOlEl—)E“ i:1,2,...,n.

Lema 2.9. El conjunto K(M) de las aplicaciones continuas p € F(E, E) satisfaciendo
lp(z") — p(2")|| < M||z" — 2"||* es cerrado.

Demostracion: De hecho, sea ¢, € K(M) tal que lim ¢, = ¢. Por definicién
n—roo
tenemos que
len(2") = en(a")|| < Mll2" — 2"

Entonces, tomando limites en ambos lados, obtenemos ||p(z') — @(2”)|| < M|z’ —x"||.

Asi, p € K(M), lo que prueba que K (M) = K(M).

Teorema 2.10 (Punto fijo de Banach-Caciopoli). Considere un espacio métrico
completo (X,d) y seaT : X — X una contraccion. Entonces, existe un unico punto
fijo g € X, esto es, T(xg) = xg. Ademds, si x1 € X, entonces T™(x1) — xo, cuando
n — 0o.

A continuacién daremos la prueba detallada del Lema 2 del pre-print [2, p. 3|, pues
en dicho trabajo solamente es dado un esbozo de la prueba. En este trabajo tal lema
sera llamado de Proposicion Principal.

Proposicién 2.11 (Proposicién Principal). Asumamos que

max||A;|| +46 <1 (2.7)

max||Ay|| L& + 6L < 1. (2.8)

Entonces la Ec. (2.4) tiene una unica solucion ¢ : E — E continua y acotada. FEsta
solucion es a-Holder.
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Demostracion: Considere la funciéon T : CP(E) — CY(FE), definido como en Ec.
(2.4), esto es

(T)i = Nipi(Gi(@)) + hi(z, p(Hiz)) i=1,....n.
Recordemos que CP(F) esta unida a la norma

lell = supllp()ll (2.9)
A continuacién, verificaremos que
IT(p) = T(@)I| < (max||As| + 6)[lo = ¢]l. (2.10)
Para probar esta afirmacion, note que,

T(p) = (Mpi(Giz) + ha(z, o(H12)), . . An(Gr) + ho(, 0(H, 7))
T@W) = (Mi(Gir) + bz, (Hiw)), ..o, Ap(Grz) + ho (2,9 (Ho)))

~—

De ahi, y usando la linealidad de las aplicaciones A; resulta

T(p) = T(¥) = (Mi(p1(Grz) — 1 (Gr1)), - . Ap(pn(Grz) — ¥Yu(Gr))) (2.11)
+ (hl(xv SO(HIZ')) - hl(xv ¢(H1x))’ SR hn(x7 (,D(an)) - hn(xv @/J(an)))

Ahora, utilizando la Ec. (2.11) y la desigualdad triangular, obtenemos

1T(e)(z) = T(W)(@)]| < [(Ar(p1(Grz) = 1(Grx)), -, Anlpn(Gnz) — n(Gr))) || +
[P (2, p(Hyw)) = ha (2, (Hyx)), - b (2, o (Hnw)) = ho (2, 0 (Hn ) )]

De aqui, y usando definicion de norma en el espacio F,
IT(0)(x) ~ T()(@)| < max A (Gir) — Gl Ger)) 1+
max ||(hi(x, p(Hix)) — hi(x, (Hix)))|

1<i<n

luego, usando la propiedad de la norma de las aplicaciones lineales y las condiciones
(2.6) obtenemos

IT(@)(@) = T < max Al (G — (Gl + ma 8 i(Hiw) = (Ho)]

< ) _ _
< max [l o = 61+ max 8l = 11

1<i<n
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Asi,
I17(2) (&) ~ @)@ < mase A o(Cer) — (Gor)l + pua 6 o(Hir) — v (Hia)]

< Ml — B
< max [|Adfl lo — Il + max 6l — .
Por lo tanto, probamos la afirmacién

IT(p) =TI < (max||As| +6)[[o = |- (2.12)

Por consiguiente, teniendo en cuenta la condicién (2.7) tenemos que 7' es una con-
traccién en CP(FE), entonces por el Teorema 2.10, tenemos que la Ec. (2.4) tiene una
tinica solucién ¢ € CP(F).

A continuacién, vamos a probar que ¢ es a-Hoélder. Por el Lema 2.9, tenemos que
K (M) es un subconjunto cerrado de las aplicaciones ¢ € CP(FE), satisfaciendo

lo(a) — (") < M|la" — 2"||% (2.13)
donde 05
M > . 2.14
1 —6L% — max |A; L3 (2.14)
1<i<n
>0 po?gc.(Q.S)
Ahora, vamos a verificar que K (M) es invariante por la aplicacién 7.
En efecto, de forma analoga a los calculos anteriores obtenemos,
IT(p) (") = T() (@) < max [[As]] lp(Gi(2)) = p(Giz"))]
+ max [[hy(z', p(Hix')) = hi(a”, p(Hiz") )|
De donde, dado que ¢ es a-Holder (2.13) y h; satisfaz (2.6), resulta que
IT(p)(2") = T(p) (") < max [|A| M [|Gi(2') — Gi(=")||”
+ max [[hi(2', o(Hix')) = hi(a”, o(Hix"))|| -
Desde que las funciones G; son Lipschitzianas (Condicién (2.5)), tenemos
IT(p) (") = T () (")l < max [|A|ML [l — " (2.15)

+ max ||hi(2', (Hiz')) — hi(z", o(Hiz"))||

1<i<n
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Si asumimos ||z’ — 2”|| > 1, entonces usamos la desigualdad triangular, de la condicién
(2.6) y la Ec. (2.15) deducimos que

IT(@) () = T(p) (@) < max (A LM +26) || — "]
Desde que, por Eq. (2.8) tenemos que

M > max [ A|LE M +25 + L% > max [ A]|L§ M + 24,

1<i<n
Asi, tenemos que
IT(¢)(z") = T(e)(@")|| < Mz’ —2"||* (2.16)

Ahora, vamos asumir que ||z’ —2”|| < 1. Primero note que si usamos la condicién
(2.35) y Ec. (2.15), se obtiene

IT(p) (@) = T() (")l < max [|Af| ML |2 — 2" +
max 6 [|(z" — 2", o(Hiz") — e(Hiz"))]| .

1<i<n
Asi,
IT(p) (") =T () (")l < max [|Af| ML 2" = 2" +
Olja" = 2"|| + max 6 || p(Hiz') — (Hix")]| .
Luego, usando el hecho que ¢ es a-Hdlder y la condicién, (2.5), se tiene que

IT(p)(a") = T() (")l < max [[Agf| ML [|" — 2"
1<i<n
+ 62" — 2"|| + max SM ||Hy(2") — Hy(2")|| .
< max [|A|MLF |2 — 2”|"
1<i<n

+ [l = 2" + SM L [|l2” — 2"

De ahf y usando el hecho que ||z’ —z”|| < 1 implica que ||z' —2"| < ||/ —2"||“,
obtenemos que

IT(p) (@) = T() (")l < max [|A|MLT |2 = 2"||" 0]’ —2"||*+6 ML || — 2"
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Luego,

IT(@) (') = T(e) ()| < (max JAMLE + 6+ mm) o’ — o]

1<i<n

Desde que, por Eq. (2.8) tenemos que
M > 11r£1a<x||./\z||L?]\4 +25+ MOL* > max A LM + 6+ MJL®.

Asi, tenemos que

IT(p) (=) = T() (@) < Ml = "] (2.17)

Consecuentemente, por Ecs. (2.16) y (2.17), se tiene que
v € K(M) = T(p) € K(M) (2.18)

Por ltimo, vamos a verificar que la tnica solucién de la Ec. (2.4) ¢ es a-Holder, esto
es, vamos probar que ¢ € K(M).

Para esto, sea ¢ € K(M), entonces T"(p) € K(M). Luego, por el teorema del
punto fijo para contracciones tenemos que nll_g)lo T"(p) converge para el punto fijo ¢,

esto es,

ILm T"(p) = ¢. (2.19)

Esto quiere decir que ¢ € K(M). Esto implica que ¢ € K (M), puesto que por Lema
2.9 tenemos que K (M) es cerrado (K(M) = K(M)). Lo que termina la prueba de la
Proposicién principal.

2.2 Linealizacion Holder para perturbaciones de aplicaciones
lineales hiperbdlicas

En esta seccion daremos la prueba del Teorema Principal 2.16. Pero antes, necesitamos
de los siguientes resultados.

Lema 2.12. Considere L : E — E una transformacion lineal acotada invertible. Si
v: E— FE es una funcion Lipschitz con

Lip(g) < |77,

entonces L + ¢ es invertible, con inversa Lipschitz, y

L
Lip |(L 1< | )
w[(L+e)7] < —Lip(p)||[ L7 + 1
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Demostracion: Esta prueba puede encontrarse en los trabajos [8, 7].

Lema 2.13. Sea X un espacio de Banach, tal que X = X1 ® X5 es la suma directa de
dos espacios cerrados, y sea A € L(X) tal que

B A B
a=( T4 )
con respecto a la descomposicion arriba. Entonces,
(a) 1(A) =max{r(A:),r(A2)}, r(A™") = max{r(A7),r(4;1)}.
1 A7t AT'BA?
(b) A= = ( 0 Al .

(c) Asuma que Ay y Ay son invertibles. Entonces, para cualquier € > 0, existe una
norma ||.||c en X equivalente a la norma original tal que

[Adlle < 7(A) +e 1A e < (A7)
[Aafle < 7(A2) e (1A ]l < (A7)
IAle <r(A) +e AT <r(A7) +e,

+ €,
+€

IBlle < e

Demostracion: Esta prueba puede encontrarse en [4].
A continuacién enunciamos y probamos un resultado importante para demostrar
la Proposicion 2.16.

Proposicién 2.14. Sea o € R tal que oo < ap(A), entonces eziste una norma ||.|| en £
equivalente a la norma original, tal que

maxc{[[A—[[[JATHI% AT AL} < 1.

o . Inr(A-)  Inr(A7)
Demostracion: Desde que ap(A) = min < (A1) Inr(d) ) Entonces,
Inr(A-) Inr(AY)
@= CInr(AY) yoas- Inr(A)
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De aqui, y aplicando la propiedades de logaritmo obtenemos que
r(AH*r(AZ) <1y r(A)*r(ADY) <1
De aqui, podemos encontrar un ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
(r(AY+e)"(r(A)+e) <1 vy (r(A)+e)* (r(A7") +¢) < L. (2.20)

Combinando los Lemas 2.3 y 2.13, obtenemos para el € > 0 arriba y para A, £ =
E @oFE, , AN :FE —-FE yA :FE — FE_, existe una norma adaptada .|| tal que

IA-fle <r(A2) +e, [IAZYle S v(AZD) +e
IAclle <r(A) +e ATl < 7 (AT +e, (2.21)
IAle<r(A)+e AT <r(AT) +e
Si hacemos ||.|| = ||.||¢, entonces de las Ecs. (2.20) y (2.21) obtenemos

maxc{[| A [[[JATH|%, AT AL} < 1.

Observacion 2.15. En la visién de los autores, uno de los vacios mas dificiles de contor-
nar, que aparece en medio de la prueba (linea 18) del teorema principal [2, Teorema

1], fue justificar la existencia de una norma con las caracteristicas de la Proposicién
2.14.

A seguir probaremos el Teorema Principal 2.16, cuyo enunciado es el siguiente.

Teorema 2.16. Sea A : E — FE un isomorfismo hiperbolico. FEntonces, existe un
numero 6 > 0 tal que para cualquier funcion f : E — E acotada y Lipchitz con
|f(@)]| <6y Lip(f) < 6,f(0) =0 y para cualquier a < ag(A), existe una unica
funcion ¢ : E— E continua, acotada y que ademds es a-Holder, tal que

VoA(z)=(A+[f)oV(z), para z€E,

donde F = A+ f eV =1+¢. Ademds, V¥ : (E,0) — (E,0) es invertible, con inversa
Ul =& =ux+ ¢(x), donde ¢ : E — E es continua, acotada y o-Holder.

Demostracion:

Queremos encontrar una conjugacion ®(x) = z + ¢(x) entre F''y A que sea un
homeomorfismo, de modo que ¢(x) es continua, acotada que ademés es a-Holder. Para
este fin, comenzaremos probando la siguiente afirmacion.
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Afirmacién 1: Existe una unica aplicacién ®(z) = x + ¢(z), de modo que p(x) es
continua y acotada que ademas es a-Holder, y satisface

Ao®(z) = B o F(x) (2.22)
Az)+Aoyp(x) = F(x) + po F(x).
De donde, deducimos que Ec. (2.22) es equivalente a,
¢(Fz) = Ap(z) — f(). (2.23)

Luego, teniendo en cuenta que la funcion F' = A + f es invertible para un § > 0
suficientemente pequeno, la descomposicion £ = E_ ¢ E, y la invariancia de las
aplicaciones lineales Ax = A|EF, se deduce que

pr(Fz) + ¢ (Fr) = Apy () + Ap(2) — f-(2) = [+ (2)

de donde resulta que
o (Fr)=A_p_(z) = f-(z) y @i (Fz)=Ap(z)— fr(2)

Lo que implica que la Ec. (2.23) es equivalente al sistema

p(r)= Ao (Fla) = f-(F7l2) vy (o) = AT i (Fa) + AT fo(a)
—— —~—
A1 A2
(2.24)
Aqui f+ 1 B — Eg, f = (f-, f+) ¥y v+ : E — E+. Asi, buscamos una solucién
@ = (p—, p4).

Afirmacién 1.1: Elsistema de Ecs (2.24) tiene una tnica solucién ¢ continua, acotada
que ademas es a-Holder. Para probar esta afirmacién vamos hacer uso de la
Proposicién 2.11, considerando para esto las siguientes funciones

Gi(z) = F~H(2); Ga(z) = F(2); ha(z,y) = f-(F (@) hao(,y) = AL fe (@),

Hi(x,y) = Hy(z,y) = 0.

Agora vamos a verificar que estas funciones satisfacen las condiciones de la Pro-
posicion 2.11. En efecto, por la Proposicion 2.14 podemos tomar una norma en
E' la cual es equivalente a la norma original, tal que

max{ [ A- LA AT ALY < 1. (2.25)
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Ademas, tenemos que

Lip(f) < 6. (2.26)

Asi
Lip(F) < (Al +9).

Esto quiere decir que para un ¢ > 0 suficientemente pequeno tenemos que
Lip(F) =~ ||A]. (2.27)

Por el Lema 2.12, para un ¢ > 0 suficientemente pequeno tenemos que

i) < (L)
Asi, si tomamos un § > 0 suficientemente pequeno, tenemos que
Lip(F~ Y =~ ||A7Y. (2.28)
Luego, por la Ec. (2.28) obtenemos que
IG1(2) = GL(@)|| < |F7H (@) = FH @I < A [lle — /).
~——

Ly

Ahora, por la Ec. (2.27) se tiene que

1Ga(w) = Go(2)| < [[F(z) = F)| < [|Al]fle —27]

—~—
Lo
En seguida, por Ec. (2.26) y Ec. (2.28) obtenemos
1ha(z,y) — ha(" )l = f-(F~ (@) = f-(F (@) < 0lF (@) — FH(@)]

< ATz =2l < SIATH (@ — 2’y — ).
También tenemos, por Ec. (2.26) y Ec. (2.28) lo siguiente

lha(@,y) = ha(2', ) = AT fa(@) = AL (@) < AT () = fo ()]
OIAT Nz — 2" < SIA Iz — 2",y = ).

IN

Desde que | f(z)|| <4, tenemos que

sup||ha(z,y)| <6y supllha(z,y)|| < GAT < 0.
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Luego, combinando las ecuaciones anteriores, para un ¢ > 0 suficientemente
pequeno, tenemos que

max{[|Asf], [A2fl} +0 <1,y max{||A|[LT, [A2f L5} + 6L < 1.

Por lo tanto, por la Proposicién 2.11, el sistema (2.24) tiene una tinica solucién
@ continua y acotada que es a- Holder. Lo que prueba la Afirmacion 1.1.

Con esto probamos la Afirmaciéon 1. Esto quiere decir que encontramos una
funciéon ®(z) = = + p(z), donde p(x) es continua, acotada y ademds a-Hélder y
satisface ®(Fz) = AdP(z).

Afirmacién 2: La funcién ® es un homeomorfismo, con ! = ¥, donde ¥ = z+)(x),
con ¢ funcién continua y acotada que ademaés es a-Holder. Para este fin, vamos
a encontrar una aplicacion V(z) = x + ¥ () que satisfaga

F(U(z)) = ¥ (Ax). (2.29)
De aqui y desde que ¥(z) =2 +¢(x) y F' = (A + f), obtenemos
f(@+1(2) + Az + ¢ (x) = Az) + P (Ax).

Lo que nos lleva a

bp(Az) = fr(z+9() + A (@4 (2), vy P-(Az) = [ (z+4(2)) +A—(¢E2(fg)3)-
Asi, das Ecs. (2.30) tenemos .

bi(x) = AT (Wu(2) = AT (e + ()
el

Yo(r) = \AA/W(Alx))+f(A1x+¢(A1(x)))- (2.31)

Afirmacion 2.1: Existe una tnica funciéon continua y acotada i que ademés es a-
Holder que satisface el sistema de Ecs. (2.31). Para probar esta afirmacién
vamos hacer uso de la Proposiciéon 2.11, considerando para esto las siguientes
funciones

Gi(z) = 2;Ga(x) = A (x);  ha(z,y) = —AT fr(z +y);
ho(z,y) = f-(A 'z +y);  Hi(z) =z; Ho(z) = A (2).
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Ahora vamos a verificar que estas funciones satisfacen las condiciones de la
Proposicién 2.11. En efecto, por la Proposicién 2.14 podemos tomar una norma

en F tal que
max{[|A_[|. AT [JAZILIA[*} < 1 (2.32)

Por definicion, tenemos que
[Gi(2) —~ Gula)| < 1_Jla— 2],
Ly
IG2(2) = Ga()l| < A (@ =) < []A7H]]le — 2]
——

Lo
Por hipétesis, tenemos que Lip(f) < 6 de donde obtenemos

1ha(z,y) = ha(@’, )l = [=AT fr(@ +y) = (AL fi (@ + 9)l]
< O =2y =) < dll(@ -2y =yl

|‘Allf+(33) - Allf+(f’5/)”
SIIAZ (@ — 2,y — )| < 6oll(z— 2",y — ).

”hz(.’E, y) - h2($/7 y/)“

IN

supllia(e )| <6y supllhs(r, )] < AT <6
También se tiene que
|Hy(z)—Hy ()] < lz—a']] < AM|[|z—2"], ||Ha(z)—Ha(2)|| < [[A7Y||la—2"]].
L L

Luego, combinando las ecuaciones anteriores, para un ¢ > 0 suficientemente
pequenio tenemos que,

max{[|Asfl, [A2ll} +0 <1, max{|[A[[LT, [ A2 L5} + 0L < 1.

Por lo tanto, por la Proposiciéon 2.11, el sistema (2.24) tiene una unica solucién
continua y acotada ¥ = (¢_,1,) que ademds es a-Hdélder. Lo que prueba la
Afirmacién 2.1.

Afirmacién 2.2: La aplicacién ¥(z) es la inversa de la funcién ®. Esta afirmacién
serd verificada en dos partes, en la primera parte vamos a probar que ®oWU(z) = x
y en la segunda parte vamos probar que ¥ o ®(x) = z.
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Afirmacién 2.2.1: La funcién U es una inversa por derecha de ®, esto es, PoW(x) = x.

Desde que V¥ (z) = x + ¢(x) tenemos que H(z) = ®(V(z)) = = + ¢(z) +
o(x + ¢(x)) = x + h(z). Ademds, 1 y ¢ son continuas y acotadas, entonces
h(z) = ¥(x) + p(x + ¢(x)) es continua y acotada. En seguida vamos a verificar
que h = 0. Para ver esto primero note que h(Az) = Ah(x). De hecho, de las Ecs.
(2.22) y (2.29) tenemos que

(W (A(x))) = AD(V(x))
Az + h(Ax) = Az + Ah(x).

De donde, obtenemos que

h(Az) = Ah(x). (2.33)

Usando la Afirmacién 1, con f(z) = 0 tenemos que Eq. (2.33) tiene una tnica
solucion continua y acotada que ademéds es a-Holder. Desde que h es  continua,
acotada y satisface la Eq. (2.33) y como consecuencia es a-Hélder. Ademés note
que la funcién 0(x) = 0 es continua, acotada y también satisface la Eq. (2.33),
entonces por la unicidad, debemos tener que h = 0. Lo que prueba la Afirmacién
2.2.1.

Afirmacién 2.2.2: La funcién U es inversa por izquierda de ®, esto es, Vo ®(x) = x.

Similarmente a los pasos anteriores, tenemos que H(z) := U(®(z)) = = + h(z),
donde h(x) es continua y acotada. A continuacién vamos a verificar que h = 0.
De hecho, de las Ecs. (2.29) y (2.22) obtenemos que F(V(®(z))) = VO(Fz). De

estd igualdad y de la definicién de h obtenemos
F(z+ h(z)) = F(z) + h(F(z)). (2.34)

flz+ h(x)) + Az + Ah(z) = f(z) + Az + h(F(z)). (2.35)

De donde, tenemos que

fr(x+h(x) + Ahi(z) = fi(@)+hi(F(x),
+

f-(@+h@)+Ah_(z) = f(2)+h (F(x))
Lo que nos lleva a,
ho(x) = AT he (Fo) — AT (o + (@) + AT (@), (2.36)
ho(z) = =A_h_(F Y 2)) 4+ f(F 'z + h(F~'2)) — f_(F'x). (2.37)
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Afirmacién 2.2.2.1: El sistema de Ecs (2.36) y (2.37) tiene una tunica solucién que
es continua, acotada y que ademas es a-Holder.

Para probar esta afirmacion vamos hacer uso nuevamente de la Proposiciéon 2.11,
considerando para esto las siguientes funciones

Gi(z) = F(2); Gow) = F ' (2): ha(z,y) = —AT fu( +y) + AT fu(2);
ho(z,y) = f-(F~'(2) +y);  Hi(x) = 23 Ho(z) = F~'(2).

Ahora vamos a verificar que estas funciones satisfacen las condiciones de la
Proposicién 2.11. En efecto, por la Proposicién 2.14 podemos tomar una norma

en F tal que
max{ || A_[|. AT AT A} < 1. (2.38)

Usando las definiciones, tenemos que

1Gi(z) = Gi(@)]| < [All]lx =],
~—

Ly
1Go(2) = Go(2)| < F @ —2)| < []A7Y[le — 2]
——
Lo
En seguida, usando que Lip(f) < d, tenemos que
Iha(@,y) = (@ ) = =AM fala+y) + A (@ + 9l +

1A fo (@) = A i ()]
< 20)(z =2,y =y,

Iha(w.y) = ha(a ) < If-(F7 @) +9) = (f-(F () +3)l
HIf~(F 7 @) = f-(F @)
< 20A7 Iz — 2",y = 9.

Desde que |[f(z)|| <4, se obtiene
supllha(z,y)| 0 <26 y  supllha(z, y)ll < 20[AL] < 20.

También se tiene que

[y (z) = Hy ()| < A le = 2'll,  [[Ha(2) = Ha(a)] < Al — 2]
L L
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Luego, combinando las ecuaciones anteriores, para un ¢ > 0 bien pequeno tene-
mos que,

max{[|A, [[Azfl} +0 <1y max{[|A[[LT, [[Al L5} + 0L" < 1.

Por lo tanto, por la Proposicién 2.11, el sistema (2.36) y (2.37) tiene una tnica
solucion continua y acotada que ademas es a-Holder. Lo que prueba la Afirmacién
2.2.2.1.

Para concluir la Afirmacion 2.2.2. Desde que h o= (71_,%+) es continua,
acotada y satisface el sistema (2.36) y (2.37) y como consequéncia es a-Holder.
Ademas note que la funcién 0(x) = 0 es continua y acotada también satisface
el sistema (2.36) y (2.37), entonces por la unicidad, debemos tener que h = 0.
Lo que concluye la prueba de la Afirmacién 2.2.2.  existe una unica funcién
¢ : E — FE continua, acotada y que ademas es a-Holder, tal que

VoA(z)=FoV¥(z), para z€kE,

donde F = A+ feWV =1+ ¢. Ademés, ¥ : (E,0) — (E,0) es invertible, con
inversa V! = ® = 2+ ¢(z), donde ¢ : E — E es continua, acotada y que ademés
es a-Holder.

Entonces usando las Afirmaciénes 1y 2, nos lleva a mostrar que ®(z) = z + ¢(x)
es un homeomorfismo que conjuga A(z) y (A + f)(x), donde ¢(x) es una funcién
continua, acotada y que ademads es «-Holder cuya inversa es la funcién ¥ =
z+1(z), donde ¥(z) es una funcién continua, acotada y que ademds es a-Holder.
Lo que concluye la prueba del Teorema.

2.3 Linealizacién Holder para el Teorema de Grobman-Hartman

El Teorema 2.16 es nuestra herramienta basica para probar el Teorema de Grobman-
Hartman. Solamente necesitamos verificar las hipdtesis del teorema en nuestra situ-
acion. Esto lo hacemos con el siguiente Lema.

Lema 2.17 (Lema de Extension). Sea E un espacio de Banachy f : N C E — E una
funcion C*, k > 1 en el abierto N tal que 0 € N, con f(0) = 0. Denote por A = Df(0).
Entonces, dado € > 0 existe una vecindad U = U(0) y una funcion ¢ : E — E con
o] <6, Lip(¢) < € tal que (A+ @) : E+—— E es la extension de fiy.

Demostracion: Esta prueba puede ser encontrada en el articulo [8, Pdg. 2].

Observacion 2.18. Si F es un espacio de Hilbert (espacio de Banach cuya norma proviene
de un producto interno), entonces la aplicacién ¢ es de clase C*.
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Teorema 2.19 (Linealizacién Ho6lder del Teorema de Grobman-Hartman).
Consideremos un difeomorfismo F(x) = Az + f(z), local en E tal que f(0) =0, f'(0) =
0 con punto fijo hiperbdlico en el punto cero. Entonces, para cualquier o < agp(A),
existe un homeomorfismo local h : (U,0) — (h(U),0) a-Hdélder, tal que h o A(z) =
Foh(z), para ze€U.

Vi ) 4 :
TN

Trayectorias de s s Trayectora de s it de Fcercanas .

Figura 2: Posible interprertaciéon geométrica del Teorema 2.19.

Demostracion: Por el Lema 2.17, tenemos que, dado 6 > 0 existe una vecindad
U = U(0), una funcién f € CP(E), con Lip(f) < dy F = (A+¢) : E — F tal
que ]5‘[7 = F|L~,. Por el Teorema 2.16, para un 0 > 0 suficientemente pequeno, existe
un homeomorfismo ®(z) = x + ¢(x), con ¢ € CY(E), que ademéas es a-Holder, para
a < ap(A), cuya inversa es @1 = U(x) = x + ¥(x), con ¢ € CY(F), que ademés
es a-Holder, de modo que ® o A = Fod. Finalmente, si definimos h = @7, donde

U =®1(U) se tiene que ho A = F o h. Lo cual finaliza la prueba del Teorema.

Observacion 2.20. Si en el Teorema de Grobman-Hartman consideramos un punto fijo
de F con a # 0, podemos hacer una translacién y llevarlo al origen. En efecto, considere
T:FE — E, T(x)=xz+ayseag=T 'FT, entonces g satisface las condiciones del
Teorema 2.19. Asi, si k es tal que kA = gk, localmente, donde A = DF'(a). Lo que nos
llevaa Th A=F Tk .

R
Observacion 2.21. Si E es un espacio de Banach de dimensién finita, por el principio
de la invariancia del dominio, se tendria que h(U) es abierto.
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2.4 El Teorema de Grobman-Hartman para un mapa de Hénon

Considere la aplicacién de Hénon Hyy(x,y) = (1 +y — 2%, ). Note que las érbitas de
la aplicacién de Hénon son {(z,i1,Yns1)}, donde 1 = 1+ yy — 22, Ypy1 = T
Resolviendo el sistema Hyi(x,y) = (z,y), tenemos que Hy; tiene dos puntos fijos (1, 1)
y (=1, —1). Luego, haciendo los célculos obtenemos que los espectros o(DHi1(1,1)) y
o(DHy1(—1,—1)) son respectivamente

M =—14+vV2~0,4142, Xy =—-1—V2~ —2, 4142,
M=1+vV2~24142, X =1—V2~ —0,4142.

Luego, usando el Teorema de Linealizacion Holder para el Teorema de Grobman-
Hartman 2.19, tenemos que existen conjugaciones hy, hy a-Holder, de modo que

]’LIOHH :DHH(]_,l)Ohl, y hQOHH:DHH(—]_,—]_)OhQ.

Esto quiere decir que en las vecindades de (1,1) y (=1, —1) el comportamiento de la
aplicacion Hy; son de tipo “silla”. Ver Figura 3.

3 Conclusiones

Antes de terminar este trabajo nos gustaria hacer algunas consideraciones finales:

(i) Los resultados contenidos en este trabajo mejora la regularidad de la conjugacién
obtenida en los articulos [5], [6] [8] v [9].

(ii) Aunque varias de las ideas del resultado de este trabajo fueron tomadas del pre-
print [2], desafortunadamente, el estilo de presentacién en ese trabajo dificilmente
puede ser reconocido como completamente satisfactorio porque todas las pruebas
s6lo estan esbozadas y para su realizacion necesita, de hecho, alguna experiencia
y conocimiento previo para comprender y terminar los detalles de las pruebas
que son bastante técnicas en la vision de los autores.

(i) Queremos salientar que todos los articulos que aparecen en linealizacién son bas-
tante técnicos, por ello son susceptibles a contener errores, muchos de ellos son
apuntados en el libro de [3, Pags. 188-192], por esta razén nos propusimos a
probar todos los detalles sueltos contenidos en [2].

(iv) El Teorema de Linealizacién Global (Teorema 2.16) difiere del trato dado en [2],
debido que pretendemos usar dicho Teorema para obtener resultados similares de
conjugaciones Holder para campos vectoriales.
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A Comportamiento de las trajectorias

en una vecindad del punto (1,1)
A AA
/A \\
- I ~
__.>(1:,1)<.__\::;
e o
Y :w/
\/
ﬁ
R X
.\
B .
R
A — —
i
. /
ll I/ ] ]
Comportamiento de las trajectoriask

en un vecindad del punto (-1,-1)

Figura 3: Posibles trayectorias del mapa de Hénon Hy; alrededor de sus puntos fijos .
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(v) Usando las ideas de Belintskii-Rayskin [2], Barreira y Vals [1] prueban la existencia

de una linealizacién Holder Grobman-Hartman para secuencias de mapas.
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