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Resumo

Investigaremos um caso particular do sistema Lotka-Volterra que modela uma varie-
dade de problemas de nosso mundo, dentre eles a dinamica ecolégica envolvendo duas
espécies, sendo uma de presas (com fonte abundante de alimento) e outra de predadores
(que se alimenta das presas). O modelo matemético mais simples (modelo cléssico) é
descrito por meio de um sistema bidimensional de equacoes diferenciais ordinarias nao
lineares acopladas. Inicialmente, utilizaremos a abordagem por meio da linearizagao em
torno dos pontos criticos de modo a entender como sao localmente as trajetérias do sis-
tema. Ainda nesta andlise, a partir da solucao para o caso linear, provaremos uma série
de resultados para as solucoes do sistema. Apesar do sistema cldssico ser nao linear, ele
é equivalente a uma EDO separavel, o que nos permite obter as solugoes por meio de
uma equagao implicita. Para entender completamente o sistema, utilizamos o software
livre SageMath, usando diversos métodos para obter solucoes explicitas, numéricas e
gerar graficos associados como o campo de vetores, as trajetorias no plano de fase e
como evoluem as solugoes no tempo, e ainda comparamos as solugoes obtidas numeri-
camente com as solugoes explicitas. Mais ainda, desenvolveremos nocoes qualitativas
por meio da andlise da estabilidade do sistema. Todas as implementagoes foram feitas
pelos autores e sao disponibilizadas ao fim deste trabalho e de maneira online, de forma
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que os discentes e docentes interessados possam utilizar esses recursos ja construidos
para enriquecer seus estudos e pesquisas.

Palavras-Chave: Equacoes de Lotka-Volterra; Sistema Predador-Presa; Equagoes Di-
ferenciais Ordinarias; Estabilidade; SageMath.

Abstract

We will investigate a particular case of the Lotka-Volterra system that models a variety
of problems in our world, including ecological dynamics involving two species, one of
prey (with an abundant source of food) and the other of predators (which feeds on prey).
The simplest mathematical model (classic model) is described using a two-dimensional
system of coupled nonlinear ordinary differential equations. Initially, we will use the
approach through linearization around critical points in order to understand how the
system trajectories locally are. Still in this analysis, from the solution for the linear
case, we will prove a series of results for the system solutions. Although the classical
system is nonlinear, it is equivalent to a separable ODE, which allows us to obtain the
solutions through an implicit equation. To fully understand the system, we use the open
software SageMath, using several methods to obtain explicit, numerical solutions and
generate associated graphics such as the vector field, phase plane trajectories, and how
the solutions evolve in time, and we also compare the numerically obtained solutions
with the explicit solutions. Furthermore, we will develop qualitative notions through
the analysis of system stability. All implementations were made by the authors and
are made available at the end of this work and online so that interested students and
professors can use these resources already built to enrich their studies and research.

Keywords: Lotka-Volterra Equations; Predator-Prey System; Ordinary Diferential
Equation; Stability; SageMath.

1 Introducao

O interesse em estudar o comportamento de espécies na natureza é an-
tigo e o uso de conceitos matematicos tém sido uma importante ferramenta
nesses estudos [4, p. 12].

Nao é de hoje que grande parte de fenomenos variacionais sao modelados por meio de
equagoes diferenciais, pois a derivada é uma ferramenta que nos permite entender como
determinas grandezas variam em fungao de outras. O estudo sobre Equacoes Diferen-
ciais Ordindrias (EDOs) permite modelagens de fenomenos diversos tais como: sociais
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(dinamica populacional); econémicos (capitalizacao de investimentos); epidemiolégicos
(dinamica de virus, bactérias, com ou sem vacinagao, com ou sem reincidéncia da
doenca, contamina¢ao em hospitais); ecolégicos (extingao de espécies, competicao en-
tre espécies semelhantes, dinamica entre predadores e presas); quimicos (decaimento
radioativo); fisicos (na mecanica, elétrica, na fisica cldssica, moderna) entre tantos ou-
tros contextos que podem ser abordados (ver [2, 6, 9, 21] e referéncias contidas nestes
trabalhos).

Dentre os exemplos citados, nos concentraremos na dinamica ecologica do preda-
tismo, na qual envolve espécies diferentes, em que apenas uma delas é beneficiada. Tal
relagao é denominada interespecifica desarmonica. O difundido modelo ecoldgico do tipo
predador-presa, determinado pelas equagoes Lotka-Volterra, podem ser encontradas em
[5]. Este modelo como o préprio nome sugere, prevé a dinamica entre as populagoes
x e y respectivamente de presas e predadores confinadas em um determinado meio.
Trata-se entao de uma dinamica na qual a espécie de predadores se alimenta das pre-
sas, esta ultima por sua vez se alimenta de outros tipos de comida que supostamente é
abundante.

Ciente de que é possivel criar e estudar modelos apenas com poucas varidveis e
que modelos mais simples, em geral, podem nao representar a totalidade do fendmeno
real, o estudo do modelo predador-presa sera feito com o modelo classico, utilizando as
equacoes de Lotka-Volterra, que mesmo sendo um modelo simples, permite-nos identi-
ficar estratégias para estudar casos de dinamicas com estruturas mais complexas. As
equacgoes de Lotka-Volterra foram desenvolvidas por Alfred Lotka e Vito Volterra em
momentos distintos e separadamente. As equacoes propostas por Volterra consistiam
em um modelo que explicaria o aumento de certa populacao de peixes predadores, que
se alimentariam de uma espécie de peixes presas no Mar Adridtico durante a Primeira
Guerra Mundial. Por outro lado, o modelo proposto por Lotka descreviam reagoes
quimicas em que as concentracoes dos elementos quimicos oscilavam, sendo semelhan-
tes aos modelos de espécies em competigao (ver [5]). Mais ainda, modelos desse tipo
possuem aplicagoes diversas: nas Ciéncias Agrarias com o controle de pragas, na Eco-
nomia com a descricao das oscilagoes de bolsas de valores e até mesmo em questoes
ambientais como na dindmica envolvendo captura e emissao de carbono (ver [14] e as
referéncias 14 contidas).

Certamente, o caso cléssico e bidimensional é extremamente simplificado, se compa-
rarmos com a inter-relagao desses seres na natureza. Essa relacao é bastante complexa,
uma vez que diversos outros fatores podem vir a influenciar no modelo, por exemplo,
aspectos topoldgicos associados ao ambiente, mudancas nas estacgoes climaticas, diver-
sidade de outras espécies. No entanto, ainda é possivel compreender diversos principios
ecologicos estudando esse modelo, tais como: prever qual espécie ira predominar em um
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determinado intervalo de tempo, se alguma das espécies entrara em extingao ou ainda,
se a convivéncia entre eles promove a propagacao de ambas as espécies.

O sistema predador-presa foi e continua sendo um objeto de estudo na area de
Equacgoes Diferenciais, pois hd uma grande diversidade de problemas a serem conside-
rados relacionados com esta modelagem que vao desde interferéncias extrinsecas como
topologia relacionada ao ambiente ou perturbacoes provocadas por doencas infecciosas,
quanto intrinsecas como dinamicas mais complexas com mais espécies, modificagoes
estruturais nos parametros. Em [11], estudando um sistema predador-presa do tipo
Leslie-Gower, o autor caracteriza a estabilidade global do sistema por meio do método
de Lyapunov. Essa modelagem considera outros tipos de modifica¢oes pertinentes, tais
como enfatizacao dos limites superiores para as taxas de crescimento das populagoes
de presas e predadores, fato que nao existe no modelo classico. Em [10] os autores
investigam, usando equacoes do tipo SIS, os efeitos simultaneos de microparasitas e
predadores na regulacao da dinamica entre predadores e presas. Nesse estudo, eles
verificam a possibilidade de cendrios em que a presenca do parasita pode ou nao in-
terferir de maneira explicita nessa dinamica, provocando, por exemplo, a extingao de
uma das espécies ou mesmo, a dinamica predatoria eliminar completamente a doenca.
Essa analise é feita por meio do calculo do Ry, nimero de reprodutibilidade basica, em
cada situagdo. Citamos também o artigo [13] no qual os autores trazem uma andlise
numérica do sistema de Lotka-Volterra, utilizando a linguagem de programacao FOR-
TRAN e buscando solugbes por meio do método de aproximagao numérica Runge-Kutta
de quarta ordem. Nesse trabalho, eles fazem algumas alteragoes no modelo cléssico,
considerando termos de saturagao nas populagoes de presas e chegam a conclusao que
nessa situacao, dependendo da escolha de parametros, o novo modelo descreve situacoes
nao consideradas no modelo classico, a saber com a extincao de uma das espécies. Por
fim, convidamos os leitores para a leitura das dissertacoes de mestrado do PROFMAT
[4, 15, 17].

Portanto, o objetivo deste trabalho é apresentar os estudos desenvolvidos durante
o projeto de iniciacao cientifica PIBIC-FACEPE 2020-2021 dos dois primeiros autores
sob a orientacao dos dois ultimos autores. Mais precisamente, apresentaremos um es-
tudo em detalhes do sistema predador-presa classico, fazendo a analise da estabilidade
de pontos criticos, os campos de vetores, trajetorias, e, em particular, apesar do sis-
tema ser nao linear, ele ainda pode ser resolvido, uma vez que ele é equivalente a uma
EDO separavel. Por meio da solucao explicita, analisamos aspectos qualitativos dessas
solugoes. Como o sistema é nao linear, seu estudo é feito por meio de implementacoes
numéricas através do software computacional livre do SageMath. O SageMath ¢é ca-
paz de resolver simbolicamente e/ou numericamente algumas EDOs (ou sistemas de
EDOs), permitindo uma melhor visualizagao por meio dos campos vetores associados
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as solucgoes, as trajetérias dos sistemas associados e aos graficos das solucoes no decorrer
do tempo. Por fim, ao decorrer do artigo, trazemos a construcao de grande parte das
implementacoes numéricas feitas por meio do SageMath. Mais ainda, disponibilizamos
no QR Code abaixo, um site com as implementacoes pertinentes que funcionam online,
com construgoes relacionadas ao conteiido, a saber: calculadora de campo de vetores,
calculadora das trajetérias do nao linear e da linearizagao e calculadora da solugao no
tempo:

Esperamos, assim, que este trabalho sirva como fonte de pesquisa, mas também que
forneca subsidios em termos de implementagao computacional dos estudos sobre equacoes
diferenciais ordinarias relacionadas com este trabalho.

Além disso, para um melhor entendimento do artigo, ha a necessidade de conhe-
cimentos relacionados com o contetido das EDOs e de Algebra Linear. Nesse sentido,
para o estudo de EDOs, recomendamos as referéncias [5, 16, 20] e as referéncias [1, 7]
para estudos sobre Algebra Linear.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira. Na Secao 2, faremos a andlise
do sistema classico utilizando trés abordagens. Inicialmente analisaremos o compor-
tamento do sistema linear associado nas proximidades de pontos criticos, fazendo um
estudo da estabilidade do sistema, verificando as trajetérias e como se comportam lo-
calmente as solugoes, o formato explicito e suas propriedades. Em seguida, faremos
um estudo do sistema nao linear por meio da analise da solu¢ao dada implicitamente,
provaremos que determinadas propriedades e ilustraremos alguns casos com o auxilio
do software livre SageMath. Por fim, comparamos as trés solucoes: a do sistema linear,
a implicita e aquela obtida através do método numérico de Runge-Kunta de quarta
ordem. A Sec¢ado 3 traz em detalhes todas as construgoes mais importantes relacio-
nadas com implementagoes computacionais utilizando o SageMath, tanto dos aspectos
da linearizagao, quanto da solu¢ao numérica, utilizando o método de Runge-Kunta de
quarta ordem e os elementos estruturais graficos envolvidos como o campo de vetores,
as trajetorias no plano de fase e como variam as solugoes no tempo. Por fim, ha na
Secao 4 a conclusao do trabalho seguida das referéncias utilizadas.
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2 O Modelo Classico Predador-Presa

A modelagem ecoldgica classica de predadores e presas, usualmente utilizada em uma
primeira abordagem do tema, pressupOe condi¢oes compativeis com a realidade, fato
que se traduz em sua construcao, quando nao ha predadores, y = 0, a populagao x de
presas aumenta em uma taxa proporcional a populagao atual, ‘fi—i = az, a > 0. Entao,
na auséncia de presas, x = 0, os predadores se extinguem, % = —cy, com ¢ > 0. Além
disso, a quantidade de encontros entre predador e presa é proporcional ao produto das
duas populagoes. Nesses encontros, a populacao de predadores tende a aumentar (uma
vez que os predadores irdo se alimentar) e a reduzir o crescimento da populagao de
presas (pelo predatismo). Dessa maneira, a taxa de crescimento da populagao de pre-
dadores é aumentada por um fator da forma yxy, enquanto a taxa de crescimento para
a populacao de presas é diminuida por um termo da forma —axy, ambos « e vy sao cons-
tantes positivas. A condi¢ao do encontro ser proporcional ao produto das populagoes
nao ¢ algo novo nas modelagens com equagoes diferenciais, por exemplo, nas dinamicas
epidemioldgicas de modelos compartimentados isso também ocorre, uma diferenca é
que nao ha troca de individuos de um compartimento para outro, por isso as taxas « e
~ sao supostamente distintas. Uma interpretacao bioldgica desse fato é que a predacao
exclusiva de certa quantidade de presa pode nao promover a sobrevivéncia da mesma
quantidade de predadores. Ambos os modelos tomam por base o principio da acao das
massas na qual o encontro das variaveis (espécies ou compartimentos) e a interagao en-
tre elas é representada pelo produto das varidveis. Assumiremos também que, no caso
da modelagem ecoldgica, a competigao intraespecifica (com relagdo a mesma espécie)
tem influéncia insignificante na populacao de presas e predadores.

Partindo dessas premissas, este modelo pode ser descrito pelo seguinte sistema aco-
plado bidimensional de equacgoes diferenciais ordinarias de primeira ordem nao lineares

d
d_f :;L'a—axy:$(a—06y) :F(x,y),
(2.1)

dy
W ey + 5wy = g+ 12) = Glay).

O sistema (2.1) é dito acoplado, pois a primeira equagao na variavel = depende da
variavel ¢, o mesmo acontece com a segunda equagao.

A analise serd feita dividida em duas partes. A andlise do sistema linear que consiste
em estudar o comportamento das solu¢oes nas proximidades de pontos especificos, e do
sistema nao linear geral descobrindo assim um comportamento global associado. Em
um segundo momento, estudaremos o sistema (2.1) sob a perspectiva computacional
utilizando o SageMath.
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2.1 Analise do Sistema Linear Associado

Investigaremos elementos pertinentes ao sistema (2.1). Perceba que (2.1) é um sistema
nao linear, portanto, requer uma andlise mais especifica. De fato, para entendermos
de maneira satisfatéria como sao as trajetérias do sistema (2.1), analisaremos o com-
portamento das trajetérias nas proximidades dos pontos de equilibrio fazendo uma
aproximagao por meio de um sistema linear. Inicialmente, procuraremos por pontos
criticos ou solugoes estaveis, que sao solugoes em que x(t) e y(t) permanecem constan-
tes, sem variacao, assim, nas proximidades desse ponto critico as trajetorias do sistema
nao linear sao, num certo sentido, semelhantes as trajetérias de um sistema linear asso-
ciado. Antes disso, um importante questionamento é saber se o sistema admite solucao,
caso positivo se ela € tunica.

Teorema 2.1. O sistema (2.1) munido com uma condi¢ao inicial (x(to),y(to)) =
(zo,Yy0) admite unica solugdo em um determinado intervalo contendo ty.

Demonstra¢ao. Como as fungoes F(x,y) = za — axy e G(z,y) = —cy + yry sao poli-
nomiais, logo, sao de classe C'*°, ou seja, sao infinitamente diferenciaveis com relagao as
variaveis r e y e, além disso, qualquer derivada, de qualquer ordem é continua. Entao,
o resultado de Existéncia e Unicidade de solugao para o sistema (2.1) é garantido pelo
Teorema 7.1.1 de [5]. O

Observando (2.1), percebemos que um ponto critico (z., y.) deve satisfazer F'(z., y.) =
0 = G(x¢,ye), ou de forma equivalente, esse ponto deve satisfazer o sistema

z(a—ay) =0,
{ y(—c+ ’yyx) =0, (2.2)

portanto, encontramos duas solu¢oes P, = (0,0) e P, = <§, g) Como dito no comeco

desta secao, iremos linearizar o sistema em torno dos pontos criticos encontrados e usar
resultados de sistemas lineares para entender localmente como sao as solucoes.

Teorema 2.2. O sistema (2.1) € localmente linear nas proximidades dos pontos criticos
Py e Py, e o sistema linear que aprorima o nao linear é dado por

Ccii_f = Fx(xca yc)(x - .’EC) + Fy(IBc, yc)(y - yc);
(2.3)
% = Gale, ye) (# — we) + Gy (e, ye) (Y — ye)-
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Demonstra¢ao. Como F(x,y) e G(z,y) possuem derivadas parciais continuas até se-
gunda ordem, podemos utilizar a Férmula de Taylor Infinitesimal (ver [12]) em torno
dos pontos criticos, de maneira que conseguimos escrever

F(:L', y) = F(xC7yC) + Fz(xcu yc)(l‘ - 170) + Fy(xcu yc)(y - yc) + pl(l‘, y)7

(2.4)
G(z,y) = G(ze,ye) + Gal@e, Yo) (@ — e) + Gy(@e, ye) (Y — ye) + p2(z, y),
com os restos infinitesimais de ordem 2 p; e ps satisfazendo
lim M’y)z = 0 = lim M. (2.5)
(@y)=(zee) || (2, y)] (@)= (zee) || (2, y)]

Como F(z.,y.) = 0= G(x¢, Ye), Pois (¢, ye) é€ um ponto critico de (2.1), tomando
o limite quando (z,y) — (2., y.) e como o resto tende a zero por (2.5), entdo nas
proximidades do ponto critico podemos reescrever (2.4) como (2.3). O

Em algumas circunstancias, é preferivel fazer a mudanca de varidvel u = » — x.

_ ‘e Qu _ dz dv __ dy . .
eV =Y — Y. POIS G d e a o dt assim, podemos reescrever o sistema (23) da

dt
seguinte forma

du
at Fo(2e,ye)  Fy(Te, ye) u
= ) (2.6)
@ Gw(xca yC) Gy<xm yC) v
dt

A matriz quadrada que aparece em (2.6) é dita a matriz Jacobiana, a qual denotare-
mos por J(z,y.). Uma vez que o sistema (2.6) é linear e homogéneo usaremos a teoria
de estabilidade para classificar os pontos criticos, de forma que teremos uma nogao de
como sao as trajetdrias de (2.1) nas proximidades desses pontos.

Para determinar o comportamento das solugoes nas proximidades de P, utilizamos
a expressao em (2.6) e obtemos o seguinte sistema linear

a(0)=(0 %)) 27

Neste ponto, para discutirmos sobre a solugao dos sistemas lineares associados,

. \ : a 0
vamos encontrar autovalores e autovetores associados a matriz J(P) = ( 0 —c )

Perceba que a equagao

det(J(Py) — ) =0,
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¢ equivalente a (a — A)(—c — \) = 0, portanto os autovalores sdo \; = a e Ay = —c.
Substituindo A\; e Ay em J(P;)v = Av, encontramos os autovetores associados & =

( é ) associado a A\ e & = ( (1) ) associado a Ay. Usando os resultados da Secao 7.5

de [5], a solugao geral é da forma

X _ 1 at 0 —ct
<y)—01<0)e +C2<1)e : (2.8)
De fato, perceba que [ ~* | = 1 eat o [ 72 ) = 0 e~ sao solucoes de
, P q n 0 n 1 C

(2.7) substituindo na equagao. Calculamos o wronskiano temos

at
W K zi ) : ( Z )} = det ( 60 eit ) = el £, Vi, (2.9)

Dessa forma, pelo Teorema 7.4.3 de [5], ( il ) e < zQ ) formam um conjunto
1 2

fundamental de solucoes, de modo que qualquer outra solucao é dada como uma com-
binagao linear dessas, conforme (2.8).

Como as constantes a e ¢ sao positivas, entao os autovalores sao reais, distintos e
com sinais opostos. Pelos resultados de estabilidade dados pelo Teorema 9.3.2 de [5], Py
¢ um ponto de sela instavel. Perceba pela Figura 1 que pelo eixo y, em um determinado
instante de tempo, as trajetorias se aproximam da origem e na direcao do eixo x, elas
se afastam, além disso, qualquer trajetoria no primeiro quadrante que passe proximos
ao0s eixos, também se aproximam e, em seguida, se afastam da origem.

)

Curvas: (z(t),y(t)) = (c1e*, coe™)

Em azul:

¢ €{0.1,0.3,...,1.3} 5
e

Cy = 8

Em vermelho:
vertical: ¢ =0ecp =8

horizontal: ¢; =0.1ec; =0 1

oy

0,0) = P, 2 4 8

Figura 1: Ponto de sela P; e curvas da Equagao (2.8) (Fonte: Autores.)
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Novamente, para determinar o comportamento das solugoes nas proximidades de
P, utilizamos a expressdo em (2.6) e obtemos o seguinte sistema linear

=) (50 () b 502
B () 6D R 0D

Considere a mudanca de variavel u = x — 5 e v =y—<, atradugao matricial do sistema
(2.10) assume o seguinte formato,

%(5):<%_§)<5) (2.11)

Anélogo ao que fizemos antes, o calculo dos autovalores da matriz em (2.11) nos fornece
dois valores \3 = —iy/ac e Ay = iy/ac, ou seja, sao nimeros complexos conjugados com
parte real nula, e novamente pelo Teorema 9.3.2 de [5], o ponto critico P, é um centro
estavel para o sistema linear. Do sistema acima, obtemos a seguinte relagao diferencial

Yau du + o*cv dv = 0, (2.12)

Portanto,
Yau® + o’cv? =k, (2.13)

Aqui, k& é uma constante de integragao nao negativa. Logo, as trajetérias do sistema
linear dado por (2.11) sdo elipses. Mais ainda, as solugoes podem ser encontradas
explicitamente (ver [5]) e serdao dadas por

sen (tv/ac) v (0) + cos (tv/ac) u (0)

ac

Vacy

u(t)=—

v(t) = \/(g&sen (tv/ac) u (0) + cos (ty/ac) v (0),

e que, tomando u(0) = 2K cos(¢) e v(0) = 2K /sen(¢), reescrevemos esta solugao
em um formato mais simples

u= %K cos (t\/@vL 925) , U= g\/ngen (t\/a_c—i- ¢) . (2.14)
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Finalmente, desfazendo a mudanca de variavel, temos

ng—l—EKcos(t\/@—Hb) e y:2+2\/EKsen(t\/%+¢). (2.15)
vy a ala

A Figura 2 contém o retrato de fase com as trajetérias de (2.10) e deve ser inter-
pretada da seguinte maneira: localmente, nas proximidades do ponto P as trajetorias
do sistema nao linear sao semelhantes a elipses. Mais ainda, como a aproximacao dada
pelo método, supostamente, nao funciona se o ponto nao for um ponto critico, a medida
que nos afastamos do ponto destacado na Figura 2, devemos esperar que as trajetérias
ja nao se comportem mais como elipses.

Yy
4.0 4

3.5 1
3.04
2.5 1
1.5 1
1.0 1

0.5 1

Figura 2: Gréafico de um retrato de fase pela aproximagao linear, com a = 1,a =
0.5, ¢=0.75 ¢ v = 0.25. (Fonte: Autores.)

Além disso, é esperado que as trajetérias do sistema nao linear permanecam no
primeiro quadrante, uma vez que ha trajetorias percorrendo os eixos x e y relacionadas
ao sistema linear em torno do ponto P;.

Uma vez que obtivemos solugoes explicitas para as populagoes de predadores e
presas, faremos agora algumas analises dessas solugoes de modo a concluir, localmente,
alguns de seus aspectos qualitativos.

Proposigao 2.3. As populagoes de predadores e presas variam de forma senoidal com
periodo 5—%
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Demonstragao. Sejam s,t € R tais que s —t = \ﬁ’ entao

Vac
= cos(tv/ac + ¢) cos(2m) — sen(t\/ac + ¢)sen(2m)
= cos(tvac + ¢).

Isso nos garante que z(s) = x(t). Analogamente, pode ser provado que, se s e t estao
defasados de -2 T sen(sy/ac+ ¢) = sen(ty/ac+ ¢) donde y(s) = y(t). Ainda observando
as solugoes dadas em (2.15), é facil perceber que as amplitudes das populagdes de presas
e predadores sao dadas respectivamente por % e %\/E , portanto, dependem apenas

dos parametros do modelo e das condicoes iniciais. O

cos(svac + ¢) = Cos([t+2—7r] \/%er)) = cos ([tv/ac + ¢] + 2n)

Proposicao 2.4. As populacoes médias de predadores e presas em um ciclo completo
saGo numericamente iguais as populagoes de equilibrio, ou seja, (Tmed, Ymed) = (5, g)

Demonstracao. As populacées médias, em um ciclo completo, sao dadas por

1 t+T 1 t+T
Ymed = T/ y(s)ds e Tpeq = T/ x(s)ds, (2.16)
t t

na quais t > 0 representa um instante qualquer e 7' = Utilizando a expressao em

(2.15) para y em (2.16), obtemos

ik
Nk

/”T{ i) .

= / ds—l— t+T[ \[Ksen s\/_-l-gb)}

Integrando o primeiro termo da soma, temos

L[ et

E ao integrar o segundo termo da soma, ficamos com

t+:r{ \/sten s\/_+¢1d3— \[K/ sen(syac+¢)ds = (x). (2.19)
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Fazendo a mudanca de variavel sy/ac 4+ ¢ = S e como T\/ac = 27, obtemos

t*/&J“d’*T\/E sen(S)
(*) = K Jae ds
f +¢ ac

\/* tv/actp+2m
= sen(S)dS
V To‘ f +¢

uma vez que a integral do seno em um ciclo completo ¢ igual a zero. Consequentemente,
a

Ymed = —. De forma andloga, substituindo o x(¢) dado em (2.15) na Equagao (2.16),
o

temos

1 t+T 1 t+TC ]_C t+T
Tmed = 7 SCSdS:—/ —ds—l———K/ cos(svac+ @)ds = —
P et [ S gk [ antevaeg

]

Vamos agora calcular as populagoes maximas de presas e predadores, usando a
aproximagao (2.15).

Proposicao 2.5. Sejam z e y dadas por (2.15). Denotando t, e t, os pontos criticos
de x ey respectivamente, temos

nmw — us 1
t, = \/@qﬁ e ty:(§+nﬁ—¢>ﬁc, n € N.
Além disso,
(a) Se n = 2m, m € N, x ey possuem um mdzimo local (e global) em t, e t,,
respectivamente;

(b) Por outro lado, se n = 2m + 1, m € N entdo x e y assumem minimo local (e
global) em t, e t,, respectivamente;

(c) A populagdo de predador tem um atraso de um quarto de ciclo com relag¢do ao
ciclo da populagao de presas.

Demonstragao. Primeiramente, encontraremos os pontos criticos t, e t, de x e y. Su-
ponha K > 0, temos

da: d

€ < + KcoS(t\/_+¢)> = —sKsen(t\/@+¢)\/@, (2.20)

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, 27-60 39



Freitas, P. et al.

Para

— EKsen(tx\/ac +¢)Vac=0 = sen(t,\/ac+ ¢) =0, (2.21)
g
portanto, t,\/ac 4+ ¢ deve ser um multiplo de 7, donde

nmw— @

Vac '

ty = Vn € N.

Analogamente,

T
ty:<§+mr—¢) , VneN.
Isto prova a primeira parte da proposicao.
Mostraremos agora (a), ou seja, analisaremos os pontos criticos acima para n = 2m,
m € N, porém utilizando um argumento de periodicidade, é suficiente considerar o caso
o . ~ o _¢ . T 1 o1
n = 0. Nesse caso, os‘pontos CHthOS‘ sao t, = Tac © t, = (2 ‘ ¢) T ‘Utlhzarem(')s 0
Teste da Segunda Derivada, que nos informa se um ponto critico é maximo ou minimo
local em termos do valor da segunda derivada calculada nos pontos criticos. Para mais
informagoes ver [19]. Perceba que

3
o

2
C;Tf = % (2—?) jt ( — Ksen(ty/ac + ¢)\/_> = —sK cos(ty/ac + ¢)ac

Assim, calculando a segunda derivada no ponto critico t,, obtemos

Cj;Tf (%i) = —%K cos (\/& (\;—%) + qb) ac = —chos(O)ac = _aciK < 0.

Entao ¢, ¢ ponto de maximo local. Fazendo o mesmo para o ponto t,, temos

E = ——\/7Ksen tvac+ ¢)ac (2.22)

e calculando o valor em t,, obtemos

(G 0) ) =~ aroen () oo = -2

Logo, t, ¢ também ponto de mdximo local.

Perceba que a diferenca entre dois pontos criticos da forma n = 2m é sempre um
multiplo de \ﬁ, como z e y sao funcoes periddicas de periodo 2 \F’ todos estes pontos
criticos serao de méaximo local.
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Para demonstrar (b), é andlogo ao argumento feito em (a), bastaria considerar o
caso n = 1, provar que nessa situacao t, e t, sao pontos de minimo local para = e y
respectivamente. Em seguida, usar o fato que se n = 2m + 1 com m € N, os pontos
criticos também estao defasados em um multiplo de j—;r»c, e o resultado novamente é
obtido por periodicidade.

Provaremos agora (c). Mostraremos que uma vez que a populacao de presas é
méxima (minima), entdo apés um quarto de ciclo, a populacdo de predadores também

serd maxima (minima):

s 1 nmw — ¢ T 2m T
ty—tm:(——l—mr—(é) — = = = —.
2 vac vac 2v/ac  4yJac 4
Portanto, apesar dos ciclos fechados de predador-presa terem periodos iguais a T,

a populacao de predador tem um atraso de 1 com relacao ao ciclo da populacao de

presas. 0

Por meio da anédlise do sinal da primeira derivada das fungoes x(t) e y(t), con-
cluiremos sobre as velocidades de crescimento e decrescimento dessas populacoes nos
instantes criticos.

Proposicao 2.6. Analisando as variag¢oes das populagoes x(t) e y(t) no tempo, podemos
concluir que

(a) Quando a populagdo das presas atinge seu nimero mdzximo, a velocidade de cres-
cimento da populacao dos predadores é a maior possivel;

(b) Quando a populagdo das presas atinge seu nimero minimo, a velocidade de cres-
cimento da populacao dos predadores é a menor possivel;

(¢) Quando a populagdo de predadores atinge seu mumero mdzimo, a velocidade de
crescimento da populacao de presas é minima,

(d) Quando a populagao de predadores atinge seu numero minimo, a velocidade de
crescimento da populacao de presas é mdxima.

Demonstragao. Faremos a demonstracao apenas do item (a), uma vez que os outros
itens (b), (c) e (d) s@o complemente analogos.

Analisaremos primeiro, a fun¢ao que nos dé o crescimento da populacao dos preda-
dores, de modo a encontrar o momento em que a velocidade de crescimento é méaxima.
Perceba que isso consiste em estudar a derivada da fungao que nos informa o cresci-
mento, ou seja, estudar os pontos criticos da segunda derivada de y, ou de maneira
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equivalente, o ponto de inflexdo de y. Usando a Equagao (2.22) e denotando o ponto
de inflexao de y por t,,

d*y ~ nm—¢
— =0 = t,=
dt? Y Vac

isto é, o ponto no qual a populagao de presas atinge o seu maximo, t, (ver Proposigao
2.5), Corresponde ao mesmo ponto de inflexao da populagao de predadores. Paran = 0,
temos t \F’ que ja vimos na Proposicao 2.5 que consistia em um ponto de maximo
local para a populagao de presas. Agora considere ¢ > 0 suficientemente pequeno e os
pontos

=t,, (2.23)

I N i
y- \/& y+ \/&7

consequentemente, tAyi < t; < {z; Note que

%(tyw> = —%\/gsen (\/CL_C _?/: +¢) ac:—%\/gsen(—e)ac

= 2\/Esen(g)ac>0,
vV ¢

na ultima igualdade usamos que o seno é uma funcao fmpar, # > 0 é suficientemente
pequeno e, além disso, todos os parametros a, v e ¢ sao positivos por hipdtese. Perceba
agora que

d>y ~ a [a —p+0 a [a
E(t%) = —;\/;sen (\/a_c Jac + gb) ac = —;\/;sen(ﬁ)ac < 0.

Ou seja, no intervalo (t;: , t;], temos que dt? > (, enquanto no intervalo [ty, t/y:), temos

% < 0. Portanto, pelo Teste da Primeira Derivada (ver [19]) ty ¢ um ponto
dy

de maximo local para 3, isso significa que quando a populagao de presa alcanga seu
maximo, a velocidade de crescimento da populacao de predadores é a maior possivel.
Perceba que isso acontece também para todo n = 2m com m € N. Analogamente,
tratando o caso n =1, poderlamos repetir o processo anterior e provar que o ponto de
inflexdo seria um minimo para ‘fité’ , ou seja, quando a populacao de presas atinge seu
minimo (ver Proposi¢ao 2.5), a velocidade de crescimento dos predadores é a menor
possivel. Também de forma completamente andloga, poderiamos repetir os argumentos

para x(t) e concluir os resultados dados por (c) e (d).

que

]
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A Figura 3 apresenta o grafico mostrando essas nogoes para um ciclo completo.

populacao maxima de presas

velocidade méaxima do crescimento de predadores

Figura 3: Comparacoes entre as populacoes de predadores e presas, com a = 1,a =
0.5, ¢ =0.75 e v = 0.25. O perfodo é T = @ e valores iniciais (z,y) = (2; 0,8).
(Fonte: Autores.)

2.2 Analise do Sistema Nao Linear

Para concluirmos o estudo do modelo classico, faremos uma andlise das solucoes do
sistema nao linear (2.1). Durante esta e a préxima secao, descreveremos com ex-
plicacoes suficientes, os comandos utilizados por meio do software SageMath para as
implementagoes, sejam na busca de solucoes para os sistemas ou na composicao das
figuras. Salientamos que os comandos que disponibilizaremos aqui nao retratam a to-
talidade do material que desenvolvemos para a composicao deste artigo. Assim, os
pesquisadores e discentes envolvidos com estudos de sistemas de EDOs, como apresen-
tados neste trabalho, poderao usufruir de outras tecnologias que desenvolvemos como
por exemplo as calculadoras automaticas de pontos criticos, de campos de vetores,
de trajetérias dos sistemas e de gréaficos das solugoes no tempo, dentre tantos outros
aspectos que possivelmente poderao auxiliar estudos nesta drea. Relembramos que o
endereco eletronico para acesso ao material estd disponibilizado na introducao. Para
entender melhor o uso dos métodos usados, assim como a parte de programacao, veja
[18].

Apesar de sistemas nao lineares nao terem um método preciso para solucioné-los
analiticamente, perceba que podemos reescrever (2.1), utilizando a Regra da Cadeia,
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que pode ser vista em [19], da seguinte maneira:

dy/dt dy  y(—cH+yx)
de/dt — dr  z(a—ay)’ (2.24)

e nessa escrita temos uma EDO separavel. A solugao geral é descrita implicitamente
por meio da equagao

aln(y) — ay + cln(z) — vz = C, (2.25)

com C' uma constante determinada pelas condigoes iniciais. Vimos que, no caso linear,
P, é um ponto de sela instavel, uma vez que os autovalores associados sao reais e com
sinais opostos, e, portanto, pequenas perturbacoes ainda preservariam esses sinais, de
forma que o mesmo ocorre com as trajetérias do nao linear nas proximidades de P;. Por
outro lado, P, é um centro estavel para as trajetérias do sistema linear, uma vez que
os autovalores sao complexos puros. Assim, pequenas perturbacoes poderiam alterar a
estabilidade desse ponto e as trajetorias do sistema nao linear seriam espirais. Como
veremos, nas proximidades de P,, as soluc¢oes do nao linear também se comportam como
as trajetorias do linear, de modo que P, também é um centro para o sistema nao linear.

A partir de (2.24) é possivel verificar, computacionalmente, que o campo de vetores
associados é dado por

Y
51!///,(__<_\«\\\\\\\\\
/,«4_‘.\\\\\\\\\\\
’///,4_4_,_\\\\\\\\\\\
VA P S R . U U U N
Y v s~
4 /,,._‘_\\\\\\\\\\\
J////’__‘_\\\\\\\\\\\
l////(«‘_\\\\\\\\\\\
4////‘,4_«\\\\\\\\\\\
34 4 L e = = =~ %N % % N XN N N %X
Jl///‘,‘_\\\\\\\\\\\\
AN P N S U U U O O S
(A UURL N W U S TR SRR SRR O WO S
21 b bbb g f
R U N G A S A A
tt\\l\‘_.‘llll///////
P BN ettt
LN S>> - - - o
NN i
\\:_._.'_._.Y_,»..'_._.‘_,_._:_,_.‘ =
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4: Campo de vetores para (2.1), com a = 1, = 0,5,

c=0,75e~vy =0,25.
(Fonte: Autores.)

O campo de vetores acima nos dd uma nogao de que as trajetérias de (2.25) sao
ciclos fechados em torno de P,. A Figura 4 foi gerada no SageMath. Para isso, usamos
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os métodos vector e plot_vector field. Primeiro, precisamos definir a seguinte fungao
vetorial:

Os comandos a seguir definem a fungao F'(z,y) no SageMath, e guarda na varidvel F.

F(z,y)

1y = var('y")
2| F = vector([(x*(1 - 0.5*y)), (y*(-0.75 + 0.25*x)) 1)
3|F = F/F.norm()

Para gerar o grafico do campo de vetores, usamos o comando:

[y

plot vector field(F, (x, 0, 8), (y, 0, 5))

Até aqui, a figura ainda nao exibe os pontos criticos. Para isso, guardamos nas
variaveis pcl e pc2 a figura dos pontos criticos e na variavel cv guardamos o campo de ve-
tores com alguns parametros a mais. Feito isto, basta executar a soma pcl + pc2 + cv
para obter o grafico, conforme o cédigo abaixo:

1pcl = circle((0.75/0.25, 1/0.5), 0.06, color='black', fill=True)

2|pc2 = circle((0, 0), 0.06, color='black', fill=True)

3lcv = plot vector field(F, (x, 0, 8), (y, 0, 5), color='gray’,

4 frame=False,axes=True,axes labels=["'$x$"', '$y$'1)
5/pcl + pc2 + cv

Com o SageMath também podemos ver que as curvas sao fechadas para diversos
parametros e condic¢oes iniciais conforme as Figuras 5 e 6, cujos comandos serao mos-
trados na préxima secao.

Figura 5: Retrato de fase com Figura 6: Retrato de fase com a =1, a =
a=0.58 a=0.5, c=0.85evy=0.45. 0.5, c=0.75e v =0.25.
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E possivel mostrar analiticamente (ver Corolério 4.1.9 de [8]) e geometricamente
(ver p. 385-386 de [3]) que as curvas definidas por (2.25) sao de fato curvas fechadas
em torno do ponto critico Ps.

Apesar de encontrarmos a solugao de (2.24) em um formato implicito, esta solugao
nao nos da a variacao de populagoes no tempo, isto ¢, ao ganharmos informacgoes que as
trajetorias sao curvas fechadas sem auto intersecao, nao temos uma nocao de como elas
evoluem no tempo. Sendo assim, para obter respostas acerca da variagao das populagoes
em cada ciclo, utilizaremos métodos numéricos. Precisamente, usamos o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, que ¢ um dos mais usados para obter solugoes numéricas
de problemas de valor inicial. O erro total acumulado deste método é proporcional a
h®. Para os detalhes do algoritmo veja [5], p. 373-374. Para detalhes sobre a precisao
e estabilidade/instabilidade do algoritmo veja [5], p. 358-376 e [18], p. 376-381.

Com o método de Runge-Kutta de quarta ordem, disponivel no SageMath através do
método desolve system rk4, encontramos as variagoes das populagoes, como mostrado
na Figura 7.

N | e [\ /\
A \
N £ N B N
NN N

AL AN AN AT
EDAVNAVIAVEAN

Figura 7: Variagoes nas populagoes de presas e de predadores em relagao ao tempo
para o Sistema (2.1), com a = 1,a = 0,5, ¢ = 0,75 e v = 0,25. Valores iniciais
(z,y) = (2;0,8). (Fonte: Autores.)

O método desolve system rk4, no SageMath, possui a seguinte sintaxe:
desolve system rk4([f,g], vars=[x,y], ics=[t0,x0,y0], ivar=t, end points=tf)

na qual [f,g] sao as fungoes do sistema, [x,y] sao as variaveis, ics=[t0, x0, y0] sao
as condigoes iniciais, ivar=t indica a variavel independente e end points=tf define o
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tempo final. A saida desta func@o é uma lista com os valores numéricos de ¢,z e y, com
t variando de 0,1 em 0, 1. Para definir um passo h de tamanho diferente, para o tempo,
podemos acrescentar o parametro step=h. O cédigo abaixo gera a Figura 7.

1y, t = var('y, t')

2| f = x*(1 - 0.5%y)

319 = y*(-0.75 + 0.25%*x)

4/ sn = desolve system rk4([f, g], vars=[x,y], ics=[0, 2, 0.8],
5/ivar=t, end points=30)

6

7111 = [1; 12 = [] #

g/ for i in sn: #

9

11l.append([i[0], i[1]11) # guardando as info. temp e x

10| 12.append([i[0], i[2]11) # guardando as info. temp e y

11

12| pl classic = line(1l1, thickness=1.2, gridlines=True,

13 axes labels=['$t$', '$x$, $y$'1, legend label='Presa')

—
~

p2 classic = line(12, color='red', thickness=1.2, legend label='Predador')
pl classic + p2 classic

—_
ot

Uma vez que a solugao ¢ dada implicitamente, encontrar os pontos x e y de maximos
e minimos em um ciclo, nao é um trabalho elementar de ser resolvido simbolicamente
e explicitamente. De fato, como as trajetorias sao centradas em Ps, bastaria fazer as
intersegoes das trajetérias dadas por (2.25) com as retas z = £ e y = 2. Perceba,

porém, que agora precisamos resolver explicitamente as seguintes equagoes

aln <%> —a+cln(z) — vz =C,

aln(y) —ay + cln (£> —c=C,
v

que nao possuem solucao em termos de funcoes elementares. Apesar disso, ainda é
possivel obter solugoes para casos particulares usando métodos numéricos. Sendo assim,
em comparagao como o caso linear, encontrar os maximos e minimos em um ciclo ja é
um problema muito mais dificil de ser resolvido.

Antes de obter as solugoes numéricas, obtemos a solucao para a condicao inicial
(z,y) = (2;0,8) com os comandos a seguir.

11X,z = var('x,z")
2|y = function('y") (x)
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3/sol = desolve(diff(y,x)==(y*(-0.75+0.25*x))/(x*(1-0.5*%y)),y,[2,0.8])
4/solz = sol.subs(y==2)
5/ show(solz)

33892164
7544041

Observe que na linha 4 foi feita uma mudanca de variavel, pois y era uma funcao de
x e vamos precisar de uma variavel do tipo var. Usando a solucao que esta guardada
em solz, podemos substituir x por 3 e usar o método numérico find root, que procura
pelos zeros de uma fungao f em um intervalo (a,b) através da sintaxe:

—2z+4log(z) =x+3log(2) — 3 log (z) —

find root(f, a, b).
Os cédigos a seguir, exibem as solugoes para y variando nos intervalos (0, 2) e (4, 5).

sl=find root(solz(x=3).lhs()-solz(x=3).rhs(), 0, 2)
s2=find root(solz(x=3).lhs()-solz(x=3).rhs(), 4, 5)
(3, s1), (3, s2)

w N =

((3, 0.7328463611981351), (3, 4.24683077371136))
Ou seja, encontramos

(z,y) = (3;0,7328463611981351) e (z,y) = (3;4,24683077371136).
De maneira analoga, fazendo a substituicao no z, em vez de x, encontramos

(z,y) = (0,9131473610947365; 2) e (z,y) = (7,040951217170739; 2).

Figura 8: Maximos e Minimos em uma trajetoria com parametros a = 1, = 0,5,
c=0,75 ey =0,25 e valor inicial (2;0,8). (Fonte: Autores.)
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Este procedimento entao nos fornece as populagdes maximas/minimas de predadores
e presas.

Prosseguindo conforme a analise do caso linear, vamos calcular agora a populacao
média de presas e de predadores numericamente. Como estamos no caso discreto,
usaremos a seguinte aproximagao para o valor médio da funcgao f,

Frved At(f(t) +--+ f(tn)  ASf(t) +-+ f(t)  fE)+-+ fta)
med ™ T ~ At-qtd. de pontos  qtd. de pontos( )
2.26

em que 1" é o periodo e tq,...,t, sdo igualmente espacados com tamanho At, e esta
aproximacao melhora a medida que aumentamos a quantidade de pontos. Perceba
que encontrar o periodo também nao é um trabalho elementar, ja que para cada ciclo,
teremos um comportamento diferente para a trajetéria. Comentaremos sobre isso mais
a frente. Fazendo testes com o tempo final, percebemos que para T = 7, 786617899
obtemos praticamente um periodo para o caso da Figura 8. O ponto final encontrado
foi (z,y) = (1,999999999811233; 0, 8000000000314704), cuja distancia ao ponto inicial é
1,91372322945032 x 1071°. Abaixo, temos o cédigo que guarda na varidvel sn a solucao
numérica para este problema, porém com passos de 0,00001.

11x, y, t =var('x, y, t")
2| f = x*(1 - 0.5%y)

3/g = y*(-0.75 + 0.25*x)

4| sn = desolve system rk4([f, gl, [x, yl, ics=[0, 2, 0.8], ivar=t,
5 end points=7.786617899, step=0.00001)

Calculamos a distancia entre o ponto final e o inicial no bloco de cédigo a seguir.

1| v=vector((sn[-1]1[1], sn[-1][2]))-vector((2,0.8))
2/norm(v)

1.913723229450319e-10

O cddigo seguinte calcula a média da populagao x utilizando (2.26).

listax=[]

for i in sn:
listax.append(i[1])

sum(listax)/len(listax)

W o

2.9999984459449127
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Analogamente, o c6digo abaixo nos fornece a média da populagao y conforme (2.26).

listay=[1]

for i in sn:
listay.append(i[2])

sum(listay)/len(listay)

B W o

1.99999813513556

Assim como a Proposicao 2.4, como os valores entre o valor médio das populagoes e as
populagoes de equilibrio sao préximas umas das outras, com erro de aproximacao para a
populacao de presas e preadores iguais a 1, 554055087310546x 1076 e 1, 86486443998213 x
1079 respectivamente, esperamos que ainda no caso nao linear as populacoes médias
sejam iguais as populacoes de equilibrio. De fato, além de simularmos o exemplo acima,
fizemos diversas simulagoes com parametros diferentes e ainda encontramos resultados
muito préximos de (3,2), até mesmo para trajetérias extremamente afastadas. A sa-
ber, testamos o valor inicial (0,04;2), usando tempo final T'= 11,05473819 e obtemos
a distancia entre o ponto final e o inicial de aproximadamente 9, 713896356203176 X
107, Usando o mesmo passo do caso anterior obtemos ZTmeq ~ 2,99999683775806
e Ymea ~ 2,000000000000958, apresentando um erro de 9,57900425646585 x 10713 e
3,16224193985803 x 107% respectivamente.

2.3 Aproximagao Linear vs Métodos Numéricos

Nesta se¢ao, vamos comparar os resultados obtidos por meio da linearizagao e do método
numeérico que usa o algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem.

O grafico das variagoes nas populacoes de presas e de predadores em relagao ao
tempo, presente nas Figuras 3 e 7, foram gerados usando a solucao da aproximacao
linear e o algoritmo de Runge-Kutta, respectivamente. A seguir, vamos comparar os
graficos, mostrando os comandos do SageMath utilizados.

Para o grafico da solugao da EDO dada pela Equacao (2.11), com as condigoes
iniciais (z,y) = (2;0,8), obtemos inicialmente a solu¢ao no SageMath com os comandos
a seguir:

1la = 1; alpha = 0.5; c= 0.75; gamma = 0.25

2/t= var('t")

3lu = function('u')(t); v = function('v')(t)

4| sedo=[diff(u, t)==-(alpha*c)/(gamma)*v, diff(v, t)==(a*gamma)/(alpha)*u]
5/sol = desolve system(sedo, [u,v], [0, 2-0.75/0.25, 0.8-1/0.5])

6| show(sol)
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u(t) = g\/ﬁsin <; \/§t> — cos <; \/§t> o (t) = —é 3sin G \/§t> - g cos <; \/§t>}

Fazendo a substituicao u =2 — 3 e v = y — 2, obtemos
{ x(t) :3+g\/§sin(%\/§t) —cos (2V/3t),
y (%) :2—%\/§sin(%\/§t) - g cos (%\/gt)

Para gerar o grafico com a solu¢ao guardada na variavel sol do bloco de cédigos
anterior, com 0 < ¢t < 30, usamos os comandos a seguir

(2.27)

1|F = 0.75/0.25 + sol[0].rhs()

2|G = 1/0.5 + sol[1l].rhs()

3/ pll = plot(F, (0, 30), color='black', axes labels=['$t$', '$x,y$'I],
4 legend label='Presa')
5
6
7

p2l = plot(G, (@, 30), color='purple', gridlines=True,
legend label='Predador')

pll+p2l

1N fa N [

AN

Figura 9: Gréfico da solugao (2.27). (Fonte: Autores.)

Podemos comparar os gréaficos das Figuras 7 e 9 com os comandos que estao nas
linhas 1 e 2 do bloco de cédigos a seguir, gerando as Figuras 10 e 11.

—_

pl classic+pll
p2 classic+p2l

)
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AV \vd Va . .

(5 é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 (I) é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0
Figura 10: Solucao numérica e solucao Figura 11: Solugao numérica e solucao li-
linear (¢ x x) para a populacoes de near (¢ X y) para a populagoes de predado-
presas. (Fonte: Autores.) res. (Fonte: Autores.)

Observe que pl_classic e p2_classic fazem parte do bloco de cédigo que gera a Figura
7. A partir das Figuras 10 e 11, observamos que apesar das trajetorias do sistema nao
linear nas proximidades do ponto critico serem semelhantes a elipses (trajetérias do
linearizado), com o grafico das variagdes no tempo conseguimos ver que as amplitu-
des entre as solucoes do linear e nao linear para parametros similares ainda sao bem
diferentes, e também as curvas nao possuem o mesmo periodo, basta perceber que as
trajetérias nao se sobrepoem ao decorrer do tempo.

Abaixo, temos dois retratos de fase gerados com os dados da saida do algoritmo
de Runge-Kutta. No grafico da esquerda, é possivel notar alguns segmentos de reta,
enquanto no grafico da direita estd mais suave, pois foi exigido uma quantidade maior
de passos.

- N} w IS « o ~

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Figura 12: Graficos gerados por duas solugoes numéricas com numeros de passos dis-
tintos. (Fonte: Autores.)
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Na figura acima, em ambos os casos o tempo variou de 0 até 10. Para cada curva
fechada, no gréafico da esquerda foram calculados 21 passos, ja para o grafico da direita,
foram 251 passos. Perceba que mesmo com uma quantidade pequena de passos, o algo-
ritmo ainda nos fornece uma aproximagao razoavel para as trajetorias, mais ainda, nas
proximidades do ponto critico, note que as trajetérias mais internas das duas imagens
virtualmente sao iguais. E notével que, assim previsto pelo método (ver [5]), uma maior
quantidade de passos nos fornece uma aproximacao numérica mais eficiente, ao passo
que o custo computacional para a geragao dessas figuras também aumenta significati-
vamente. A figura da esquerda foi gerada com um tempo 413 ms, ja a da direita exigiu
760 ms. Por fim, apenas para simulacao, fizemos uma implementacao com 10001 passos
e 0 tempo necessario foi de 16,2 s. Essas simulagoes foram executadas em um PC' com
processador Core 15 9400 com 16Gb de memoéria ram.

Na figura abaixo, colocamos o grafico da Figura 2 sobre o grafico da Figura 6.

N
@/\ 'Y W W,

Figura 13: Grafico com a uniao das Figuras 2 e 6. (Fonte: Autores.)

Com a Figura 13, comprovamos o que haviamos comentado na analise anterior.
Podemos ver que as trajetorias mais internas tendem a se sobrepor, mas nao sao iguais, e
a medida que tomamos trajetorias mais afastadas de P, as curvas ja sao completamente
diferentes. A Figura 13 pode ser gerada pelo bloco de cédigos a seguir.

11X,y = var('x,y")

2|vi = [[0.2, 2.0], [0.5, 2.0], [0.8, 2.0], [1.1, 2.0], [1.4, 2.0],
3 [1.7, 2.01, [2.0, 2.0], [2.3, 2.0], [2.6, 2.0]]

4

5/ f1l = x*(1 - 0.5%y) # nao linear
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6/gl = y*(-0.75 + 0.25%x) # ndo linear

7| spl=streamline plot((fl, gl1), (x,0, 8.5), (y,0,5.5), start points=vi,
8 density=50, aspect ratio=1)

9

10/ f2 = -(0.5%0.75)/(0.25)*(y-2) # linear

11192 = +(1*%0.25)/(0.5)*(x-3) # linear

12| sp2=streamline plot((f2, g¢g2), (x,0, 6), (y,0,4), start points=vi,
13 density=50, aspect ratio=1, frame=False,

14 axes labels=['$x$"', '$y$'], figsize=5)

15

16| spl+sp2

De acordo com a Proposicao 2.3, usando o método desolve system rk4, definimos
um periodo de 27/y/ac para a = 1 e ¢ = 0,75, ao simular a evolugao das trajetérias
de 9 curvas, cada uma partindo do ponto inicial (j,2) com j variando de 0,2 até 2,6
de 0,3 em 0,3. Um fato interessante nesta analise é que observando as Tabelas 1 e 2
cujos tempos finais sdo Ty = 7 e Ty = 27 /4/0, 75 ~ 7,25519745693687 respectivamente,
o angulo formado entre os pontos iniciais e finais, com relacao a P, ¢é praticamente
constante para todas as trajetérias, ciente que o método numérico nos da um resultado
aproximado.

’ H Po \ Py ‘ ||pf — pol| ‘ 0 (em rad.) ‘
C1 || (0.200,2.0) | (0.26810,2.3544) | 0.36086 | 0.128997314034546
Cy || (0.500,2.0) | (0.56081,2.3164) | 0.32220 | 0.128997314034544
Cs || (0.800,2.0) | (0.85351,2.2784) | 0.28353 | 0.128997314034547
Cy || (1.10,2.0) | (1.1462,2.2405) 0.24487 | 0.128997314034544

Cs | (1.40,2.0) | (1.4389,2.2025) | 0.20621 | 0.128997314034547
Cs | (1.70,2.0) | (1.7316,2.1645) | 0.16754 | 0.128097314034544
C- | (2.00,2.0) | (2.0243,2.1266) | 0.12888 | 0.128997314034543
Cs | (2:30,2.0) | (2.3170,2.0886) | 0.090215 | 0.128997314034540
Co | (2.60,2.0) | (2.6097,2.0506) | 0.051551 | 0.128997314034554

Tabela 1: py = (z(0),y(0)) e ps = (x(71),y(T1)), com T} = 7. (Fonte: Autores.)

A 1ltima observacao toma forma visual quando construimos as trajetorias relacio-
nadas com os dados da Tabela 1 acima. Esta construcao estd feita na figura abaixo.
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3.5
3.0-5
2.5
" @
1.5

1.0 ]

0.5 ]

Figura 14: Trajetérias relacionadas com os parametros da Tabela 1 e tempo final T' = 7.

Perceba que como o tempo final 77 é menor do que o tempo aproximado de um
periodo, dado por T3, é esperado que as trajetorias nao completassem um ciclo inteiro,
mas ja era esperado que os pontos finais estivessem contidos em uma mesma reta, uma
vez que para o sistema linear, o periodo é constante e completamente determinado
apenas pelos parametros a e c.

Na Tabela 2, fizemos a construgao analoga a anterior, mas considerando o tempo
final T, = 27/4/0,75. Perceba agora que o angulo formado entre os pontos iniciais e
finais, com relagao a P, é praticamente igual a zero.

L | m | Py | s —poll | 0 (em rad.) |
C; [ (0.200,2.0) | (0.20000,2.0000) | 4.7584 x 10~ 10 | 1.49011611938477 x 10~°
Cs || (0.500,2.0) | (0.50000,2.0000) | 4.2485 x 10~ | 0.000000000000000
Cs || (0.800,2.0) | (0.80000, 2.0000) | 3.7387 x 10~ 10 | 1.49011611938477 x 10~°
Cy | (1.10,2.0) | (1.1000,2.0000) | 3.2280 x 10~ |  0.000000000000000
Cs | (1.40,2.0) | (1.4000,2.0000) | 2.7191 x 10~ |  0.000000000000000
Cs | (1.70,2.0) | (1.7000,2.0000) | 2.2092 x 10~ |  0.000000000000000
C- | (2.00,2.0) | (2.0000,2.0000) | 1.6994 x 10~ |  0.000000000000000
Cs | (2:30,2.0) | (2.3000,2.0000) | 1.1896 x 10~ |  0.000000000000000
Co || (2:60,2.0) | (2.6000,2.0000) | 6.7980 x 10~ 11 | 2.10734242552812 x 10 °

Tabela 2: py = (2(0),y(0)) e py = (x(72),y(1%)), com Ty = 2m/+/0,75. (Fonte: Autores.)
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E as trajetérias relacionadas aos parametros da Tabela 2 estao dispostas na figura
abaixo.

3.5 1
3.0 1
2.5 1
1.5 1

1.0

0.5 1

Figura 15: Trajetérias relacionadas com os parametros da Tabela 2 e tempo final T, =

27 /+/ac.

Agora, com a mesma implementacao usada para gerar as Tabelas 1 e 2 e Figuras
14 e 15, trocando apenas o sistema linear pelo nao linear, mostramos que as trajetorias
do sistema nao linear nao possuem periodo constante. De fato, usando o tempo final
T = 27/+y/ac (que é o mesmo tempo necessario para as trajetérias do sistema linear
completarem um ciclo) para a = 1 e ¢ = 0,75. Verificamos que quanto mais préximo a
curva esta do ponto critico, menor é o angulo formado entre o ponto inicial e o ponto
final, com relacao a P». Isso pode ser visto na tabela abaixo.
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’ H Po \ Py ‘ ||pf — pol| ‘ ¢ (em rad.) ‘
4 || (0.200,2.0) | (1.7004,6.9520) 5.1744 1.31415238646799
Cy || (0.500,2.0) | (0.76248,3.7691) 1.7884 0.669007037448034
Cs || (0.800,2.0) | (0.90557,2.8211) | 0.82788 0.373633427453272
Cy || (1.10,2.0) | (1.1445,2.4110) 0.41343 0.217995860041385

Cs | (1.40,2.0) | (1.4173,2.2043) | 0.20506 | 0.128390351727821

Cs | (1.70,2.0) | (1.7058,2.0951) | 0.095281 | 0.0733527202760797
C: || (2.00,2.0) | (2.0015,2.0386) | 0.038636 | 0.0386459481190058
Cs | (2.30,2.0) | (2.3002,2.0120) | 0.012038 | 0.0171983091732256
Co || (2:60,2.0) | (2.6000,2.0021) | 0.0020687 | 0.00517184020218028

Tabela 3: py = ((0),y(0)) e py = ((T),y(T)), com T = 27w /+/0,75. (Fonte: Autores.)

A imagem de cada trajetéria descrita a partir dos parametros da Tabela 3 é resu-
mida na Figura 16 abaixo, e percebemos rapidamente que os ciclos aparentemente se
fecham nas proximidades do ponto critico, porém a medida que nos afastamos de P,
as trajetorias percorrem apenas parte do ciclo. Isso se comprova com as informagoes
da tabela acima quando o angulo # é menor quanto mais préximo pg esta de Ps.

)

Figura 16: Trajetorias relacionadas com os parametros da Tabela 3 e tempo final T =
27 /+/ac. (Fonte: Autores.)

Sendo assim, como o periodo nao é mais constante no caso nao linear, o atraso
entre as populagoes de predadores nao é mais necessariamente de um quarto de ciclo
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com relacao ao ciclo da populagao de presas, de modo que, geralmente, nenhuma das
propriedades mostradas no caso linear se preservam para as trajetérias do sistema nao
linear, com excecao das trajetorias extremamente proximas de P,, como mostramos em
nossas implementacoes.

3 Conclusao

Neste trabalho, desenvolvemos parte da teoria envolvendo sistemas de EDOs nao line-
ares de primeira ordem. Precisamente, fizemos um estudo detalhado sobre o modelo
classico do sistema predador-presa, caso particular das equagoes de Lotka-Volterra,
abordando as solugoes, como sao os campos de vetores associados, como sao as tra-
jetorias associadas com as solugoes do sistema e como estas solugoes evoluem no tempo.
Por se tratar de um sistema nao linear, fizemos a abordagem inicial por meio da line-
arizacao em torno de pontos criticos. Como a aproximagao nos dd um sistema linear,
entao além de utilizarmos a teoria de estabilidade para entender como sao as tra-
jetorias nas proximidades dos pontos criticos, descobrimos também o formato explicito
das solucoes, i.e., as equagoes que, localmente, governam as populacoes de predadores e
presas. Também provamos uma série de resultados envolvendo estas populagoes como
a periodicidade, a maximalidade e minimalidade das populacoes e de suas velocida-
des de crescimento. Uma particularidade do sistema classico é que, apesar de ser um
sistema nao linear, ele pode ser reescrito como uma EDO separavel, dessa maneira é
possivel encontrar a solu¢ao em um formato implicito utilizando a técnica de separagao
de variaveis. Usando o SageMath observamos em diversos casos que as trajetorias do
sistema Lotka-Volterra sao fechadas, além disso, indicamos duas referéncias contendo
a prova deste fato, uma demonstra analiticamente e a outra utiliza um argumento
geométrico. Ainda fizemos implementagoes acerca do sistema linear e nao linear, apre-
sentando as trajetérias do sistema, os campos de vetores associados e as solugoes no
tempo. O método numérico que utilizamos foi o de Runge-Kutta de quarta ordem,
que esta disponivel no SageMath por meio da funcao desolve system rk4. Além disso,
apresentamos ao decorrer da Secao 2, grande parte dos comandos utilizados para fa-
zer os elementos computacionais. Dessa forma, esperamos que este trabalho facilite os
estudos e pesquisas de docentes e discentes que se envolvam com estudos relacionados
com os temas que aqui foram desenvolvidos ou que sejam relacionados. Destacamos,
por fim, que estao disponiveis, online, materiais complementares desenvolvidos pelos
autores no endereco eletronico disponibilizado na introducao.
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