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Resumo

Este artigo apresenta férmulas explicitas para a classe de solugoes de recorréncias linea-
res homogéneas de ordem 2 com coeficientes constantes determinada através de fungoes
geradoras ordinarias. Além disso, aplicagoes do método de resolucao em cada caso es-
tudado sao exibidos e as relagoes entre as formulas de Binet e as expressoes obtidas via
fungoes geradoras sao discutidas. Sao propostos exemplos significativos de aplicagao a
contagem.
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Abstract

This paper presents an explicit expression to solve homogeneous linear recurrence of
order 2 with constant coefficients through their associated generating functions. More-
over, applications in each case are exhibited and a relation between the Binet’s formula
and the obtained expression are discussed. Significant examples of application to coun-
ting are proposed.

Keywords: linear recurrences, Binet formula, generating functions.

1 Introducao

Considerando a Combinatéria como um conteido importante para o desenvolvimento
do raciocinio 16gico e os professores como parte fundamental desse processo, os textos
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curriculares indicam o inicio do trabalho com problemas combinatérios desde os anos
iniciais de escolarizagao, em especial o documento preliminar da BNCC [4], o qual ori-
enta que as praticas de ensino de Combinatoria se iniciem durante a Educacao Basica.
Assim, os conhecimentos pedagogicos dos professores sobre combinatéria estao vincu-
lados as diretrizes curriculares oficiais com indicagoes de que Combinatéria pode ser
trabalhada no Ensino Fundamental e Ensino Médio [1]. No entanto, esses conhecimen-
tos matematicos ainda podem ser aprofundados. Nesse sentido, o presente trabalho
visa proporcionar aos professores uma visao concisa de um dos aspectos matematicos
importantes da combinatoria.

De fato, as fungoes geradoras constituem uma ferramenta fundamental da combi-
natoria, que pode ajudar o professor a construir estratégias adequadas para transmitir
o importante pensamento em contagem. Por outro lado, o professor também pode
desenvolver atividades com orientagoes matematicas mais formais.

Desta forma, as ferramentas como funcgoes geradoras e equacoes de recorréncias,
entre outras, sao muito importantes para o entendimento e resolucao dos problemas de
contagem. Estes instrumentos sao pouco utilizados, e até mesmo desconhecidos, pelos
professores na Educacao Bésica.

Recorréncias tém como exemplos cldssicos no ensino médio, as progressoes aritmética
e geométrica, e estao relacionadas com algoritmos recursivos tteis em problemas de con-
tagem, nos quais o problema interpretado pode ser modelado por uma equagao recur-
siva. Precisamente, dada uma sequéncia de nimeros reais (a,)neny = (a0, a1, ag, as, . . .)
chama-se relacao de recorréncia a equagao que relaciona o elemento a, com seus pre-
decessores. Dizemos que a relagao de recorréncia é de ordem r, r > 1, se o elemento
a, esta relacionado com seus r elementos predecessores, dadas as condicgoes iniciais
ag, a1, 02, - ..,0._1. Um exemplo classico na literatura é a sequéncia de Fibonacci cuja
ordem ¢ 2, tém condigoes iniciais usualmente dadas por ag = 0,a; = 1 e sua relagao de
recorréncia é definida pela equagao a,, = a,,—1 + an_2, | veja mais detalhes em [9, 11]].

O conceito de funcao geradora originou-se a partir dos trabalhos de A. Moivre (1667-
1754) e Euler (1707-1783), que aplicaram essa técnica em problemas de Teoria Aditiva
de Ntimeros, especialmente na Teoria de Particoes’. Laplace (1749-1827) introduziu
esta técnica no estudo de probabilidade, e Nicolaus Bernoulli (1687-1759) no estudo de
permutacoes cadticas?.

[...] Abraham De Moivre (1667-1754), Daniel Bernoulli (1700-1782) e Jac-
ques Phillipc Marie Binet (1786-1 856) mostraram como achar diretamente

1Uma particdo de um inteiro positivo k é uma sequéncia de niimeros inteiros positivos que somados
resultam em k.

2Uma permutacio de n elementos distintos (ay, as,as,...,a,) é chamada caética quando nenhum
dos als se encontra na posigao original, isto é, na i-ésima posicao.
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os numeros de Fibonacci sem ser necessario calcular todos eles, até o que de-
sejamos. Para isso, De Moivre utilizou pela primeira vez uma técnica extre-
mamente poderosa, a das fungoes geradoras. Esta técnica, muito util para
estudar sucessoes recorrentes, foi bastante desenvolvida por Euler (1707-
1783), em seu livro cldssico Introductio in Analysin Infinitorum, onde ele
utiliza para atacar o problema das particoes de um inteiro. O interesse de
Euler por este problema surgiu devido a uma pergunta que lhe foi feita
pelo matematico francés Phillipe Naudé, que trabalhava em Berlim, em
uma carta, na qual, entre outras coisas, perguntava de quantas maneiras o
nimero pode ser escrito como soma de inteiros positivos e distintos.[§]

Um método utilizado por matematicos bem antes da invencao do Célculo é a forma
de escrever uma fungao como somas infinitas de monomios. Muitos matemaéticos se
esforcaram para dar contribuicoes para o desenvolvimento e aplicacao de tal método,
sendo Leibniz um deles. Ele contribuiu com a andlise de varias sequéncias geométricas
e explicou o conceito de limite utilizando uma abordagem sequencial de valores infini-
tamente proximos. Embora Leibniz nunca tenha pensado na derivada como um limite,
ele descobriu muitos dos resultados que agora estudamos em Calculo. Entretanto, foi
o inglés Brook Taylor (1685 - 1731) o primeiro a apresentar uma férmula geral para
a construcao de séries de poténcias de funcoes, publicando o método em seu trabalho
“Methodus Incrementorum Directa et Inversa” de 1715, [3].

A andlise combinatdria se apropriou deste estudo para desenvolver técnicas de conta-
gem; facilitando a obtencao dos resultados onde a fungao escrita em séries de poténcias
tem coeficientes que podem ser interpretados como solucao de uma dada recorréncia ou
resposta a um dado problema de contagem.

Neste contexto, este trabalho consiste em estabelecer uma conexao entre solucoes de
equacoes de diferenca e as fungoes geradoras. Mais especificamente, utilizando a técnica
de funcgoes geradoras ordinérias, solucoes sao obtidas na resolucao de recorréncias line-
ares homogéneas de ordem 2 com coeficientes constantes e valores iniciais, sem utilizar
da resolugao de sistemas de Vandermonde (veja mais detalhes em [2, 10]).

Além disso, o material utilizado relaciona os conteiudos de fungoes, polinémios,
sequéncias numéricas, progressoes, sistemas lineares, resolucao de equagoes algébricas,
manipulacoes algébricas, entre outros assuntos, todos dentro da Educacao Basica.
Trata-se de constituir um material ao professor onde tem-se as formulas explicitamente
para resolucao de recorréncias lineares homogeéneas de ordem 2 com coeficientes cons-
tantes utilizando conhecimentos algébricos. Por outro lado, exibimos exemplos claros de
problemas de contagem, que podem constituir um material ao professor, para aplicagao
direta em sala de aula. Ressaltamos aqui que no caso de raizes simples (0 que mais
temos exemplos na literatura), um exemplo que possui uma modelagem combinatéria,
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além da resolucao da recorréncia associada foi discutido, trazendo assim uma possivel
sequéncia didatica que o professor pode utilizar em sala de aula.

O conteudo deste artigo é o seguinte. Na Secao 2, damos uma breve visao geral da
funcao geradora como uma série de poténcias. A Secao 3 é dedicada a forma explicita da
funcao geradora de recorréncia de segunda ordem, com coeficientes constantes. Discu-
timos em detalhes os diferentes casos e damos exemplos detalhados com interpretacoes
combinatoérias. Na Secao 4 usamos a funcao geradora para estabelecer a forma analitica
de Binet do termo geral definido pela recorréncia de ordem 2. Por fim, a Segao 5 é de-
dicada as consideragoes finais, com uma discussao sobre o alcance de nossa abordagem
tanto ao nivel da formacao de professores quanto ao nivel da abordagem didatica.

2 Série de poténcias e as funcoes geradoras

Em [11] é ilustrado como resolver alguns problemas de contagem por meio de fungoes
geradoras. Tais fungoes sao séries de poténcias em que os coeficientes nos trazem in-
formagoes sobre uma sequéncia (a,),en € 0 expoente da varidvel na série quantifica
alguma propriedade em que estamos interessados sobre essa sequéncia. Essa proprie-
dade pode ser, por exemplo, o comprimento de uma sequéncia, ou uma solucao inteira
de uma determinada equacao com coeficientes inteiros cuja soma é igual a n. Se asso-
ciarmos tais poténcias da varidavel x somando-as, o coeficiente de z™ serd o termo da
sequéncia na posi¢ao n que satisfaz as exigéncias solicitadas no problema.

As séries de poténcias podem ser usadas na aproximacao de fungoes. Ou seja, dada
uma funcao, ao encontrar uma série infinita que converge, para esta fungao, vemos
que as somas parciais desta série podem ser utilizadas para aproximar a funcao a um
numero real. Mesmo que as fungoes originais sejam dificeis, ou impossiveis de serem
avaliadas diretamente, as somas parciais destas séries infinitas correspondentes se tor-
nam polinomios e podem ser avaliados com facilidade. A aproximacao de fungoes por
somas parciais de suas séries infinitas é o método utilizado por computadores e por cal-
culadoras para gerar valores de fungoes tais como e*,Inx e as fungoes trigonométricas
(para mais detalhes veja [6, 7]).

Definicao 2.1. Séries de poténcias ou séries formais sao séries infinitas da forma

E " = ag + a1x + asx® + - - -
n>0

onde cada termo é uma constante multiplicada por uma poténcia de x.

Exemplo 2.2. Pode-se notar que um polinomio de grau n é uma série de poténcia
cujos coeficientes sao zero, exceto para um conjunto finito de indices. De fato,
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plr) = aop + a1z + asx? + - + apa”
a‘0+a1x+a2x2+~~'—|—anxn_'_0xn+1+O$n+2+.“

= E anx”.

Note também que a n-ésima soma parcial de uma série de poténcia é um polinémio,

isto é,
Sy =ao+ a1 T+ asx® + -+ a2t

Se a variavel x assume um valor numérico em especifico, a série se torna uma
sequéncia de termos constante que converge ou diverge. Uma série de poténcia pode
convergir para alguns valores de x e divergir para outros. Pode ser mostrado que a
cada série de poténcias corresponde um intervalo simétrico —L < x < L, no interior do
qual a série converge e no exterior diverge. Nos pontos de fronteira, t = —L e x = L,
tanto pode convergir como divergir. O nimero L é chamado raio de convergéncia, e o
conjunto de todos os numeros para os quais a série converge ¢ chamado intervalo de
convergéncia. Este intervalo pode ser infinito caso a série seja convergente para todos
os valores de & no conjunto dos nimeros reais (veja [7] para mais detalhes).

Seja uma fungao f(z) com série de poténcias correspondente dada por

f(ﬂU):Z(L@”:a0+a1x—|—a2x2+a3x3+...+anx"+...
n>0

convergindo em um intervalo (=L, L). Outro resultado importante é que se a série de
poténcias converge para f(z) no intervalo —L < x < L, entao a série derivada converge
para f’(x) neste intervalo. Assim, derivando a série, termo a termo, obtemos que

f’(l’) = ap +2a21‘—f—3a31}2+ +nanxn—1 +...

é a serie de poténcias da funcao derivada com raio de convergéncia também igual a L
(segue de [7]).

Exemplo 2.3. A série geométrica ] = 1+z+22+23+. .. tem raio de convergéncia

L =1 e é derivavel em (—1,1). Assim concluimos que

m:1+2x+3x2++nx”_l+:an”_l
n=1
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3 Foérmula Explicita

Nesta secao aplicaremos a técnica de funcao geradora para determinar uma férmula
explicita para uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes.

Definicao 3.1. Uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes é uma recorréncia cuja equacao ¢ da forma

(nt2 + Pani1 + qa, = 0, (3.1)
com ¢ # 0 e condigOes iniciais ag e ay.

Resolver uma equacao de recorréncia é determinar uma expressao somente em ter-
mos de n que satisfaca a relagdao (3.1). Quando ¢ = 0, a Equagao (3.1) reduz-se a
um recorréncia de primeira ordem na qual também podemos determinar uma solugao
através de fungoes geradoras. Muitos exemplos de resolucoes de recorréncias de primeira
ordem como, por exemplo, determinar nimero de permutacoes cadticas, sao dadas em
[11]. Estudemos a seguir uma recorréncia de segunda ordem.

Seja a sequéncia (ay),>0 obtida por (3.1) com condigoes iniciais ag e a; e considere

a igualdade f(z) = >_ a,z™. Multiplicando a Expressao (3.1) por 2" obtemos

n=0
2 2 2 2 1 2
g2+ DAy 2"+ qan 2" = ot 4 prag 2" + grtan,a™ = 0.

Logo

[o¢] o0 o

n+2 n+2 n+2 __

E x An+2 +p§ Ap1T + q E anT - 07

n=0 n=0 n=0
ou ainda,

—ay — a1 T + Za”a:n + praon”“ + qx2Zanm” =0. (3.2)
n=0 n=0 n=0

o0 o oo
Observando que f(x) = > a,z" = ag + Y, a,z" = ag + Y, a,12"", e portanto

o0

f(x) —ag = a, 12", substituindo f(x) em (3.2) obtemos
n=0

—ag — a1 + f(z) + pr(f(x) — ap) + gz’ f(z) =0,
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ou ainda,
_ ap + a1 + prag

flw) = 14 px + qa2

Com essas manipulagoes algébricas temos o seguinte teorema

(3.3)

Teorema 3.2. Dada uma recorréncia linear homogénea com coeficientes constantes p, q,
com q # 0, condigoes iniciais ag e ay, e equacao dada por G,y o+ pays1+qa, = 0,n >0,
entdo a fungdao geradora para a sequéncia (a,)n>o € igual a

ag + a1 + prag
fla) = 2
1+pr+qx

Observe que a Expressao (3.3) é uma fungao racional. Desta forma, vamos analisar
o denominador de f(z) em (3.3) afim de descrever uma solugao para (3.1). Ou ainda,
determinar uma férmula explicita para a,,, coeficiente de 2™ na expansao de f(x).

Temos trés possibilidades para o discriminante A = p? —4¢q do polinoémio de segundo
grau s(z) = qr* + pr + 1, sao elas: A > 0,A < 0 ou A = 0. As préximas secoes estao
destinadas ao estudo em cada caso.

3.1 Estudo do caso I

Vamos supor A > 0 para o polindémio 1+ pz +qgx?. Entao existem duas raizes x1, 7, € R
tais que

qr® +pr+1=qlr — 1) (z — 29) (3.4)
dadas por
_ 2 _ 4 2 —4
v — p+\2/p G gy — P 2p 140,
q q

Observe que x = 0 nao é raiz de gz +pz +1 e portanto 1, 5 # 0. Entdo, utilizando
as Expressoes (3.3) e (3.4) obtemos

fz) =

ap + a1 x +prag  ap + a1 x +prag (1) [ag—iralx—l—p:ca()] (3.5)

1+ pr + gx? _q(x—xl)(x—:r;g)_ E (x — 1) (x — 22)
ayg + a1 + prag

Decompondo o quociente
(x — 21)(x — 29)

em fracao parciais (veja mais detalhes em

[6]) temos

ap + ax + prag 1 ap + a1 + priag L 1 ag + a1z9 + paaag
(x — 1) (2 — 22) T1 — To T — 1 To — Tq T — T '

(3.6)
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Assim, das Expressoes (3.5) e (3.6), segue a igualdade,

fx) =

ag + a1x1 + priag 1 —1) ag + a1x2 + praag 1

é 71— L <x> (acl P L <x> (2)

T T2

As fungoes g(x) = 17(%) eh(z) = ﬁ podem ser vistas como séries geométricas,

e expandidas em séries de poténcias cujos valores x para os quais essas séries convergem
x . .

—| < 1le|—| <1, respectivamente (veja Exemplo (2.3)).

T )

Logo segue a igualdade

1 [& ap + a1, —l—pxlao) (x)n (a0+a1x2 —l—pa:an) (x)n
r) = — ~) + = |,
f( ) q Z ( 131(371 - 552) T iUz(SUz - 331) )

L n=0

sao

onde coeficiente de 2™ é dado por

—_1 {ao +a1x1 +priag  ag+ a;ws + pxgao} (37)

n+1 n+1
q (w1 — w2)y xy " (w2 — 1)
Sobre as consideragoes precedentes segue entao o seguinte resultado sobre a férmula
explicita para a, no caso A > 0.

Proposicao 3.3. Seja a recorréncia anio + pani1 + qa, = 0 com q # 0, condigoes
iniciais ag e ay, e polinomio s(x) = 1+ px + qx? tal que A = p* — 4q > 0, entdo uma
formula explicita para a,, é

1 fap+aiwy +priag | ag + a1x2 + praag
an = _a n+1 n-+1 ’

(1 — @)y (23 — x1)
onde x1 € Ty sdo raizes simples de s(x).

Exemplo 3.4. Consideremos o problema de calcular o nimero de ladrilhamentos
possiveis para um retagunlo 2 x n com dois tipos de ladrilhos, um ladrilho de cor
branca (1 x 1) e um ladrilho de cor azul 2 x 2. Segue abaixo os dois tipos de ladrilhos,

- N
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Figura 1: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 1.

Figura 2: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 2.

Denotamos por L,, o nimero de ladrilhamentos possiveis do retangulo 2 x n. Temos que
L, = 1, pois ha apenas um ladrilhamento para o retangulo 2 x 1 com os dois tipos de
ladrilhos definidos anteriormente.

Temos dois casos possiveis para ladrilhamento do retangulo 2 X 2, ou ainda, Ly = 2.
O numero de ladrilhamentos para o retangulo 2 x 3 é L3 = 3. ladrilhamentos,

H B

Figura 3: Ladrilhamentos para retangulo 2 x 3.

Observamos que Ly = 5, pois ha 5 maneiras de ladrilhar o retangulo 2 x 4 com os dois
tipos de ladrilhos ja definidos. Particionamos o conjunto dos ladrilhamentos 2 X n com
ladrilhos de dois tipos em dois conjuntos:

1. o conjunto dos ladrilhamentos 2 x n que contém na tltima coluna 2 x 1 ladrilhos
de cor branca.

2. o conjunto dos ladrilhamentos 2 X n que contém nas duas tultimas colunas um

ladrilho de cor azul.
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Observamos que a cardinalidade do primeiro conjunto que definimos é L, ;. O se-
gundo conjunto tem cardinalidade L,,_». Portanto estabelecemos a seguinte relagao de
recorréncia para este problema:

L= 1
Ly= 2
Ly= Lny +Lnp

Observamos que esta relacao de recorréncia nos fornece os nimeros de Fibonacci.

Essa sequéncia é dada por uma recorréncia homogénea linear de grau 2 com coefici-
entes constantes com equagao a2 — a,11 —a, = 0 e condicoes iniciais ag = 0 e a; = 1.
Entao temos p = ¢ = —1 e, pela aplicacdo do Teorema (3.2), que a fungao geradora
associada a sequéncia (a,),>0 ¢ dada por

f(x) ap+ a1x +prag 0+ 1lz+(—-1)-x-0 x
€T) = — — .
1 + px + q2? 1—x— 22 1—x+2?
O discriminante do denominador de f(z), s(x) = 1 — z + 2%, é dado por A =

(=1)>—4-1-(—1) =5 > 0 e portanto suas duas raizes simples sao dadas por

-1-V5 -1+V5

= —FF—F =
X1 B T2 5

Assim, pela aplicagao direta da Proposicao (3.3) obtemos

(-1-5) 1 +(—1+\/5) 1
2\/5 <_1_\/3>n+1 2\/5 (_1+\/5>n+17

a, =

2 2

que através de manipulagoes algébricas pode ser colocada na forma usual da literatura

_ 1 (151 (1B
= 2 /5 2

3.2 Estudo do caso II

Vamos considerar A = 0 para o polinomio 1 + px + gz%. Relembremos que o Teorema
ap + a1 + prag
1+ px + q2?
(an)n>0, dados ag, a1 € ayi2 + pay+1 + qa, = 0, com ¢ e p constantes, ¢ # 0.

(3.2) traz como resultado a fungao geradora f(x) = para a sequéncia
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Assim, dada a equacao 1 + px + gz? = 0, temos A = p* — 4q e sendo A = 0, entao
2 —
p? = 4q, ou seja, ¢ = Ten =10 = 2_p Dessa forma, escrevemos 1 + px + ga? =
4q
q.(x — x1)(x — 29) = q(x — x1)?. Por outro lado,

1
q. (— + g:t + xQ) = q(z — x1)%,

q

ou ainda )
LRI S (z — )2
a g

Temos que

ag + a1 + prag
1+ px + qa?

1| ag+ a1z + pzag

1
q w2+ Loy =
q q
G+ a1x + prag 1
q (. —x1)?
ag + a1x + prag 1

2 2"
)
I

Dada a representacao em série de poténcias de

1 x oz 23 =/ 1\"
T T T s E — n
s tatE et Z(m)x
X

X

cujo raio de convergéncia é < 1, ou seja, |z| < |x1|, segue que a fungao g(x) =

1 = !
- = Z (—) x™ tem raio de convergéncia |x1]| e, é derivavel em (—|z], |z1]).
1— £ n=0 1
21

oo 1 n

Além disso, ¢'(z) = Zn (—) 2"~ com raio de convergéncia |1].
T
n=1
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1 1
Por um lado, de ¢'(z) = — - ————, segue a igualdade

02
T

Substituindo a Expressao (3.9) na Expressao (3.8) obtemos:

ap + a1x + prag

flr) = 1) zeat

gzt e
- o1,
= (a0+a1x+pxa0)-2(n+1)-—2-—n-x
o qry Iy
_ G0t ar+prag i(n + 1)z" (3.10)
qri = qatt?
O coeficiente de 2™ em (3.10) é
ap(n+1)  amn pagn
a, = :
guyt* @it gyt

Sobre a discussao precedente temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.5. Seja a recorréncia anio + pani1 + qa, = 0 com q # 0, condigies
iniciais ag e ay, e polinomio s(x) = 1+ px + qx? tal que A = p* — 4q = 0, entdo uma
formula explicita para a,, é

ap(n+1)  amn pagn
an, = —
+2 n+1 n+1?
qry qTy qry

onde x1 € raiz de s(x).

Exemplo 3.6. Consideremos o problema de determinar a soma infinita dos seguintes
123 n

nameros racionais —, —, —, -+ , —, -
2 4°8 27 : .
e estudo de tal sequéncia de numeros a Nicole Oresme, e portanto a sequéncia dos

-+ . Horadam em seu artigo [12] remete a descoberta

. n . N . ~ . .

numeros <—n> conhecida por sequéncia de Oresme. Ela tem aplicacoes na Biologia,
neN

mais especificamente no estudo de genétipos, respondendo a questao de como podemos
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calcular as proporgoes nas geragoes posteriores conhecendo informagoes duas geragoes
anteriores.

O nosso entusiasmo em tal sequéncia é o fato de que a mesma é dada por uma
recorréncia homogénea linear de segunda ordem de equacao geral a, o+pa,+1+qa, =0

tomando como condigoes iniciais ag = 0 e a; = 1, e parametros p = —1 e ¢ = T A
. ~ . o~ _ _ 1 . A . 1 2 .
aplicagao da Proposicao (3.5) com p = —1 e ¢ = 3, o polinémio 1 — x + ;2° com raiz

1 C o .
dada por x; = = —2 e condicoes iniciais ap = 0 e a; = 1, nos garante a solucao

%IH‘

—n

W = —n2_(”+1) .
2

Ay —

3.3 Estudo do caso III

Vamos considerar A < 0 para o polinomio 1 + pz + gz?. O caso A < 0 nao segue de
maneira suave como os casos tratados anteriormente. Em geral, a solucao usual em
termos das fungoes seno e cosseno é dada de maneira bem sucinta nos livros didéticos,
tanto pela sua aplicabilidade nao tao comum aos problemas e por se tratar de uma
solugao que envolve somas infinitas convergentes. O que nao retira a importancia de
tratar tal caso para a completude do trabalho.

Retornemos a Expressao (3.3). Reescrevendo obtemos

ag + a1x + prag ag + a1x + prag
f(z) = 2 '
1+ pz + qx q(x2+£x+l>
q q

que, pelo Teorema (3.2), é a funcao geradora da sequéncia (a,)nen. Considerando o

polinoémio x? + Py + —, do denominador de f(x), segue que seu discriminante é dado
q

por
NP A P

2 o 2

q q q

Como A = p* —4g < 0 e ¢®> > 0, entao A’ < 0 e portanto as raizes do polinémio

r? + E:U + — sao dadas por
q q

p* —4q P p? — 4q
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Observe que

1 o1 S
x2+gx+—=(x—l—£) —p—+—=(x—|—£) +—{M}:u2+A2,

qa q 2q 4> ¢ 2q 4 q
1[—p?+4 g — 12
ondeu:x+£eA2:— e > 0. Alémdisso,se)\:—ﬁzl:i#:
2q 4 > 2q 2q

Aptid éraizde ® + Lo+ = enthou =1 — A e A% = —(A1)2.
q
Agora vamos trabalhar com a funcao

1 1 1 1

F(u)=u2+A2:A2l<%)2+1] :ﬁ'@.

< 1, ou seja, u? < A% temos a expansao em série de poténcias de funcao

2
U
Para |——

A2
F(u) dada por

I /w2’ 1 w oot ouws Wl %
F(“):EZ<F) :E{“E*ﬂ_E*E*"'“_”]E*'”}'

=0

Para v =z + 2£ obtemos
q

ou ainda,

1 ZOO (=1) p\”

—_— = — — 3.11

2+ 204 1 =0 Azres (x i 2‘1) ’ 311)
q q

—p244 ~ . .
onde A* = 1 [p—;q] . Segue a expansao do Teorema Binomial
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com (¥) = % Substituindo a Expressdo (3.12) em (3.11) temos:

-SrE (@)

:I:2+ :L‘+— =0 k=0
q

Portanto a funcao geradora para (a,),en pode ser rescrita como

S (1)

7=0 k=0
ay + pag 27\ (P
P () S ED ) (2 e gy
7=0 k=0
para A? = }L [%] .
Ou ainda, na notacao em termos das raizes complexas na forma A = —5 +
q
da — 12
i# — Ap i),
oo 2j
flz) = a0||A||ZZ ]+1 ( )(AR)2J’W
7=0 k=0
oo 2j
+ (a1 + 2\nay) H)\HZZ m( )()\Ryykxkﬂ’
7=0 k=0

O coeficiente de 2" em f(x) em (3.13), e portanto férmula explicita de a, ¢ a
expressao

=il (5) () e (71) (5))

1| =p’+4q
4 q> ’
Em termos das raizes complexas,

2j n "2 i—n
_a0|])\|\z )\2 J+1 <n>(>\R)2y + (a1 + 2ARao) H)\HZ ])+1< 1)()\3)% +1
(3.15)

com A% =

Segue o seguinte resultado.
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Proposicao 3.7. Seja a recorréncia anis + pani1 + qa, = 0 com q # 0, condigies
o o 2_ .
iniciais ag e ay, e polinémio s(x) = x* + §I + é tal que A = pq24q < 0 entao uma

formula explicita para a,, é

=it (5) () e (71) (5))

2
onde A2 = 1 |=p4a|
4 q2

Exemplo 3.8. Seja a recorréncia a, 1o — a1 + a, = 0. Entao temosp=—leg=1¢e
as ag, a; condigoes iniciais. Do Teorema (3.2) segue que a fungao geradora associada a
sequeéncia (a,),>o ¢ dada por

ag + a1x + prag ap + a1x — xag

Jx) = L+pr+qz> 1 —x+ a2
O discriminante do denonimador de f(z), s(x) = 1 — x + 2? é dado por A =
(=1)*—4-1-(1) = =3 < 0 e portanto suas duas raizes complexas sao dadas por
1-iV/3 1+iV3
Tl =———eTg=——"—.
2 2
. . S
Aplicando a Proposicao (3.7) temos A* = 1017 =3e

S 6o (2)E)
0 = i(—l)(;i)f(mz) <a0 <273> ) (nzj 1) (%)) |

Jj=0

4 Formula Analitica de Binet

Como dito anteriormente, as solugoes de recorréncias homogeéneas lineares com coefici-
entes constantes de ordem 2 sao bem conhecidas na literatura e sao obtidas através das
raizes do polinémio caracteristico associado a Equacao (3.1), isto é, raizes do polinémio
caracteristico p(x) = 2* + px + ¢.
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A expressao obtida dessa forma sao conhecidas como férmula de Binet . Mais
precisamente, se 3; e (5 sdo raizes do polindmio caracteristico p(x) = x? + px + ¢, entao
a férmula de Binet é dada pela combinacao linear das poténcias dessas raizes,

ay, = Clﬁ? + CQﬂ;L,

C1, Cs constantes. Conhecida a formula de Binet, através das condigoes inicias é possivel
calcular as constantes com a resolucao do sistema linear de Vandermonde associado.
Nesse sentido, a fim de obter uma relagao entre nosso estudo e a literatura, mostra-
remos que as expressoes obtidas nas Proposicoes 3.3 e 3.5 tem relacao com as féormulas
usuais, mostrando relagdo entre os polinomios caracteristico p(x) e o polinomio s(z) do
denominador da funcdo geradora f(x).
De fato, considerando os casos A > 0 e A = 0, temos que s(z) = 1 + pr + qz? e

1 1 ] 1
p(m):w2+px+q:m2{1+—p+—2q 21'28(—),
A o T

1 1 1 1
s(m):1+px+qx2:x2{—2+—p+q ::L'2p(—).
2 x | x

Assim, como ¢ # 0, se « é raiz de p(z) entdo a # 0. De modo andlogo, como
s(0) =1 # 0, entdo se A é raiz de s(x) entdo A # 0. Logo, se « ¢ rafz de p(x) entdo * ¢
raiz de s(z). De modo andlogo, se A é rafz de s(z) entdo ; ¢ raiz de p(z).

Portanto, a férmula de Binet segue como corolarios das Proposigoes (3.3) e (3.5) em
cada um dos casos, respectivamente.

Corolario 4.1. Seja a recorréncia Gy, o+ pani1+qa, =0 com q # 0, condi¢oes iniciais
ag € ay, e polinémio s(x) = 1+ px + qx? tal que A = p? — 4q > 0, entao uma férmula
explicita para a, €

| —

ap + a1, +p:c1a0

(z1 — x2)

ao + ajxg + pPTaag

(z2 — 21)

_ n+1 n+1
(Zn — )\1 + )\2 9

Sl =

onde \; = %, A1 = —=, com 1 e Ty Sdo raizes simples de s(x).

Exemplo 4.2. Retornamos a sequéncia de Fibonacci tratada no Exemplo (3.4) dada
pela equacao a, 12 — ani1 — a, = 0 e condigoes iniciais ag = 0 e a; = 1. O polinémio
s(r) =1—x+2? é dado por A = (—1)2—4-1-(—1) =5 > 0 e portanto suas duas
raizes simples sao dadas por

-1-v5  —1+V5

T4 =——— €Iy

2 2
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Assim,

B

1 1—-+5 1 1
I 2 ) 2

e Ty — 1 = /5. Segue entdo do Coroldrio (4.1) a solucao

Ay =

15 (1-5 "“+—1+¢5 VAN
25 2 2v/5 2 ’

ou ainda,

1 (1evB\" 1 [1-v5\"
w=/ 2 NG 2

Corolario 4.3. Seja a recorréncia Gy, o+ pani1+qa, =0 com q # 0, condi¢oes iniciais
ag e ay, e polinémio s(x) = 1+ px + qx? tal que A = p? — 4q = 0, entdo uma férmula
explicita para a, €

1
an = - ao(n+ DAFY? + (an + pag)nd ™

onde A\ = i, com x1 raiz de s(x).

Exemplo 4.4. Considere o Exemplo (3.6) sobre a sequéncia de Oresme com equagao

Qpio — Qpy1 + %lan = 0 e condicdes iniciais ag = 0 e a; = 1. Temos p = —1 e ¢ = =
1

e o polinomio 1 — z + }lxz com raiz dada por r; = — = —2. Portanto \; = —

4
1
2- 2’

=

Aplicando o Corolério (4.3) obtemos a expressao

1 n+1

solucao da equagao a,io2 — api1 + ian = 0 com condigoes iniciais ag = 0 e a; = 1.
Considerando o caso A < 0 temos que s(z) = 2% + P+ % e

1 1 1
p(x) =2 +pr +q = 2°q [—+£+—2] = x%gs (—),
¢ qr x T

1 221 x? 1
S($)=x2+z—9x+—=—[—2+£+q} =—p(—).
q q q [T x q x
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Assim, como ¢ # 0, se « é raiz de p(z) entdo o # 0. De modo andlogo, como
s(0) = % # 0, entdo se A ¢ rafz de s(z) entdo A # 0. Logo, se o é rafz de p(x) entdo + ¢
raiz de s(z). De modo andlogo, se A é rafz de s(z) entdo ; é raiz de p(m)

A — 2
Da Segao (3.3) segue que as raizes complexas para s(z) sdo A\ = 2— + z%
q q
o -
e Ay = 2£ - 2% Portanto se A é rafz de s(x) entdao 1 = A™" = X da forma
q q
1 Vg —p?
7 (2% £ VL) e £ Ar) € nais de p(a), com [IA] = () + )"

Em termos das raizes, segundo a Expressao (3.15), a solugao a,, é dada por

n+1 )
0, — a0||)\|]Z m( )QR)zy_n

+ (a1 + 2Agao) IIAIIZ J)H (n ’ 1) (Ar)¥ L

Ou ainda, em termos das raizes do polinomio caracteristico p(z),

L-Hi 0 n+1 2] 5 -

w(lian= S o (%) Gy
JZO I

2j

n—1

eI + el 45 S S

(Ap)2+2 ) (Ag)¥ "+,

Desta forma, segue o resultado.

Corolario 4.5. Seja a recorréncia G, o+ payi1+qa, =0 com q # 0, condi¢oes iniciais
oA 2_4, ~ .

ag e ay, e polinomio s(x) = z* + §l’ + é tal que A = ’% < 0 entao uma formula

explicita para a, €

ac (11X ntd - (_1)n+1 27\ 5 2—n
(A1) ;—(;I)W(n)m)
Han([AD™S? + 2xmaol M| Z 2;2 (n_l)@R)Qj—nH'

7=0

onde % = Al =\=Ap£i) para A = \p £ i\ raiz compleza de s(z).
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5 Consideracoes Finais

Nas ultimas décadas diversas pesquisas tém sido realizadas sobre os diferentes aspec-
tos que envolvem o ensino da Anélise Combinatéria no Ensino Fundamental e Ensino
Médio, usando varias teorias didaticas, tais como a teoria dos campos conceituais de
Vergnaud, que oferece subsidios para analisar estudos préticos [5, 13]. Este trabalho
apresentou uma sugestao de utilizacao de uma ferramenta em contagem, a funcao ge-
radora ordindria; a saber, uma série de poténcias para obtencao de formulas explicitas
para a solucao de classe de recorréncias homogéneas lineares com coeficientes constantes
de ordem 2 com valores iniciais, sem a necessidade de resolver um sistema de Vander-
monde. Com o dominio das técnicas apresentadas neste trabalho basta que o estudante
saiba interpretar e modelar o problema uma vez que a solucao aparecera naturalmente
nos coeficientes dos polinomios que os modelam, que particularmente, é uma série de
poténcias.

No entanto, de forma geral, dado o fato dos livros didédticos conterem, em grande
maioria, tépicos sobre Algebra e Geometria, utilizar o conhecimento algébrico sobre
funcoes e polindmios para resolucao de problemas de contagem, também pode ser
uma abordagem de ensino. De forma especifica, com o uso das sequéncias numéricas,
conteudo que deve ser abordado em sala de aula segundo a Base Nacional Comum
Curricular- BNCC, a abordagem deste artigo representa uma outra abordagem para
compreender e aprofundar o processo de criacao do pensamento combinatorio, que é
essencial para a compreensao de outros conceitos mateméticos, como probabilidades
em func¢ao do quociente de cardinalidade dos eventos, assunto também descrito na Base
Nacional Curricular Comum-BNCC.

Finalmente, o conteudo das se¢Oes anteriores mostra que as ferramentas matematicas,
postas em jogo em torno da fungao geradora, também constituem uma cultura ma-
tematica para o professor. Isso permitird que ele visualize melhor os vinculos estreitos
entre a combinatoria e outras areas da matematica, como o aspecto analitico de certas
expressoes combinatoérias.
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