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Resumo

Este trabalho versa sobre a aplicacao da teoria qualitativa de equacoes diferenciais
parciais na automacao, com énfase na teoria das fun¢oes harmonicas. O problema
deste estudo envolve a necessidade de locomocgao de um rob6 até um gol, desviando
de certos obstaculos inseridos numa quadra. Para atingir tais objetivos, utilizou-se
as propriedades qualitativas das funcoes harmonicas, conhecidas como propriedade da
média e principio do maximo. A parte pratica da pesquisa, sucedeu-se da realizacao de
modelagens do problema nos softwares Excel e AutoCAD. As modelagens evidenciaram
que de fato o rob6 se locomoveu até o gol. O uso do Excel foi importante, pois este
dispoe do recurso de escala tricolor, que transmite uma representacao bidimensional do
estudo, isto é, a ilustracao da trajetéria do robo através da variagao de cores ao longo
da quadra. Ja o AutoCAD, possibilitou a efetuacao de simulagoes tridimensionais por
meio do emprego de superficies.

Palavras-chaves: Equacao de Laplace; automagao; propriedade da média.

Abstract

This work deals with the application of the qualitative theory of partial differential
equations in automation, with emphasis on the theory of harmonic functions. The
problem of this study involves a need for motion of a robot to a goal, deflecting from
certain obstacles inserted in a square. To achieve these objectives, qualitative properties
of harmonic functions, known as the mean-value property and the maximum principle,
were used. The application was followed by modeling the problem in the softwares
Excel and AutoCAD. The modeling showed that in fact the robot moved to the goal.
The use of Excel was important, because this software has a tricolor scale resource,
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which transmits a two-dimensional representation of the study, that is, the illustration
of the robot trajectory through the variation of colors along of square. AutoCAD, on
the other hand, enabled the generation of three-dimensional simulations through the
use of surfaces.

Keywords: Equation of Laplace; automation; mean-value property.

1 Introducao

De acordo com [1], muitas aplica¢oes industriais da Matematica sdo baseadas na
anélise nimerica de equagoes diferenciais parciais (EDP). A andlise numérica de EDP
estd presente, por exemplo, no método dos elementos finitos, em que, segundo [11],
fornece uma estrutura geral para solucionar equacoes diferenciais. Entre as intimeras
aplicacoes deste método, pode-se citar a resolucao de problemas do projeto de rodas
automotivas modernas, como exposto por [10].

Atualmente, tem-se notado um interesse cada vez maior pela automatizacao de
processos relacionados a industria, transporte, comunicacao etc. Dessa forma, pesqui-
sadores como [5] tém se preocupado, por exemplo com a automagao da resolugao de
problemas de otimizacao limitados por equacoes diferenciais parciais, em que numa das
aplicacoes fora analisado o layout ideal das turbinas em fazendas de correntes de maré.
No bojo desta discussao, se tornou uma questao central o desenvolvimento de algo-
ritmos que permitam que tais processos ocorram de maneira eficiente e segura. Esta
declaragao é fomentada por [5], no sentido em que o autor informa que os algoritmos de
otimizacao baseados em gradiente sao a chave para solucionar problemas de otimizacao
de interesse pratico.

O principal objetivo desse material é apresentar como a teoria qualitativa das
solugoes da equacao de Laplace pode nos auxiliar na constru¢ao de um algoritmo que
pode ser aplicado a automagcao, mais especificamente relacionado a robotica. Dentro
desse tema, torna-se importante mencionar um ramo de estudo conhecido como “diffe-
rential games”, ver [7]. Em [7], o autor pontua que o termo jogos diferenciais, remete a
abordagem dos problemas da teoria dos jogos via dispositivos de analise cldssica, como
equagoes diferenciais. Dessa forma, a teoria dos jogos diferenciais apresentada por [7]
entrelaca-se com este estudo, no tocante a existéncia de um contexto de um jogo gover-
nado por equacoes diferenciais, mais especificamente a equacao de Laplace. As ideias
expostas neste trabalho foram desenvolvidas por [2] e mais motivagoes sobre o tema
podem ser encontradas neste e em suas referéncias.

O problema que ird ilustrar nossa aplicacao é o seguinte: um robo necessita se movi-
mentar numa quadra (), em direcao ao gol, sempre de forma a contornar os obstaculos
postos no interior da mesma. De posse de tais informacgoes, podemos afirmar que o
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jogo estd bem definido, visto que claramente tem-se um objetivo (o rob6 deve atingir o
gol), com regras estabelecidas para tal fim (o robd nao pode colidir com os obstédculos
inseridos no interior da quadra, e nao pode se deslocar além da regiao do bordo da
quadra). A Figura 1 ilustra melhor a explica¢ao acima.

Q

OBSTACULO

Figura 1: Ilustracao do objetivo do jogo.

Nossa abordagem consistira em dividir a quadra em pequenos quadrados e associar a
cada quadrado um valor real. Desta forma, estaremos definindo uma funcao v : @ — R.
Vale ressaltar que a quadra (), é definida como uma matriz quadrada de ordem n com
entradas reais. Se pudermos encontrar uma u de tal forma que o campo de vetores dado
por —Vu possa conduzir o nosso robd sempre para o gol, desviando dos obstaculos,
independente de onde o robo comece na quadra teremos nosso problema resolvido.
As primeiras tentativas nesse sentido foram feitas por [8], onde os campos de vetores
escolhidos eram, de forma simplificada, uma cépia do potencial gravitacional e o gol
agia como um atrator. Estes modelos funcionam bem se fizermos ajustes para evitar a
singularidade proxima do gol, porém o grande limitador seria a inclusao de obstaculos
ja que o potencial deste tipo levaria o robo em trajetéria retilinea para o gol ignorando
os possiveis obstaculos.

Os autores em [2], perceberam que o que precisavam era de uma fungdo u que
tivesse maximos nos obstaculos e minimo apenas no gol. Ao longo deste artigo, vamos
mostrar como é possivel obter tais fungoes para um grande nimero de configuracoes de
obstaculos. Além disto, vamos apresentar como é possivel construir aproximacoes de
tais funcoes, de modo que possam ser aplicadas em um modelo real.
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2 Preliminares

Nesta secao, estabelecemos defini¢oes e resultados basicos da teoria classica de solucoes
da equagao de Laplace, que nos auxiliam ao longo do texto. Esta secao segue o capitulo
2 de [4].

Definigao 2.1. Sejam U C R" aberto e conexo, e u : U — R tal que u € C?(U).
Dizemos que v é harmonica se

Au=> " 0u=0. (2.1)
=1

Ao longo do texto, consideramos B(z, ) a bola de raio r e centro em x e dB(z,1) sua
fronteira. Além disto, denotamos

1
Lo wisw) = s [ pasiy

1
u(y)dy = —/ u(y)dy,
][B(:c,r) Oé(ﬂ)?"n B(z,r)

onde a(n) é o volume da bola unitaria de raio 1 em R
A primeira propriedade importante de fungoes harmonicas é o teorema abaixo,

Teorema 2.2. Se u é harmonica, entao

ulz) = JgB@,ﬂ“(y) dS(y) = ]i ) dy

para toda B(x,r) C U.

Demonstra¢ao. Fixe z € U e r, > 0 o maior raio tal que B(z,r,) C U. Definimos
¢:(0,7,) — R como

1
o) =, wasw) = s [ wwasy)

entao, utilizando o Lema A.1, temos

o(r) = ;/ u(z +r2)r"tdS(z),
9B(0,1)

a(n)nrn=1
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ou seja,
1
(br:—/ u(x +rz)dS(z).
) a(n)n dB(0,1) ( )d5(2)
Portanto ]
¢ (r) = / Vu(x +rz) - 2dS(z).
) a(n)n dB(0,1) ( ) =)
Agora, aplicando a mudanca de variavel z = v “T, temos
r

x
Desde que o vetor normal no ponto y é dado por v(y) = y—, podemos escrever
r

= Ouly)
8(r) = L. Zais

a(n)nrn—1
e desta forma, usando a férmula de Green, ver apéndice C de [4], temos que

1
¢(r) = ——— Au(y)dy.
(r) /B(x’r) u(y)dy

a(n)nrn—1
Como u é harmonica, entao segue que

1
_ Audy = 0,
a(n)nrn—l B(z,r)

e concluimos que ¢(r) é constante em (0,7,). Afirmamos que

Tim 6(t) = u(z).

Observamos primeiro que

1
]([93(:6,@ ) a(n)nt"! Jop . &

e portanto,

Y

]iB( u)ds(y) — utz)

]{m(z,t) u(y)dS(y) — ][ u(@)dS(y)

OB(z,t)
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ja que u(x) ndo depende de y. Logo,

IN

][ u(y)dS(y) — u(z) ][ |(u(y) —u(z))| dS(y).
OB(z,t) OB(,t)

Como u é uma fungao continua em B(z,t), dado um € > 0, sempre podemos encon-
trar um ¢ > 0, de tal sorte que |(u(y) —u(z))| < € sempre que |z —y| < §. Assim, para
t < ¢ temos que

< €.

F s - ulz)
OB(z,t)

O que prova nossa afirmacao. Portanto,

ulz) = ]éBW) u(y)dS(y). (2.2)

Para finalizarmos a demonstragao do teorema, falta mostrarmos que

ulz) = ]i iy

t € (0,7;). Pela férmula da co-area (ver apéndice C de [4]), temos que

/B(w,t) S /ot (/E)B(z,t) u(y)dS(y)> ds.

Usando agora (2.2), obtemos que

/0 a(n)nt" tu(z)ds = a(n)t"u(z),

e portanto

= u(y)dy = ][ u(y)dy.
a(n)tr /B(z,t) @) B(x,t) )
O

Este teorema é conhecido como a propriedade da média, pois ele garante que o valor
de uma fungao harmoénica em um ponto x é a média dos valores desta em 0B(z,7) ou
em B(x,r).

Sejam U aberto, conexo e limitado, e v : U — R uma funcao harmonica. Segue da
propriedade da média que se v nao é constante, entao ela nao atinge nem méximo nem
minimo em U. Como u ¢é continua, e portanto deve atingir um valor de maximo e um
valor de mfnimo em U, concluimos que os pontos de maximo e minimo devem estar em
OU, mais precisamente temos o seguinte teorema.
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Teorema 2.3. Seja u: U — R harmonica, onde U € aberto, conexo e limitado. Entao
vale o sequinte.

(i) Principio do Maximo Fraco. Vaule

maxu = maxu.
T U

(7i) Principio do Méaximo Forte. Se eriste xy € U tal que

u(zo) = maxu,
U

entao u € constante em U.

Demonstragao. A prova se resume a demonstrar o item (ii), j4 que, se nao existir
zo € U tal que u(zg) = maxgu, entdo o maximo de u sé pode estar em OU. Dessa
forma, suponha que existe zo € U tal que M = u(zy) = maxg u. Assim, como zy € U,
a propriedade do valor médio nos garante que,

w(ao) = ]i iy =

onde 0 < r < dist(xg, OU).

Afirmamos que u(y) = M, para todo y € B(xg, ). Supomos por contradi¢do que
existe yo € B(zo,r) tal que u(yo) # M, assim u(yg) < M, desde que M é o méximo
de w em U. Como u é continua, entdo existe r; > 0 tal que u(y) < M para todo
y € B(yo, 1) C B(zo,r). Dai, temos que

1
u(xg) = u(y)dy = </ uydy+/ uydy). 2.3
( 0) ][B(wo,r) ( ) a(n)r" B(yo,r1) ( ) B(zo0,m)—B(yo,71) ( ) ( )

Como

/ u(y)dy < Ma(n)rf,
B(yo,r1)

segue que

M = u(wo) < —— (Ma(n)rm /

a(n)r” B(xo,7)—B(yo,r1)

Desde que u(y) < M para todo y € U, podemos concluir que

ﬁ (Ma(n)w; + /B (xo?r)_B(yom)u(y)dy) < g (M) = M
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0 que é uma contradigdo com (2.3), provando nossa afirmagao.
Agora, precisamos mostrar que u(y) = M para todo y € U. Seja
W ={zeU; u(z)=M}.

Notemos que W é fechado, pois é a imagem inversa de M por u. W também é um
aberto de U, pois provamos que se x € W entao existe r > 0 tal que B(z,r) C W.
Assim, como W é simultaneamente aberto e fechado e U é conexo, entao W = U ou
W = (). Porém, por hipétese W # 0, o que prova o resultado. O]

Teorema 2.4. Seja u : U — R harmonica, onde U ¢é aberto, conexo e limitado, entao
vale o sequinte,

(i) Principio do Minimo Fraco. Vale

min v = minu.
U

(#i) Principio do Minimo Forte. Se existe xy € U tal que

u(wo) = minu,
U

entao u € constante em U.

Demonstracao. Definimos v = —u e aplicamos o principio do maximo. O

Como consequéncia desses dois resultados, obtemos a unicidade de solucoes para a
equacao de Poisson.

Coroldrio 2.5 (Unicidade de solugoes). Sejam g € C(0U) e f € C(U). Ewiste no
mdzimo uma solugio u € C*(U) N C(U) do problema

Au=—f emU,

u=g, emU. (2:4)

Demonstra¢ao. Vamos supor que existem duas solugoes @ e u para o problema (2.4).
Definimos w = u — u, desta forma

Aw=0, U

w=0, 0U
Pelo Principio do Maximo Fraco, temos que maxiw = maxgy w=0 e portanto
w < 0. Por outro lado, pelo Principio do Minimo Fraco, temos ming w = mingy w = 0
e dal segue que w > 0. Logo w =0 e u = . O
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3 Resultados Principais

3.1 Algoritmo para aproximar funcoes harmonicas

A propriedade da média nos garante que

uw) = uly) dS(y).
OB (z,r)
Nessa secao veremos que a reciproca também é verdadeira,

Teorema 3.1. Se u € C*(U) satisfaz

u(x) = ]éBW) u(y) dS(y)

para toda B(z,r) C U, entdo u € harmonica.

Demonstracao. Definimos
o) = ul)ds(y)
OB (z,r)

Por hipétese, temos que ¢(r) é constante, e portanto ¢'(r) = 0. Por outro lado, na
prova da propriedade da média, vimos que

1
¢(r) = ——— Au(y)dy.
(r) /BW) u(y)dy

a(n)nrn—1

Se u nao for harménica, entao existe um = € U tal que , por exemplo, Au(x) > 0, sem
perda de generalidade. Desde que u € C*(U), segue que existe um raio r; > 0 onde
Au(y) > 0, para y € B(z,71) e, portanto,

1
0 = ¢/(T1> = — -1 / Au(y)dy > O
a(n)nry™" ()
O que é uma contradicao, assim Au(x) = 0. O]

A partir deste teorema, estamos em condicoes de construir aproximacoes de funcoes
harménicas. Consideramos uma quadra (Figura 2) e dividimos tal quadra em quadrados
menores. Atribuimos o valor 0 aos quadrados que estao no bordo da quadra.

As varidveis indeterminadas serao dadas pela média dos valores dos quadrados que
o cercam, assim chegaremos ao seguinte sistema linear:
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0 0

0
U [ Us U+
U- 0 U

0

U

0
u:| u; /@) u..
U.| U-|Us |U:s
0/(0|0]|0

Figura 2: Representacao da quadra na configuracao de matriz de ordem 6x6.

eollelieollolleole
eollolileollolelle)

uy = (ug +us) / 8
us = (ug + uz +us +ug) / 8

= (ug + ug + ug +uz) / 8

= (uz +ug +uy) /8
us = (up +us +ug) /8
ug = (ug +us +ug +ur — 1+ ug) / 8
ur = (us +ug +ug — 1 +ug) / 8
ug = (us + uo + u11) / 8

ug = (ug + uy — 1 4 uga + u13) / 8
urp = (ug +u1) / 8
U11—(U8—1+U10+U12)/8

= (=14 ug+up +us) /8

| u13 = (ug +u12) / 8

A funcao gerada nao é uma funcdo harmonica, porém se repetirmos o processo de
subdivisoes em quadrados teremos que a funcao limite serd harmonica com os dados
de bordo fornecidos. Por exemplo, do ponto de vista probabilistico, suponha que de
(x,y), uma particula pode se mover para (z+h,y), (x—h,y), (x,y+h) e (x,y—h) com
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cada movimento sendo escolhido aleatoriamente com probabilidade 1/4 e incrementos

de passo h. Assumimos que estamos em um ambiente homogéneo, que nao ha nenhuma

diregao privilegiada e que a particula se mova independentemente de seu histérico pas-

sado de cada vez. Comecando em (z,y), seja un(x,y) a probabilidade da particula

atingir uma certa parte da fronteira pela primeira vez que a fronteira for atingida.
Aplicando expectativa condicional, temos

1 1 1 1
up(z,y) = Zuh(x +h,y)+ Zuh(x —h,y)+ Zuh(fﬂ,y +h) + Zuh(if, y—h),

de forma equivalente
0 = {up(z+h,y)—2up(z,y)+un(x—h, y) }+{un(x, y+h)—2us(z, y)+up(z,y—h)}. (3.1)

Assuma que wuj, converge para uma certa funcao u uniformemente em U quando h — 0.
Essa convergéncia pode ser provada, veja [12]. Seja ¢ uma funcao suave tal que u — ¢
tem um minimo estrito em (zg,yo) € U. Entao, pela convergéncia uniforme de u; para
u, existem pontos (xp,yy) tais que

(up, — &) (zn, yn) < (up — @) (z,y) + o(h?), para qualquer (z,y) € U

e
(Znsyn) — (20, Y0) quando h — 0.
Com isso,
up(xh + by yn) — un(@n, yn) > d(xn + hoyn) — d(an, yn) + o1 (h);
un(zn — hyyn) — wn(n, yn) = d(@n — hoyn) — d(n, yn) + 02(R?);
wn (T, yn + B) — un(@n, yn) = (@n, yn + h) — ¢(xn, yn) + 03(h?);
uh(l’h,yh - ) - Uh(xhayh> > ¢(Ih7yh - ) <J5(l’h’yh) 04(h2)-

Pelas desigualdades acima e (3.1), obtemos

0 > {o(xn + h,yn) — 20(xn, yn) + ¢(xn — b, yn) }
+{d(xh, yn + h) — 26(xn, y) + ¢(xn, yn — h)} + o(h?). (3.2)

Agora, por expansao em Taylor

2

—f(:ch, yn)h? 4 o(h?), (3.3)

O(xn + hoyn) — 20(xn, yn) + o(xn — hoyn) = I
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2
oy

Por fim, substituindo (3.3) e (3.4) em (3.2), dividindo por h? e tomando o limite quando
h — 0, temos

&(xnh, yn + h) — 20(xh, yrn) + O(zh, Yy — ) Tn, Yn)* + o(R7). (3.4)

0% 0?¢
0= @(1’07 Yo) + 8_y2(x0’y0)'

Com um argumento anélogo, considerando ¥ uma funcao suave tal que u — 1) tem
um maximo estrito em (xg, y9) € U mostra-se a desigualdade inversa. Portanto, sempre
que uma fungdo suave 1 toca u por cima em um ponto (xg,yo), a soma das derivadas
de segunda ordem puras devem satisfazer

0% 0%
0< w(mo,yo) + 6_y2<x0’ Yo)-

Porém, isto é a definicao de solucao no sentido da viscosidade para a equacao de Laplace
(2.1), veja [3]. Consequentemente, o limite uniforme u da sequéncia de solugoes uy, para
o problema aproximado é uma solugao de viscosidade para a equagdo de Laplace (e
neste caso é também uma solugao cldssica) com as devidas condigdes de bordo. Assim,
para um numero suficientemente grande de quadrados a funcao gerada estara préxima
de uma fungao harmonica e portanto, pelo principio do maximo, Teoremas 2.3 e 2.4,
a fungao nao terd méaximos ou minimos no interior do dominio. Salientamos que todo
argumento feito acima foi realizado por [12].

Na Figura 2, a regiao do bordo da quadra é representada por zero, o conjunto
{uy,ug,...,u13} representa as variaveis a serem solucionadas, via uso de sistema linear.
Os dois zeros com uma barra verde entre eles, representam os obstaculos a serem evita-
dos pelo robo, e —1 o gol que o robo deve alcancar, contornando os referidos obstéculos.

A resolugao do sistema linear acima, foi executada via GeoGebra que é um software
de matematica dinamica para todos os niveis de ensino que engloba geometria, algebra,
planilhas, gréficos, estatistica e célculo, de acordo com [6]. Conhecendo os valores das
variaveis do sistema linear, podemos estimar a trajetoria do rob6 e como ja dito, sua
construcao ¢ baseada na Propriedade da Média, que é capaz de predizer o valor da
funcao na quadra a partir da média do valor das fungoes nas quadras vizinhas. A
resolucao do dito sistema, estd representada na Figura abaixo, a qual foi concebida
utilizando o recurso de escala tricolor, disponibilizado pelo software Excel. Tal recurso
é gerado com base em dados minimo, maximo e de percentil do ponto médio, fixados
em determinadas cores.

A escala tricolor transmite uma representacao bidimensional do estudo, ou seja, a
ilustracao da trajetoria do robo até o gol, por meio da variagao de cores ao longo da
quadra. Cabe salientar que os valores calculados numericamente sao negativos, pois
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Legenda
-0,01 -0,02 Bordo da quadra e obstaculos

‘ Zona de circulagdo do robd
-0,19 Zona de circulagdo do robd

-0,19 -0,22 Gol/alvo do robd

Figura 3: Representagao da trajetoria do robd em escala tricolor, em matriz 6x6.

fazem mencao ao gradiente negativo, que é responsavel pelo percurso do robo, tendo
em vista que a diregao do gradiente ¢ a de crescimento mais rapido, ver [9] (cap. 3).
Todavia, como o gol/alvo que o robd precisa atingir é simbolizado pelo menor valor
da matriz que representa a quadra, precisamos de dire¢oes para o robo em que ha um
decrescimento mais rédpido (melhor decrescimento possivel, no contexto desse modelo),
isto é, a direcao do gradiente negativo.

A trajetéria do robo ao gol, também pode ser ilustrada quando observamos a Figura
4.

Figura 4: a), b) e ¢) Representagdo de modelagem em matriz 6x6 em diferentes pers-
pectivas, respectivamente.

As ilustracoes das Figuras 4, 6, 8 e 10, foram elaboradas a partir do software Au-
toCAD. E importante comentar que o percurso até o gol (ilustrado pela bola de cor
vermelho) é descrito por uma superficie de cor cinza. Os dois obstdculos postos na
quadra, assim como o bordo da mesma sao marcados por bolas de cor verde, e as bolas
de cor amarelo e laranja, simbolizam a zona de circulagao do robo. Vale a pena salien-
tar, que a resolucao de cada varidvel no sistema linear, culmina numa representagao da
altura de cada bola em relacao a quadra, ou seja, a altura das bolas em relacao ao eixo
z no R3.
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As proximas Figuras trazem mais exemplos de como o caso em estudo se comporta
em matrizes de maior ordem. A titulo de esclarecimento, nao foram adicionadas novas
figuras das configuracoes das quadras, pois fica nitido que as representagoes das tra-
jetérias do robo em escala tricolor cumprem essa funcao, dado que os quadrantes que
contém zero no interior da quadra, ilustram os obstaculos dispostos no mesmo.

001 001 -001 Liegonda

-0,04 _ . Bordo da quadra e obstaculos
-0,08 =20 -0,23 Zona de circula¢do do robd
-0,11 -0,27 - Zona de circulagao do robd
-0,07 0,21 -0,25 . Gol/alvo do robd

Figura 5: Representagao da trajetoria do robo em escala tricolor, em matriz 7x7.

Figura 6: a), b) e ¢) Representacdo de modelagem em matriz 7x7 em diferentes pers-
pectivas, respectivamente.

-0,01 -0,01 -0,01 Legenda

-0,04 _ . Bordo da quadra e obstaculos
-0,09 -0.13 -0,15 Zona de circulagdo do robd
-0,14 -0,29 -0,32 Zona de circulagdo do robd
-0.15 -0,31 - Zona de circulagdo do robd
-0.10 -0.23 -0,26 . Gol/alvo do robd

Figura 7: Representagao da trajetoria do robo em escala tricolor, em matriz 8x8.
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Figura 8: a), b) e ¢) Representagdo de modelagem em matriz 8x8 em diferentes pers-
pectivas, respectivamente.

0
-0,01
-0,03
-0,04
-0,05
-0,04
-0,03
-0,02

0

cooccococococcoco

0
-0,02
-0,05
0,08
-0,10
-0,10
-0,08
-0,04

0

0
-0,02
0,07
0,14
0,19
0,18
0,13
0,06

0

0
-0.01

025

-0,34

-0,32

-0,17

-0,08
0

0
-0,02

0,28

-0,35

-0,19

-0,08
0

0
-0,02
-0,10
025
0,32
0,29
0,15
-0,07

0

0
-0,02
-0,06
0,11
-0,14
-0,12
-0,08
-0,04

0

coocCocoococoo

Legenda

Bordo da quadra e obstaculos
Zona de circulagdo do robd
Zona de circulagdo do robd
Zona de circulagdo do robd

Zona de circulagdo do robo

_: Gol/alvo do robd

Figura 9: Representagao da trajetoria do robd em escala tricolor, em matriz 9x9.

Figura 10: a), b) e c¢) Representagao de modelagem em Matriz 9x9 em diferentes pers-
pectivas, respectivamente.

Observe que fica cada vez mais evidente, nas Figuras 3, 5, 7 e 9 que a regiao proxima
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ao gol é que mais atrai o robo, tendo em vista a mudanca perceptivel de cor no local,
isto é, as cores tendem a elevar sua tonalidade, quando se aproximam de —1, indicando
que o robo esta préximo de atingir seu objetivo, fato que ja era esperado. Convém notar
também que nessas Figuras supracitadas, principalmente as que abordam simulacoes
em matrizes de maior ordem, que a distancia dos valores em redor do gol —1 ¢ baixa,
isso mostra que o robo quando proximo ao gol tende a estabilidade, ou seja, se aproxima
de forma suave do alvo. J4 quando se olha para a distancia dos valores a partir do gol
até as demais variaveis, temos uma grande variagao entre os dados, o que evidencia que
quando muito afastado do gol, o robo se move com maior velocidade. Observe que essa
andlise faz total sentido do ponto de vista fisico, portanto infere-se que este argumento
resolve o problema da velocidade do robo perto do gol.

Ademais, se faz necessario comentar que as modelagens no AutoCAD ilustram com
maior clareza a importancia do gradiente negativo para guiar o robo ao alvo, visto que
este aponta diretamente para o gol.

Por fim, levando em conta a necessidade de se conhecer a trajetéria do robo ao
gol, trajetoria esta que evita obstaculos, é que se fez necessario comentar sobre fungoes
harménicas, j& que como lembrado por [2], estas fornecem um meio robusto de controlar
um manipulador (rob6) para os estados-objetivo (gol) na presenca de obstaculos, forgas
externas e incerteza ambiental.
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A Resultado auxiliar

Lema A.1. Seja u € CY(B(x,7)), para algum xo € R™ e algum r > 0. Entdo,
/ u(y) dS(y) = / u(zo +r2)r" 1 dS(z).
8B(x077‘) 8B(0,1)

Demonstragao. Com efeito, pela férmula de coordenadas polares (ver Apéndice C de
[4]) e fazendo a mudanga de varidvel h(z) = zo + rz, temos
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d d
udS=— / uydy)z—(/ ua:+rzr"dz>.
/33(35,7«) dr ( B(zr) () dr \J (o) ( )

Devemos mostrar que

d
— </ u(z + rz)r"dz) = / u(z +rz)r"tdS(z).
dr \Jp(o,) 8B(0,1)

De fato,

d
- (/ u(z + TZ)TndZ> = / Vu(z +rz) - 2r'dz + / u(z +rz)nr"dz.
dr B(0,1) B(0,1) B(0,1)

(A.1)

Fazendo a integragao por partes (ver Apéndice C de [4]), tem-se

/ Oiu(z +1rz) - zr'dz = — / u(z +rz)r"tdz + / u(z +rz)r"122dS(2),
B(0,1) B(0,1) 8B(0,1)

com 1isso,

/ Vu(z +rz)-zrdz = —n/ u(ac+rz)r”1dz+/ u(z +7rz)r"Hz?dS(2)
B(0,1) B(0,1) 2B(0,1)

= —n/ u(m+rz)r”_1dz+/ u(z+r2)r"1dS(z). (A.2)
B(0,1) 8B(0,1)

Substituindo (A.2) em (A.1), obtemos

4 (/ u(z + rz)r”dz) = / u(z +rz)r"tdS(z2).
dr B(0,1) 9B(0,1)
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