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Resumo

Este trabalho foi escrito para estudantes de matematica, fisica, biologia e engenharia.
Em matematica, o termo nao linear geralmente corresponde a uma analise mais dificil.
Uma vez que os sistemas lineares sao mais simples de analisar, uma maneira importante
de entender os sistemas nao lineares ¢ descobrir em que condigoes eles podem ser bem
aproximados por sistemas lineares. Nesse sentido, para auxiliar-nos, entre outros, temos
os teoremas de linearizagdo de Hartman [4, 5]. Neste trabalho, introduziremos a nogao
de sistemas dinamicos discretos e conjugacao dinamica. Por meio de alguns exemplos
construidos e uma revisao bibliografica de alguns exemplos famosos na area, analisare-
mos a importancia e as limitagoes dos teoremas de Hartman. Por tltimo, estudaremos
uma aplicacao de Hénon, localmente, através da linearizacao de Hartman.

Palavras-Chave: Sistema dinamicos, conjugacao, linearizagao, exemplos, aplicacoes.

Abstract

This work was written for students of mathematics, physics, biology, and engineering.
In mathematics, the term nonlinear generally corresponds to a more difficult analysis.
Since linear systems are easier to analyze, a key way to understand nonlinear systems
is to find out where and when they can be well-approximated by linear systems. In
this sense to help, among others, we have the linearization theorems of Hartman [4, 5].
In this work, we will introduce the notion of discrete dynamic systems and dynamic
conjugation. Through some constructed examples and a bibliographical review of some
famous examples in the field, we will analyze the importance and limitations of Hart-
man’s theorems. Finally, we will study an application of Hénon, locally, by way of
Hartman’s linearization.

Keywords: Dynamical systems, conjugation, linearization, examples, applications.
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1 Introducao

Estudos de modelos matematicos realistas nos levam a reflexao do seu uso em ajudar
a entender a dinamica de processos envolvidos em areas como fisica, dinamica populaci-
onal, biologia, epidemiologia, ecologia e economia. Modelos mais realistas devem incluir
alguns dos estados passados destes sistemas, em particular neste trabalho estamos in-
teressados nos sistemas dinamicos discretos, isto é, sistemas que evoluem segundo uma
regra que liga o estado presente ao estado inicial. Em termos analiticos, procuramos
entender a dinamica da evolugao da érbita x, = f(x,_1), onde f é uma fungao de classe
C*, k > 0. A maioria desses sistemas sao modelados através de funcoes nao lineares
(ver, por exemplo, [6], [3], [12]). Como pode-se observar, em geral, entender a dinamica
destes sistemas de forma global nao é simples. Uma alternativa para contornar esse
problema é tentar realizar um estudo local ao redor dos pontos regulares e singulares.
Sabemos pelo Teorema de Retificagao ([8, p. 112]), que o comportamento local em
torno de pontos regulares, a menos de conjugacao (“mudancas de coordenadas”) de
classe C*, é uma translacdo. Entretanto, determinar comportamentos dinidmicos ao
redor de pontos singulares é bem mais complicado. Nesse sentido, para nos auxiliar,
temos os teoremas de linearizacao, entre os quais destacam-se os Teoremas de Hart-
man [4, 5]. A teoria de linearizagao, a qual tenta responder se um Sistema Dinamico
em torno de uma singularidade ¢ localmente C*(k > 0) conjugado & sua parte linear,
¢ um dos problemas fundamentais e importantes na teoria dos sistemas dinamicos e
uma ferramenta poderosa na discussao das propriedades qualitativas, que nos ajudam
a entender mediante uma conjugacao (“mudancas de coordenadas”) quao parecido é
nosso sistema original a seu linearizado. O resultado mais conhecido no caso de R"
é o Teorema de Hartman-Grobman [4], que afirma que os difeomorfismos C' em R"
podem ser C° linearizados préximo aos pontos fixos hiperbdlicos. A conclusao deste
teorema pode ser muito fraca para muitas aplicagoes, pois um homeomorfismo pode
mapear um no estavel em foco estavel, como nos mostra o Exemplo 3.11. A fim de
melhorar a suavidade da conjugacao no Teorema de Hartman-Grobman para preservar
mais propriedades dinamicas como a direcao caracteristica, a suavidade da variedade
invariante e a taxa de convergéncia (ou divergéncia) de iteracao, esforgos foram feitos
para suavizar a linearizacao. A linearizagao suave tem uma longa histéria [1]. Temos
um resultado de Hartman que afirma que os difeomorfismos C? em R™ podem ser C*
linearizados préximo aos pontos fixos hiperbélicos contrativos (todos os autovalores tem
norma menor que um) ou expansivos (todos os autovalores tem norma maior que um).
Como consequéncia deste teorema, Hartman também provou que difeomorfismos de
classe C? em R? podem ser C' linearizados préximo aos pontos fixos hiperbélicos.

Este trabalho analisa apenas os pontos béasicos da teoria de sistemas dinamicos, con-
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jugacao dinamica e os teoremas de linearizacao de Hartman, o mais exatamente possivel,
evitando as vezes uma abordagem rigorosa. Na secao 2, apresentaremos, através de al-
guns exemplos, as nogoes basicas da teoria dos sistemas dinamicos. Na Secao 3, iremos
introduzir o conceito de conjugacao dinamica e suas propriedades bésicas. Finalmente,
por meio de alguns exemplos, ilustramos sua interpretacao geométrica. Na secao 4,
enunciaremos os teoremas de linearizacao devido a Hartman. Na Secao 5 apresenta-
remos alguns exemplos que nos ajudam a mostrar a importancia das hipdteses dos
teoremas de linearizacao de Hartman. Finalmente, na Secao 6, ilustramos com alguns
exemplos as utilidades e limitagoes que os teoremas de linearizacao podem ter.

Gostariamos de enfatizar que, o mesmo raciocinio ilustrado na anélise linear da
aplicagao de Hénon, pode ser feito para outros modelos dinamicos, como modelos em
éptica nao linear (aplicagoes de Tkeda) ([7, p. 259],[7, p. 709], [3, p. 553]), modelos
ecoldgicos [16, p. 208] e modelos economicos [2, p. 1].

2 Nocao de Sistemas Dinamicos

A teoria dos Sistemas Dinamicos estuda o comportamento de longo prazo dos siste-
mas em evolugao. Os modelos dinamicos deterministicos classicos sao divididos em dois
grupos os continuos e os discretos. Neste trabalho, introduziremos a nocao e algumas
propriedades basicas de Sistemas Dinamicos Discretos. Para este fim, seguiremos de
maneira préxima os excelentes livros [9], [13] e [10].

2.1 Sistemas Dinamicos Discretos

Alguns processos evolutivos podem ser expressos matematicamente em tempos dis-
cretos. Os sistemas discretos sao descritos por aplicagoes (Equagoes a Diferengas). As
composicoes da aplicagao geram a dinamica ou fluxo de um sistema discreto; isto ¢, a
sequéncia de iteracoes, é gerada a partir de uma funcao f : M — M e um ponto inicial
x9 € M. A sequeéncia de iteragoes é gerada

Zo, f(x()),f(f(ﬂ))),f(f(f(fl?o))), ce

Essa sequéncia pode ser finita ou infinita. E interessante saber como essa sequéncia se
comporta apds algumas iteragoes. Como motivacao consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.1. Consideremos o tamanho de uma populacao, a qual assumimos ser dado
pelo valor N,, em tempos discretos n = 0,1,2,.... Em um modelo simples, o tamanho
no tempo n + 1 dependera apenas do tamanho no tempo n.

ReviSeM, Ano 2023, N°. 1, 81-107 83



J. Vidarte, N. Chachapoyas

A populagao é entao descrita pela lei N1 = f(N,), n=0,1,2,...,onde f é uma
aplicacao adequada. Segue-se que

Ny=(fo...0of)(Ny), n=0,1,2,...,

com n aplicagoes da funcao f. Assim, o comportamento da populacao é completamente
determinado pela populagao inicial Ny e a aplicagao f.

De uma forma mais geral, assumimos que os possiveis estados de um sistema (fisico,
biolégico, econémico,. . ., ou abstrato) sao descritos pelos elementos de um conjunto M
(espago de fase) e que a evolugao do sistema é descrita por uma fungao f : M — M,
ou seja, se x, € M é o estado do sistema no tempo n > 0, entao

Tpi1 = f(x,),n=0,1,2,....

Ja que queremos medir as mudancas nos valores x,,, tomamos como espago de fase um
espago métrico (nds trabalharemos com R™). E uma vez que queremos que pequenas
mudangas em x,, resultem em pequenas mudangas em x,,1, precisamos pelo menos a
continuidade de f.

A seguir, introduziremos a nogao de Sistema Dinamico Discreto.

Definicao 2.2. Considere um espago topologico M. Chamamos sistema dinamico
discreto em M a uma funcao H : N x M — M continua que satisfaz as seguintes
condigoes:

1. H0,z) = =z,
2. Him,H(n,z)) = H(m +n,z), param,n € Nex € M.

Observagao 2.3. Para cada nimero natural m € N podemos definir a aplicacao H,, :

M — M, com H,,(z) = H(m,x). Por defini¢do se tem que H, o H,, = H,\, para

n,m € N. Assim, particularmente temos que f := H; é aplicacao continua e cumpre

H,=f"=fofo...of. Isto nos diz que um sistema dinamico discreto ¢ gerado por
—

n—vezes

uma aplicacao continua f : M — M. Assim, de agora em diante, para nés um sistema
dinamico discreto sera uma funcao f: M — M.

A seguir, apresentamos dois sistemas dinamicos unidimensionais classicos.
Exemplo 2.4 (Fungao Tenda). Definimos a funcdo tenda 7' : [0, 1] — [0, 1], como

2z, x €[0,1/2]

Te)=1~[20-1]= {2—2:6, z € [1/2,1],

cujo grafico é mostrado na Figura 1.
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Exemplo 2.5 (Fun¢ao Logistica). Definimos a fungao logistica L : [0, 1] — [0, 1], dada
por L(z) = 4z(1 — x), cujo gréfico é mostrado na Figura 1.

08 1 081

06 1 06F

041 1 04F

0.2f 1 02F

0.0F 1 00F

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Funcdo Tenda (b) Fungao Logistica

Figura 1: Gréfico das fungoes T'(z) e L(x).

Observagao 2.6. Os sistemas dinamicos anteriores, apesar de possuirem uma defini¢ao
simples, possuem comportamentos dinamicos bastante complicados, existindo na lite-
ratura diversos artigos mostrando alguns desses comportamentos.

Nas subsecoes a seguir, apresentaremos alguns conceitos usados em sistemas dinamicos.

2.1.1 Orbitas

Definicao 2.7. Consideremos f : M — M um homeomorfismo, p € M. Entao, defini-
mos 0s seguintes conjuntos:

1. Orbita de p € M, O4(p) := {f"(p) : n € Z}.

Observacao 2.8.

e Notemos que Of(p) descreve toda a evolugao do estado p no tempo, isto é, a
orbita de p descreve as diferentes posicoes de p com o passar do tempo, ou seja,
inicia-se no ponto p e depois de percorrer n unidades de tempo teremos f"(p).
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e Em geral omitimos o subindice f, denotando apenas por O(z), 0" (x), 0~ (x)
quando nao houver divida sobre qual funcao estamos trabalhando.

Exemplo 2.9. Considere o seguinte homeomorfismo f : R — R, definida por, f(x) =
2z 4+ 1. Temos que Oy(1) ={...,—-3/4,-1/2,0,1,3,7,15,...}

2.1.2 Pontos Fixos, Periédicos

Definicao 2.10. Sejam f : M — M uma fungao e p um ponto de M. Diz-se que p é um
ponto fixo de f se f(p) = p. Dizemos que p é um ponto periédico de f de periodon €
N, se f*(p) = pe f¥(p) # p, parak =1,...,n—1. O conjunto dos pontos fixos de f sera
denotado por Fiz(f) ={p € M : f(p) = p} o conjunto dos pontos periddicos de periodo
n de f serd denotado por Per,(f) ={p € M : p é um ponto periédico de periodo n} e
por ltimo o conjunto de todos os pontos periédicos de f serd denotado por Per(f) :=

Unzi Pern(f).
Observagao 2.11. Da defini¢ao, podemos ver que Fiz(f) = Peri(f).

Exemplo 2.12. Seja f : R — R, definida por f(x) = 2? — 2. Entao, pode-se verificar

que p; = —1 e py = 2 sao os Unicos pontos fixos de f. Além de isso, podemos ver que
os pontos p3 = ‘/‘?’2_1 epy = — 25_1 sao os unicos pontos de periodo 2 de f. Também

podemos ver que f(ps) = ps e f(ps) = ps.

Definigao 2.13. Sejam f : M — M. Dizemos que a érbita de p € M é uma 6rbita
periodica se p é um ponto periodico.

Exemplo 2.14. Seja f: R — R, definida por f(x) = 2? — 2. Do Exemplo 2.12, temos

que as orbitas p3 = Vool g Py = 7\/2571

ﬁf(pfi) = ﬁf(m) = {p3, pa}.

sao periddicas. Além disso,

2.2 Retrato de Fase

Os retratos de fase sao frequentemente usados em sistemas dinamicos para represen-
tar graficamente a dinamica de uma funcao. Assim, um retrato de fase consiste em um
diagrama exibindo possiveis mudancas de posicao de uma funcao do mapa e as setas
indicam a mudanca de posicoes sob iteracoes das fungoes. Considere uma aplicagao
unidimensional simples f : [0,27] — [0, 27] definido por f(0) = 6 + 0,3sen(36). O re-
trato da fase desta aplicacao é exibido na Figura 2. A figura mostra os seis pontos fixos

f(0) = 0. As setas indicam que o fluxo vai em dire¢ao aos trés pontos 2T, %’r e o fluxo
se afasta dos outros trés pontos 0, 2?”, %’T. Em outras palavras, os pontos desenhados na
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Figura 2 sdo pontos fixos e a fun¢do é mondtona (crescente ou decrescente) em cada
intervalo, assim a sequéncia de iterados é convergente e converge para o extremo do
intervalo. Por exemplo, se x = 2,75 € (%”, 7). Entao, temos que

Figura 2: Retrato de fase de f(f) =60+ 0, 3sen(30).

0(2,75) = {2,75;3,02678; 3,12808; 3, 14024; 3, 14146; 3, 14158; 3, 14159; 3, 14159; 3, 14159, ...}

Aqui notamos que o ponto 2,75 através da funcao f converge de forma crescente ao
ponto fixo m ~ 3,14159, isto é, a dérbita de 2,75 evolui no sentido anti-horario. Ver

Figura 3. Por outro lado, se tomamos z = 1,75 € (g, %’r) temos que

(x) 7(x)

310
.

300 131

29h 121

281 11+

I I I I I I I I I I
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

(a) Orbita 0f(2,75) (b) Orbita &(1,75)
Figura 3: Comportamento de algumas érbitas de f(6) = 6 + 0, 3 sen(360).

0(1,75) = {1,75;1,49232; 1,2006; 1,06736; 1,04922; 1,0474; 1,04722; 1,0472;1,0472, .. .}.

Aqui notamos que o ponto 1,75 através da funcao f converge decrescente ao ponto

fixo  ~ 1,0472, isto ¢é, a drbita de 1,75 evolui no sentido hordrio. Ver Figura 3.
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3 Nocao de Conjugacao

A seguir, vamos definir e dar algumas propriedades de uma nog¢ao importante na area
de sistemas dinamicos, mas antes de isso definiremos o conceito de homeomorfismo.

Definicao 3.1. Um homeomorfismo é uma funcao continua h : M — N cuja inversa
f~': N — M também é continua.

Exemplo 3.2. A funcdo h : [0,1] — [0,1], definida por h(x) = sen® (£2) é um homeo-
morfismo. Com efeito,

e Temos que h(x) é continua, pois é composicao de fungdes continuas.

e Temos que h(0) = 0,h(1) = 1. Logo, usando o teorema do valor intermedidrio,
temos que para h(0) < d < h(1) existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = d, o que mostra
que h(x) é sobrejetora.

e Como I/(z) = 2sin (%) cos (%) 2 = sen(mz)2 > 0, se 0 < z < 1 é mondtona

crescente, assim injetiva.

e Portanto, a funcao é invertivel. A inversa ¢ dada por h™!(z) = 2 arcsen(y/z), pois
h o h~'(z) = x. Portanto, também a sua inversa ¢ continua.

Observagdo 3.3. Um homeomorfismo h : M — M serd chamado de classe C* se for k
vezes diferencidvel (k > 1) e a k-ésima derivada for continua.

Defini¢ao 3.4 (Conjugacao). Sejam M e N dois espagos métricos. Dizemos que dois
sistemas dinamicos f : M — M e g : N — N sao topologicamente (respect. CF)
conjugados, se existe um homeomorfismo (respect. um difeomorfismo C*) h : M — N
tal que

hof=goh.

Neste caso dizemos que h conjuga a g com f .
Observacao 3.5.

e Se f:M— Meg:N — N sao topologicamente (respect. C*) conjugados, ou
seja, f = h™' o go h. Pode-se pensar em h como uma “mudanca de varidveis”
que torna os dois mapas equivalentes no sentido topolégico ou C*, respectiva-
mente. A mudanca de variaveis transfere uma propriedade sobre as iteracoes de
f comecando em x para uma propriedade sobre as iteracoes de g comecando em

h(z).
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e Pode-se provar que conjugacao ¢ uma relagao de equivaléncia.

O seguinte teorema, cuja prova pode ser encontrada no livro de Layek [10], nos
mostra a importancia das conjugacoes, ao demonstrar que as dinamicas conjugadas
preservam as mesmas propriedades.

Teorema 3.6. Sejam M e N espacos métricos. Se f : M — M eg: N — N
sao duas funcoes continuas tais que f e g sao conjugadas mediante o homeomorfismo
h: M — M, entao temos as sequintes propriedades:

1.
2.

3.1

A funcdao h também € uma conjugacao de f™ a g" para cada inteiro positivo n.
A 6rbita Of(z) € igual a h™'(O,(h(z))).

Se p é um ponto periddico para f de periodo n, entdo h(p) € um ponto periédico
para g de periodo n.

O conjunto Per(f) (pontos periddicos de f) é denso em M se, somente se, o
conjunto Per(g) € denso em N.

B ¢é um conjunto minimal para f se, somente se, h(B) é um conjunto minimal
para g. Lembrando, B C M ¢é um conjunto minimal para f, se satisfaz (i) B
seja um congunto fechado, nao vazio e invariante e (ii) se A é um subconjunto
fechado, nao vazio e invariante de f, entdo A = B.

Para um ponto x se define o conjunto estdvel como
Wiz) ={y € M : lim d(f"(y), ["(x)) = 0}.

Se f ¢ inversivél, o conjunto instdvel € definido como W (x) = Wi ().

Temos que

h(W3(x)) = Wi(h(x)).

Analogamente para o instdvel.

Exemplos de Conjugacao

A seguir, daremos alguns exemplos para ilustrar o conceito de conjugacao.

Exemplo 3.7. As funcoes tenda T'(z) = 1 — |2z — 1| e logistica L(z) = 4x(1 — ) sdo
topologicamente conjugadas. Vamos provar que o homeomorfismo h : [0,1] — [0, 1],
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h(xz) = sen®(3z) (ver Exemplo 3.2), é a conjugacao topoldgica entre T e L (ver Figura
1), isto é,
Loh=hoT.

Com efeito, vamos usar sen(20) = 2sen(f) cos(6), sen(m — 6) = sen(f). Assim,

Loh(x) = 4h(z)(1— h(z))

— 4sen? (gx) (1 — sen? (gx))
_ (2 sen (%x) cos (;;))2 _

= hoT(x).

sen? (22z), 0<a<1/2

sen? (2(2—2z)), 1/2<z<1

Logo, Loh=ho'T.

7 9 9 7
Exemplo 3.8. Seja a aplicacio A : R? — R2 A(z,y) = ST gY gt gy) .
Temos que as dérbitas desta aplica¢do sao {(,41,Yns1),n € N}, onde
7 9 9 n 7
L, = 35Tn — SYn, n+1 = —STn SYn-
=g 81/ Yn+1 3 8y

1
Seja a aplicacao linear B : R? — R?, B(z,y) = <2x, _Zy) tipo “sela”. Temos que as
érbitas desta aplicacao sao {(2,11, Yns1),n € N}, onde

1
Tyl = 2%n,  Yng1 = _Zyw

Se pode verificar que a rotagao de 45°, h(x,y) = \/AE (x +y,—x +y) ¢ uma funcdo
analitica com inversa analitica h=*(z,y) = \/Li (x —y,xz+y), tal que

A(h(z,y)) = h(B(z,y)).

Exemplo 3.9. Scja a aplicagao f: R* — R?, f(z,y) = (22, 3y — 22%). Temos que as
érbitas desta aplica¢do sao {(Z,41, Yns1),n € N}, onde

1 15,

Tny1 = 2%n,  Yni1 = U = g T
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Seja a aplicagao linear A : R? — R?, A(z,y) = (27, %y) tipo “sela”. Temos que as
érbitas desta aplica¢do sao {(Zn41, Ynt1), 7 € N}, onde

1
Tnt+1 = 2$n7 Yn+1 = §yn
Se pode verificar que h(z,y) = (x, Y+ %3) é uma funcao analitica com inversa analitica

W', y) = (z,y — %), tal que

A(h(z,y)) = h(f(z,y)).

<---

)
1
1
1
\
N
\
\
\
_>____4‘____.(___
S

A

7’
’
4
4 1
1

I, S S

¥

]
Trajetorias das ortitas de A. Trajetérias dbs drbitas de f

\
1
1
1
1
1

Figura 4: Conjugacao das duas selas, sendo uma nao-linear, do Exemplo 3.9.

3.1.1 Conjugacao Entre Sistemas Dinamicos Lineares Discretos

A seguir, enunciamos um dos teoremas mais importantes de sistemas dinamicos
lineares discretos.

Teorema 3.10 ([13]). Sejam A e B duas matrizes inversiveis n X n de modo que todos
0s autovalores A de A e B de B tenham norma menor do que um (contragéoes) ou todos
0s autovalores tenham norma maior do que um (expansoes). Além disso, assumimos
que o determinante de ambas matrizes € positivo ou negativo. Entao as aplicacoes
lineares Ax e Bx sdo topologicamente conjugadas.
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a3 0][1]- 69

Neste caso, os autovalores da matriz A sao ; e 3. Temos que a origem é um atrator
(né estavel). As trajetérias se movem mais rdpido na dire¢ao do eixo y, pois a razao
de contracao nessa direcao é mais forte. Assim, temos que as Orbitas desta aplicacao
sa0 {(Tpn+1,Yns1),n € N}, onde z, 1 = ixn, Yni1 = %yn. O qual tem o comportamento
dindmico como se mostra na Figura 5 (a).
1

Seja a aplicacdo B : R? — R? B(x,y) = [ (1) 2 } [ v } = (—g, E) . Neste caso,
os autovalores da matriz B sao ﬂ:%. Novamente, temos que a origem é um atrator.
Como nao existem linhas de trajetérias invariantes; o angulo polar de cada ponto se
acrescenta em 7, em cada tempo de iteragao da aplicagao B. Assim, temos que as
érbitas desta aplicagdo sao {(Z,411,Yns1),n € N}, onde z,, = —%yn, Ynyl = %xn
O qual tem o comportamento dinamico de uma espiral (foco estdvel) como se mostra
na Figura 5 (b). Logo, como A e B sao duas matrizes invertiveis com determinante
positivo que sao contracoes, temos pelo Teorema 3.10 que existe um homeomorfismo

h : R? — R? que conjuga A e B, isto &,

A(h(z,y)) = h(B(z,y)).

ORI

Exemplo 3.11. Seja a aplicacio A : R? — R? A(x,y) = [

////" La;—i.\/— f \
| T/

(a) N6 estdvel (b) Foco estédvel
Figura 5: Trajetorias dos sistemas dinamicos A e B, do Exemplo 3.11.
Observacao 3.12. Dado que duas aplicagoes lineares contrativas sao topologicamente

conjugadas (ver Teorema 3.10 e Exemplo 3.11), podemos notar que uma conjugacao
simplesmente topoldgica nao conserva grande parte da natureza geométrica do retrato
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de fase. Por outro lado, uma conjugacao diferenciavel conserva grande parte desta es-
trutura (ver Exemplo 3.9). Como uma das ferramentas para o estudo de dinamica nao
linear sao as conjugagoes, para obter maior semelhanca entre a dinamica dos sistemas
conjugados o que se procura é a regularidade da conjugacao, mas infelizmente conse-
guir conjugagoes diferencidveis nem sempre é possivel (ver, Exemplos 5.1 e 5.4), sdo
necessarias condicoes de “nao ressonancia”’ sobre os autovalores.

4 (Os Teoremas de Hartman

Na continuagao enunciamos, como foi dado de forma original, os teoremas principais
de linearizacao para difeomorfismos devido a Hartman, estes teoremas se encontram
nos artigos [4] e [5]. Antes disso, vamos introduzir as seguintes notagoes:

e O conjunto L(R™) denota toda as aplicagdes lineares T': R™ — R™ limitadas.
e O conjunto GL(R™) denota todos os elementos de L(R™) que sao invertiveis.

e O conjunto o(T") denota o espectro de T' (conjunto de autovalores da trans-
formacao linear T"). Para mais detalhes, veja-se o livro de Santos [14, p. 394].

Defini¢ao 4.1 (Isomorfismos Hiperbdlicos). Dizemos que A € GL(R") é um iso-
morfismo hiperbélico se o(A) NSS! =0, onde S' = {z € C: ||z| = 1}.

Definicao 4.2. Sejam W uma vizinhanca do ponto z € R" e F: W C R" — R” um
difeomorfismo sobre sua imagem. Dizemos que z é um ponto fixo hiperbdlico de F' se
e somente se:

F(z) =2, DF(z):R" — R" é hiperbdlica.

Teorema 4.3 (Grobman-Hartman). Seja p um ponto fixo hiperbélico para um difeo-
morfismo f : W C R" — R" de classe C', onde W é uma vizinhanca de p. Entao
existe um homeomorfismo h : U — V, com h(U) =V, onde U eV sao, respectivamente,
vizinhancas abertas de p e 0, tal que

hof=Df(p)oh, em U.

Uma fraqueza do teorema de Grobman-Hartman 4.3 é a suposicao sobre os autovalores,
que nao pode ser evitada: quando alguns autovalores tém modulo um, o comportamento
detalhado do sistema proximo ao equilibrio pode nao ser derivado da linearizacao, como
nos mostra o Exemplo 5.1. Outra fraqueza do teorema é que a conclusao é muito fraca
para muitas aplicagoes, pois um homeomorfismo pode mapear um né estavel em foco
estavel, como nos mostra o Exemplo 3.11.
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Infelizmente, nao podemos garantir a diferenciabilidade de h em geral. Mas os
seguintes resultados, devido a Hartman [5], ajudam:

Teorema 4.4 (Hartman). Seja p um ponto fixo hiperbdlico para um difeomorfismo
f:W CR* = R" de classe C?, onde W é uma vizinhanca de p, de modo que todos 0s
autovalores de D f(p) tem norma menor que um (ou todos tem norma maior que um,).

Entdo existe um homeomorfismo de classe C* h: U — V, com h(U) =V, onde U e V
sao, respectivamente, vizinhancas abertas de p e 0, tal que

hof=Df(p)oh, em U.
Como consequéncia desse Teorema, Hartman obteve o seguinte resultado.

Teorema 4.5 (Hartman). Seja p um ponto fixo hiperbolico para um difeomorfismo
f:W cR? = R? de classe C?, onde W ¢ uma vizinhanca de p. Entdo existe um ho-
meomorfismo de classe C* h: U — V, com h(U) =V, onde U eV sdo, respectivamente,
wizinhangas abertas de p e 0, tal que

hof=Df(p)oh, em U.

Como consequéncia destes Teoremas, se o sistema dinamico f é de classe C? entao
qualquer ponto de equilibrio cujo linearizado é um né ou foco é ele préprio do mesmo
tipo.

Na seguinte secao, mostraremos através dos Exemplos 5.1, 5.2 e 5.4 que nao importa
o quao diferenciavel f possa ser, podemos nao ter grau mais alto de diferenciabilidade
para conjugacao h da que ja nos dao os Teoremas 4.3, 4.5 e 4.4. E quando existem
autovalores como norma menor do que um e maior do que um, em geral um homeo-
morfismo ¢ tudo o que podemos esperar como mostra o Exemplo 5.4. Tudo isso podera
tornar pouco 1til os Teorema de Grobman-Hartman, isso vai depender da natureza do
Sistema Dinamico, como nos mostra o Exemplo 6.1.

Observagao 4.6. A aplicacao linear D f(p) dos Teoremas 4.3, 4.4, 4.5 é chamado de
linearizado do Sistema Dinamico f ao redor do ponto fixo p.

5 Contra-Exemplos Para os Teoremas de Hartman

A seguir, apresentaremos alguns exemplos que nos mostram a utilidade e as li-
mitagoes dos Teoremas de Hartman 4.3, 4.4 e 4.5.

O exemplo a seguir nos mostra que a condicao de hiperbolicidade no Teorema de
Hartman é essencial. Mostraremos uma familia de aplicagoes analiticas que nao pos-
suem uma conjugacao continua com alguma aplicacao linear.
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Exemplo 5.1. Seja a funcao f : R? — R? definida por f(z,y) = (y,y + ex?), onde € é
uma constante diferente de zero. Entao, se tem que

(a) O ponto (0,0) é um ponto fixo que nao é hiperbélico.

(b) Nao existe uma funcao linear A : R? — R? tal que foh = h o A para algum
homeomorfismo local h perto do ponto (0, 0).

Demostracao:

(a) Vamos provar que (0,0) é um ponto fixo nao hiperbdlico.
1. Temos que f(0,0) = (0,0), logo é um ponto fixo.

0 1 } . Assim,

2. Por outro lado, temos que D f(z,y) = { 9er 1

Df(0,0) = {8 1 ] :
Portanto, se tem que 1 é um autovalor da matriz D f(0,0). Entao, por definigao
temos que o ponto fixo (0,0) ndo é hiperbdlico.
(b) Suponha que exista uma aplicagao linear A tal que
foh(xz,y) =hoAlx,y). (5.1)
Consequentemente, se consideramos h(z,y) = (hi(x,y), ha(z,y)), obtemos
(ha(,y), ha(z,y) + e(hi(2,9))?) = (ha(A(z,y)), ha(A(z, y)))-

Assim, temos que hy(x,y) = hi(A(z,y)) e ha(z,y) + e(hi(z,y))* = ho(A(z,y)).
Desta ultima equacao, temos que

e(hi(2,9))” + ha(z,y) — ha(A(z,y)) = 0. (5.2)
Fazendo, hi(z,y) = z, hao(x,y) — ho(A(z,y)) = ¢, temos que,
ez +c=0. (5.3)

omo h; é uma funcao real, se tem que hq(x,y) assume um unico valor real, isto
C h fung 1, se t hi(z, 1 1, ist
quer dizer que a equagdo quadratica Eq.(5.3) possui uma tnica solugao real, ou
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equivalente o discriminante A = —4ec = 0, isto é, —4e(hs(x,y) —ho(A(z,y))) = 0.
Consequentemente, obtemos que

Assim, substituindo na Eq. (5.2), obtemos
hi(z,y) = 0. (5.5)

Por outro lado, note que f nao é uma funcao injetora, pois f(x,0) = (0, ex?).
Isto quer dizer que f nédo é injetiva numa vizinhanga do zero, isso e a Eq. (5.1)
nos levam a ver que A nao é injetiva numa vizinhanca do zero, pois senao f =
h o Ao h™! seria a composicao de trés funcoes injetoras, o que levaria a f ser
injetora. Como a aplicagao linear A nao é injetora entao, existe um ponto (a, b) #
(0,0) suficientemente préximo de (0,0) tal que A(a,b) = (0,0), pois o nicleo é
nao trivial. Disso e da Eq. (5.4), temos que hs(a,b) = hao(A(a,b)) = ho(0,0).
Além do mais, da Eq. (5.5) temos que hi(a,b) = hy(0,0) = 0. Logo, h(a,b) =
(hi(a,b), ha(a,b)) = (h1(0,0), he(0,0)) = R(0,0), para (a,b) # (0,0), isto quer
dizer que h nao é uma funcgao injetiva, o que nos leva a uma contradi¢ao, com
o fato que h é um homeomorfismo numa vizinhanca do zero. Isto termina o
Exemplo.

No exemplo a seguir, daremos uma familia de difeomorfismos locais analiticos que
satisfazem as condigoes dos Teoremas de Hartman 4.4 e 4.5, mas que nao podem ser
linearizados por uma conjugacao de classe C2.

Exemplo 5.2. Seja f : R? — R? uma funcao tal que f(z,y) = (A, \?y + ex?), onde €
e \ sdo constantes tais que € # 0, A # 0 e A # +1. Entao, se tem que

(a) O ponto (0,0) é um ponto fixo que é hiperbélico.

(b) Nao existe um difeomorfismo local h : U C R?* — V C R? de classe C? numa
vizinhanca da origem (0,0) tal que ho f = Df(0,0) o h.

Demostracgao:

(a) Vamos provar que (0,0) é um ponto fixo hiperbdlico.

1. Temos que f(0,0) = (0,0), logo é um ponto fixo.
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22\36 )(\)2 } . Logo, Df(0,0) = [ g\ )(\)2
que A # +1 e A\? # 1 sao autovalores da matriz D f(0,0). Logo, por definigao
temos que o ponto fixo (0,0) é hiperbdlico. Note-se que, pelo Teorema da
Aplicacao Inversa, a funcao f é um difeomorfismo analitico numa vizinhanga

de (0,0).

2. Como Df(z,y) = [ . Assim, se tem

(b) Suponhamos que f seja C? linearizdvel numa vizinhanga de (0,0), isto é, existe
um difeomorfismo local h : U — V de classe C? de modo que ho f = Df(0,0)oh.
Considerando h(z,y) = (hi(z,y), he(z,y)), temos que

ot =[ 3 5] [l ]

Consequentemente, (hy(Az, N2 y+ex?), ho(Az, N2y+ex?)) = (A (z,y), N2ha(z,7)).
Em particular, hy(Ax, A%y + ex?) = A\?hy(z, y). Derivando com respeito a z,

N0, ho(,y) = AOpha(Ax, N2y + €x?) + 2ex0,ho( Az, N2y + ex?). (5.6)

Em particular para (z,y) = (0,0) se tem que A9, h2(0,0) = A\?0,h2(0,0) ou equiva-
lentemente 0 = (A2—\)(9,h2(0,0). Como, ) é diferente de 0 e 1, entao (A2—\) # 0.
Portanto,

9,12(0,0) = 0. (5.7)

Derivando ambos lados da Eq. (5.6) com respeito a z,
N2 ha(z,y) = N2 ho(Ax, Ny + ea®) + 4ex D2 ha(Ax, Ny + ex?)]
+2edyhy(Aw, Ny + ex®) + 4€22”[02, ho(Ax, NPy + ex?)].
Daqui, tomando (z,y) = (0,0) e do fato que € # 0, obtemos que
9,hs(0,0) = 0. (5.8)
Entao das Egs. (5.7) e (5.8) obtém-se que Dh(0,0) ndo é invertivel pois

Dh(0,0) = 6xh1(8a8) 8yh1(8,8)]_ {&hl(()o,()) ayhléqo) |

Assim, temos que o determinante do Jacobiano é igual a zero, que é uma con-
tradicao com o fato de que h é um difeomorfismo numa vizinhanga do zero. Isto
nos mostra que f nao pode ter uma conjugacao de classe C2.
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Observagao 5.3. A versao do Exemplo 5.2 para o caso de € = 1, aparece originalmente,
onde se encontra um esbogo da prova, no artigo de Stenberg [15, p. 812].

O seguinte Exemplo, devido a Hartman nos mostra que sob as hipéteses do Teorema
de Grobman-Hartman 4.5 mesmo sendo f uma funcao analitica pode nao existir uma
conjugagao de classe C'! com a parte linear D f(0). Este exemplo aparece originalmente,
onde se encontra um esbogo da prova, nos artigos de Hartman [4, p. 619] e [4, p. 240].

Exemplo 5.4. Seja f : R? — R?® uma fungao, definida por f(z,y,2) = (ax,ac(y +
erz),cz), com € uma constante diferente de zeroea >1>¢>0 e ac> 1. Entao, se
tem que

(a) O ponto (0,0,0) é um ponto fixo hiperbdlico.

(b) Nao existe um difeomorfismo local h : U C R* — V C R? de classe C' numa
vizinhanga da origem (0,0, 0) tal que foh =ho Df(0,0,0).

Demostracao:

(a) Vamos provar que (0,0,0) é um ponto fixo hiperbélico.

1. Temos que f(0,0,0) = (0,0,0), logo (0,0,0) é um ponto fixo.

a 0 0
2. Por defini¢ao, temos que Df(x,y,z) = | ac(ez) ac acex | de modo que
0 0 c
a 0 0
Df(0,0,0)= 1|0 ac 0
0 0 ¢

Portanto, se tem que a > 1, ac > 1 e ¢ < 1 sdo autovalores da matriz D f(0,0,0).
Assim, por defini¢ao temos que o ponto fixo (0,0,0) é hiperbdlico. Note-se que,
pelo Teorema da Aplicagao Inversa a funcao f é um difeomorfismo analitico numa
vizinhanga de (0,0,0).

(b) Suponhamos que f seja C! linearizével numa vizinhanga de (0, 0, 0), ou seja, existe
um difeomorfismo local h: U — V de modo que foh =ho Df(0,0,0).
Seja h = (hy, he, h3). Agora o objetivo é mostrar que a derivada parcial

0h2(0, 0, W)
ou

nao existe para todo w # 0
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ou

ah2<u, 0, O)

nao existe para todo wu # 0.
ow

As contas que vamos fazer a seguir sao para v = 0 e (||u|, [|w]||) suficientemente
pequenos. Para simplificar a notacao, para qualquer funcao J vamos denotar

J(u,w) := J(u,0,w).

Por hipétese temos que h o Df(0,0,0) = f o h. Assim,

(hi(au, acv, cw), he(au, acv, cw), hs(au, acv, cw)) = (ahy, ac(hy + €hyhg), chs).

Entao, se v = 0, temos que

ahy = hy(au, cw),
ac(he + €hihs) = he(au, cw),
chs = hs(au, cw).

De forma similar e usando o fato que ho D f(0,0,0))” = f™oh (ver Teorema 3.6),
obtemos que

a"hy = hi(a"u,c"w) (5.9)
a"c"(hy + nehihs) = ho(au, c"w). (5.10)
"hy = hz(a"u, "w). (5.11)

Para ||ul| e ||w|| pequenos. Como a > 1 e pela Eq. (5.9) temos que

hi(0,w) = lim hy(0,w) = lim a™"hy(0,c"w) = 0. (5.12)

n—oo n—oo

Logo, usando a Eq. (5.10) e ac > 1, de forma similar ao passo anterior, obtemos
ha(0,w) = 0. (5.13)
Agora, usando a mudanga de varidvel u por u/a™ na Eq. (5.11), obtemos
Cnhg (i, 0> = hg(u, O)
a'fl
Fazendo n — oo na equagao anterior, temos

h(u,0) = 0. (5.14)
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Da Eq. (5.10) temos que
hy(u, w) = a "hy(a"u, c"w) (5.15)

Se substituirmos a Eq. (5.15) em Eq. (5.10), dividimos por ¢" e usando a mudanga
de varidvel u por u/a", obtém-se

a"hs(u/a”, w) 4+ nehy(u, C"w)hs(u/a”, w) = ¢ "he(u, C"w). (5.16)
Agora, suponhamos que existam as seguintes derivadas parciais

Ohy(0.w)  Dha(u,0)

ou ow
ha((0 t(u,0)) — ho(0
Entéo7 w — 111% 2(( ,’LU) + (ut, )) 2( 7w). Como hg(o,w) — 0, obtemos
—
que w = limy_, w Como a > 1, segue que se x,, = (%)” entao nh—>nc}o Ty =
0, logo usando a caracterizagao do limite por sequéncias, temos que
h ho (=, w
OhaOw) o P2 GEe) ooy, (w). (5.17)
ou n—00 aL" n—00 am™
Fazendo w = 0 na Eq. (5.16), obtemos
" hy (ﬁ, 0) + nehy (u, 0)hg (ﬁ, 0) — ¢ "hy(u, 0). (5.18)
a™ a"

Da Eq. (5.14) temos que hq(u,0)hs (a%, O) = 0. Agora, usando Eq. (5.18), chega-
mos a

a" <h2 <a_l:1’ 0)) = ¢ "hy(u,0). (5.19)

Além disso, da Eq. (5.17), no caso w = 0, deduzimos que

M — lim a"hs (ﬂﬁ) ‘
ou n—00 an
Logo, usando a Eq. (5.19), obtemos
Ohs(0,0) . .
% = n11_>r£100 ha(u,0). (5.20)

Para provar que ho(u,0) = 0. Notemos que, ho(u,0) = ha(u,0)c"c, 0 < ¢ < 1.
Assim,

ho(u,0) = lim (ho(u,0)c™"c").

n—o0
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Pela Eq. (5.20) e o fato que lim,,_,, ¢” = 0, obtemos

h
ho(u,0) = lim (ho(u,0)c™™) lim " = 9h.(0,0) lim ¢" = 0. (5.21)

n—00 n—00 ou n—00
8h2(u, O)
ow
Ohaf,0) . al(,0) + 10, ) = ha(,0) - h((w,0) +1(0,w))

ow t—0 t t—0 t

Agora, assumindo que existe e usando a Eq. (5.21) deduzimos que

Assim, como ¢ < 1 temos lim,,_,, ¢ = 0. Logo, pela caracterizacao do limite pela
sequencias, obtemos
Oho(u,0 . ho(u,c"w
—2( ) = lim —2( )
ow n—oo ch

(5.22)

Da Eq. (5.16), obtemos

1 1
ﬁa”hg(u/a",w) + ehy(u, c"w)hs(u/a", w) = Ec’"hg(u, c"w).

Assim, fazendo n — oo e usando as Egs. (5.17) e (5.22), a continuidade das
fungoes hq, hy e hg, as condigoes a > 1, e ¢ < 1, tem-se €hy(u,0)h3(0,w) = 0, o
qual é imposivel para uw # 0. Pois, por exemplo se hi(u,0) = 0 e u # 0, entao
por Eq. (5.14) e Eq. (5.21), respectivamente, obtemos hs(u,0) = 0, hg(u,0) = 0.
Consequentemente, hy = hy = hy = 0, para (u,0,0) # (0,0,0), o que contradiz
o fato que h é injetiva. Por outro lado, se h3(0,w) = 0, juntamente com as Eqs.
(5.12) e (5.13), obtemos novamente que h; = hy = hy = 0, quando (0,0, w) #
(0,0,0) o que contradiz o fato que h é injetiva. Logo, essa contradigdo vem do
fato de assumir a existéncia de uma conjucacao h de classe C'. Portanto, nao
existe uma conjugacao h de classe C! que linearize a funcao f numa vizinhanca
do ponto fixo hiperbdlico (0,0,0). Concluindo a prova do Exemplo.

6 Exemplo de Aplicacao

A seguir, para ilustrar os Teoremas de Hartman, daremos uma aplicacao para o
mapa de Hénon.

6.1 A Aplicacao de Hénon

O mapa de Hénon, foi proposto em 1976 pelo astronomo francés Michel Hénon
como um modelo para a secao de Poincaré do sistema de Lorenz. O mapa de Hénon
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Hgp, : R? — R? é definido pelo seguinte conjunto de equacoes:
Hab(xa y) = (_axQ +1+ Y, bl’),

onde a é o parametro de nao-linearidade, b o parametro de dissipacao do sistema. E
um dos exemplos mais estudados de sistemas dinamicos pois, apesar de ser descrito por
um conjunto de equacoes bastante simples, o mapa de Hénon apresenta uma dinamica
extremamente rica. Por exemplo, para os valores dos parametros a = 1,4 e b = 0, 3,
que sao os valores utilizados por M. Hénon em seu trabalho, o mapa apresenta um
comportamento “cadtico”. No entanto, para outros conjuntos de valores de parametros,
o mapa de Hénon pode convergir para uma orbita periddica, cadtica ou mesmo divergir.

Exemplo 6.1 (Algumas propriedades da aplicagao de Hénon ). A aplicagao de
Hénon H,, tem as seguintes propriedades:

1. Tem-se que H,, = f3o fy 0 fi, onde
fl(x7y> - (‘T? _axQ +y+ 1)7 f2($,y) = (bl’,y), f3(x7y> - (y7‘r)

2. A aplicagao Hy, é injetiva, se b # 0, cuja inversa é

_ 1 a
Habl(x>y) = (Eyv -1 + b_2y2 —|—1L') .

3. A fungao do H,, tem os seguintes pontos fixos.

pi—i<b—1i\/4a+(1—b)2) (1,b). (6.1)

Portanto, para cada b existe ag(b) = —1(1 — b)* de modo que:

(i) Se a < ap(b), entdo a fun¢ao H,, nao tem pontos fixos.
(ii) Se a = ay(b), entdo a fun¢do H,, tem um ponto fixo.

iii) Se a > ag(b) entao a funcao H,, tem dois pontos fixos p™ e p~.
(i) ( G p phep

4. Temos que os auto-valores da matriz jacobiana de H,, no ponto (zg,yo) sao

Ao = —axg + y/(a?x3 + b). (6.2)

Assim,
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(i) se a > ag, entdo p~ é um ponto de sela;

(ii) se ai(b) = 3(1 — b)? > ag(b), entao p™ é um ponto atrator se ag < a < a; e

para p~ ¢ um punto de sela.

Exemplo 6.2. Considere a aplicacao de Hénon no caso a = 1,4 e b = 0, 3, ou seja,
Huy(z,y) = (1+y —1,42%;0, 3z).
Observe que as 6rbitas da aplicacao de Hénon sao {(z,+1, Ynt1)}, onde
Tpi1 =1+ Yy, — 1,4xfl; Yn+1 = 0,3%p41.

Usando a Eq. (6.1), temos que H,, tem dois pontos fixos

(4 (w7

% (—\/609 - 7)) ~ (—1,13135: —0,339406) e

3
280
1 3

(2—8 (V609 - 7), o (V609 - 7)) ~ (0,631354; 0, 189406).

e Usando a Eq. (6.2), obtemos que o espectro o(DH,(—1,13135; —0,339406)) é
formado pelos pontos

1 2
M=o <\/609 + \/(—\/609 - 7) 120 + 7) ~ 3, 25982,

1 2
A2 =55 (\/609 — \/<—\/609 - 7) +120 + 7) ~ —0,0920296.

e Além disso, temos que espectro o(DH,(0,631354;0,189406)) é formado pelos
pontos

A=

Sl =

2
(—\/609 _ \/<\/609 - 7) 120+ 7) ~ —1,92374,

1 2
Y=o (—\/609 + \/(\/6 9-7) +120+ 7) ~ 0, 155946
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Y A\Possivel Comportamento das trajetérias
numa vizinhanca do gon\to (0,631354; 0, 189406)
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Passivel Comportamento das trajetdrias
numa vizinhanca do ponto ( -1,13135;-0,339406)

Figura 6: Possivel comportamento da aplicagao H,, em torno dos pontos fixos.

Entao, usando o Teorema de Linearizacao de Hartman 4.5 temos que existem con-
jugacoes hy e hy de classe C!, de modo que

hioHa, = DHap(—1,13135; —0,339406)0hy e hooH,, = DHg(0,631354; 0, 189406)0h,.

Isso significa que nas vizinhangas de (—1,13135; —0, 339406) e (0,631354; 0, 189406), a
menos de difeomorfismos de classe C*, o comportamento da aplicacao H,, sao do tipo
“sela” (Ver Figura 6).

Observagao 6.3. Gostariamos enfatizar novamente, agora com um exemplo concreto,
que os Teoremas de Hartman sao de natureza local e a ajuda que nos pode brindar
para entender o comportamento das érbitas ao redor dos pontos fixos hiperbdlicos
vai depender da natureza do sistema dinamico. No exemplo do Mapa de Hénon nos
parametros a = 1,4 e b = 0,3 temos que tal mapa tem sensibilidade com respeito as
condicoes iniciais, assim o comportamento tipo sela do mapa de Hénon, portanto a
visao local, perde-se rapidamente como nos mostra a Figura 7.

Observacao 6.4. Destacamos que o mesmo raciocinio ilustrado na analise linear da
aplicacao de Hénon, pode ser feito para outros modelos dinamicos, como por exemplo
(aplicagoes de Ikeda [7, p. 259],[7, p. 709], [3, p. 553]), modelos ecoldgicos [16, p. 208]
e economicos [2, p. 1].

Observacao 6.5. Uma das vantagens das equagoes a diferencas, em particular os sis-
temas dinamicos discretos, é que elas prontamente cedem a exploragao numérica, seja
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Figura 7: Orbita On,,(—1,13135; —0,3394) com 15 e 100 iteragoes, respectivamente.

por calculadora ou com um computador digital. Esta propriedade nao é compartilhada
com as equagoes diferenciais continuas. Solugbes para equagoes a diferencas podem
ser obtidas por operagoes aritméticas sequenciais, uma tarefa para a qual o compu-
tador é precisamente adequado. Na verdade, a principal estratégia para lidar com as
equacoes diferenciais continuas mais probleméaticas por meio de calculos numéricos é
encontrar uma equacao a diferenca de aproximacao confiavel para resolver. Isso torna
particularmente importante apreciar as propriedades e excentricidades dessas equagoes.

7 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma breve introducao aos sistemas dinamicos discre-
tos e exemplos que nos mostram que a regularidade da conjugacao dos Teoremas de
Hartman nao pode ser melhorada usando as hipdteses originais. Por outro lado, estes
exemplos também nos mostram que se queremos ter uma regularidade melhor nas con-
jugacoes, além da regularidade do Sistema Dinamico, estas também vao depender dos
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autovalores do linearizado (condig¢oes de nao ressonancia).

Em forma pratica estes exemplos nos ajudam a entender que devemos ter alguns
cuidados no momento de fazer algum tipo de interpretagao para o Sistema Dinamico Nao
Linear baseados no Linearizado, pois as conjugagoes topolégicas podem ser muito fracas,
pois um homeomorfismo pode mapear um né estavel em um foco estavel, como nos
mostra o Exemplo 3.11. Nesse sentido a teoria de linearizacao, a qual tenta responder,
se um Sistema Dinamico ao redor de uma singularidade é localmente conjugado de
forma suave a sua parte linear, ¢ um dos problemas fundamentais e importantes na
teoria dos sistemas dinamicos. E também, uma ferramenta poderosa na discussao das
propriedades qualitativas locais pois nos ajudam a entender mediante a regularidade
da conjugagao quao parecido é nosso sistema original a seu linearizado (Ver Exemplo
6.1).
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