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Resumo

Uma questao de nosso interesse neste trabalho é investigar as transformagoes lineares
em espagos vetoriais cujas estruturas sao construidas via bijecoes e, em particular em
espacos vetoriais do tipo grafico. Apresentamos resultados e exemplos que mostram
como construir transformacoes lineares nos referidos espagos vetoriais.

Abstract

A matter of our interest in this paper is to investigate linear transformations in vector
spaces whose structures are constructed via bijections and, in particular, in vector
spaces of the graphic type. We present results and examples that show how to construct
linear transformations in these vector spaces.

1 Introducao

A teoria das transformacoes lineares esta intimamente ligada a algebra matricial.
Mas o grande propulsor para o avanco dessa teoria e o surgimento da ideia de espaco
vetorial, foi o estudo dos sistemas lineares.

Segundo Nogueira [7], o matemédtico suico Leonhard Euler, em meados de 1770,
conseguiu caracterizar as transformacoes ortogonais para n = 2 e 3, quando estudava
quadrados de ntimeros similares aos quadrados magicos. Dando continuidade ao tra-
balho de Euler, Joseph Louis Lagrange publicou entre 1773 e 1775, um trabalho no
qual estudou a propriedade de nimeros que sao a soma de dois quadrados. Assim, foi
levado a estudar os efeitos das transformagoes lineares com coeficientes inteiros numa
forma quadratica de duas variaveis. Johann Carl Friedrich Gauss, por sua vez, também
estudou a questao com duas e trés variaveis. Ele apresentou uma notacao similar a da
matriz que caracteriza a transformacao linear. Além disso, Gauss estabeleceu a férmula
e uma notacao simbolica para a composicao de duas transformacoes lineares e também

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, 125-138 125



Rufino, Elzimar de Oliveira

para o produto, o que marca um passo fundamental em direcao ao conceito de matriz.
Hermann Gunther Grassmann em uma publicagao de 1844, discutiu e obteve uma boa
parte dos resultados elementares da teoria atual de espacos vetoriais e de algebra linear,
além de ter conseguido algo bem préximo de uma formalizacao axiomatica.

Segundo Boyer [1], o matematico inglés Arthur Cayley' foi um dos primeiros a
estudar matrizes, definindo a ideia de operarmos as matrizes como na algebra. Cay-
ley descobriu a dlgebra das matrizes em 1857. Ainda segundo Boyer [1], as matrizes
surgiram para Cayley ligadas as transformacoes lineares do tipo

X = ax+by (1.1)
Y = cx+dy (1.2)

com a, b, c,d € R. Pode-se pensar como a acao de uma transformagao que leva o ponto
(z,y) no ponto (X,Y). Para simplificar, Cayley escrevia as equagoes (1.1) e (1.2) na
forma matricial

) ={ ¢ G ] en

A partir dessas duas transformacoes sucessivas criou a defini¢ao de produto de matrizes,
como também a matriz inversa, a matriz identidade e a matriz nula. No entanto,
somente trés anos mais tarde introduziu-se o conceito de soma e produto de matrizes
por escalares, dando énfase para as propriedades algébricas dessas operacoes.

Segundo destaca Nogueira [7], Giuseppe Peano (1858-1952) publicou em 1888 uma
definicao axiomatica do que ele chamou de “sistema linear”, que foi considerada a
primeira definicao axiomatica de um espaco vetorial, mas a teoria de espagos vetoriais
nao foi desenvolvida antes de 1920.

Recentemente, Lopes (2018) [6] constréi novos exemplos de espagos vetoriais con-
siderando como ponto de partida um espaco vetorial inicial. Em seu trabalho, faz-se
uso de bijegoes para a construcao. Na verdade, essas ideias estao fundamentadas no
teorema do isomorfismo para espacos vetoriais.

Inspirados pelo trabalho de Lopes [6] e por um exemplo do tipo grafico (pardbola)
que pode ser visto em Steinbruch [3], Rufino e Naveca [5] constroem novos exemplos
de espacos vetoriais do tipo grafico utilizando os ambientes R? e R3. Além disso, eles
também tratam sobre subespacos do tipo grafico e ortogonalidade.

! Arthur Cayley nasceu em 16 de agosto de 1821 em Richmond na Inglaterra. Em 1838 comecou seus
estudos no Trinity College em Cambridge onde se graduou em 1842. Em 1843 trabalhou fundamental-
mente em dlgebra, mas, também trabalhou em geometrias nao-euclideanas e geometria n—dimensional,
usando determinantes como elemento essencial.
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Como podemos perceber, embora seja tema bastante explorado no decorrer da
histéria da matematica, o estudo dos espagos vetoriais e transformagoes lineares é uma
questao de relevancia na matematica e, em particular, no contexto da dlgebra linear.

Neste trabalho, vamos mostrar como construir transformacoes lineares em espacos
vetoriais cujas estruturas sao obtidas via bijecoes com um espago vetorial inicial e em
particular nos espacos vetoriais do tipo grafico. Como veremos a seguir, esses tipos de
espagos vetoriais ja foram tratados em outros trabalhos. No entanto, esses trabalhos
nao fazem mencao alguma a respeito das transformacoes lineares nesses ambientes.
Veremos que as transformagoes lineares estao intimamente relacionadas ao modo como
foram construidas as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar.

A seguir, na Secao 2 expomos alguns requisitos necessarios para a compreensao dos
resultados e na Secao 3 apresentamos os resultados principais do trabalho.

2 Preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados relativos a construcao de espacgos
vetoriais, necessarios para a compreensao da secao posterior. Além disso, também
recordamos algumas defini¢bes importantes para nosso trabalho.

Recentemente, Lopes (2018) construiu, em [6], novos exemplos de espagos vetoriais
considerando bijecoes ¢ entre um espaco vetorial £ e um conjunto F, apresentando o
seguinte teorema.

Teorema 2.1 (Teorema da estrutura). Sejam F' um conjunto ndo-vazio arbitrdrio e
(E,+,-) um espago vetorial sobre o corpo K. Se existe uma func¢ao bijetora ¢ : E — F
entdo podemos definir operagoes @ e ® em F de modo que (F,®,®) seja também um
espaco vetorial sobre o corpo K.

As operagoes mencionadas no Teorema 2.1 sdo construidas em F' via ¢ de acordo
com o diagrama exposto na Figura 1 abaixo.

E F
o) . - .
oHu)+ o) 0 d .« udv
o) v .

,\.S;rl(u) . ki e A@Qu

Figura 1: Diagrama de construcao das operagoes de espaco vetorial.
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Em [5], Rufino e Naveca (2021) constroem exemplos de espagos vetoriais do tipo
grafico anunciando o seguinte resultado.

Teorema 2.2 (Rufino, Naveca). Sejam (E,+,-) um espaco vetorial n-dimensional, X
um conjunto nao-vazio e T : E — X uma aplicacao. Entao, o grdfico de T possui uma
estrutura de espaco vetorial n-dimensional.

A prova desse resultado consiste em munir o grafico G(T') com uma operagao de
adicao e outra de multiplicacao por escalar, satisfazendo as condigoes de espago vetorial.
Dados u,v € E e A € R, a operacao de adicao @ : G(T) x G(T) — G(T) e a de
multiplicagao por escalar ® : R x G(T') — G(T') em G(T') sao definidas por

(u, T(u) ® (v, T(w)) = (u+v,T(u+v))
AO (u, T(u) = (A-u, T(A-u)).

Inspirados pelo trabalho de Lopes (2018) [6], Rufino e Naveca (2021) [5], apresen-
taram o seguinte resultado, o qual mostra como modificar a estrutura de um espaco
vetorial do tipo grafico.

Teorema 2.3 (Rufino, Naveca). Sejam (E,+,-) um espago vetorial, T : E — X uma
aplicagcao e p : E — E uma bijecao. Entao, o conjunto

W=G(T)={(v,Tw));v € E}

possut uma estrutura de espaco vetorial com as operacoes de adicao e multiplicacao por
escalar definidas por

(u,T(w) & (v, T(v)) = (o™ (W) + ¢~ (), T(e(e™ () + ¢~ (v))))
A0 W, T() = (pe™ (), T\~ (u)))).

Como podemos ver nos teoremas 2.1 e 2.3 e conforme expde Lopes em [6], as bije¢oes
podem ser usadas para fazer um elo entre a algebra linear e a teoria dos conjuntos. Em
outras palavras, as bijecoes podem induzir operagoes de um espago vetorial em con-
juntos especificos. A seguir, vamos ver como as bije¢coes podem induzir uma nocgao
de produto interno e consequentemente uma nocao de angulo entre vetores em tais
conjuntos. A ideia de considerar um produto interno induzido(métrica) ¢ natural em
geometria Riemanniana. Em [5], os autores usam essa ideia para estudar a ortogona-
lidade de subespacos vetoriais do tipo grafico. De posse de um produto interno, ficam
estabelecidas uma norma e uma funcao distancia(métrica), como pode ser visto em
Rufino e Naveca em [5]. Mais especificamente, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.4. Sejam um espago vetorial de dimensao finita (E,+,-) com produto
interno (-, -) e X um conjunto nao-vazio. Se ¢ : E — X € uma bije¢ao entao, define-se
um produto interno em X pondo-se:

(u,v)x = (o~ (u), ¢ ' (v)) para u,v € X. (2.1)

Além disso, esse produto interno induz em X a norma
Jullx = v/ (u,u)x (2.2)
Essa norma induz uma métrica em X pondo-se, para u,v € X,
dx(u,v) = ||lu — vl x. (2.3)

Adotaremos a seguinte definicao de reta em espacos vetoriais. Para mais detalhes o

leitor pode consultar Lima [2], Rufino e Naveca [5].

Defini¢ao 2.5. Em um espago vetorial (E,+,-), a reta r que contém os vetores u e v
de E €, por definicdao, o subconjunto

r={1—-t)-u+t-v;teR} CE.

Neste trabalho, salvo mencao em contrario, iremos considerar apenas espagos veto-
riais de dimensao finita. Além disso, o corpo dos escalares K, serd o corpo dos niimeros
reais R.

Observagao 2.6. Os trabalhos de Lopes em [6] e Rufino e Naveca em [5] ndo tratam
das transformagoes lineares. Entao, uma questao natural é saber como podemos ob-
ter transformacoes lineares nos espacos construidos em ambos os trabalhos. Algumas
transformacoes, como é o caso das reflexdes e das rotacoes estao diretamente relacio-
nadas a ideia de angulo entre vetores. O trabalho de Rufino e Naveca em [5] explora
a ideia de ortogonalidade entre subespacos vetoriais do tipo grafico. No entanto, o
exemplo dado por eles ocorre em um paraboloide eliptico, o qual é rotacionalmente
simétrico?. Em nosso trabalho também exploramos aspectos em um exemplo de espaco
nao é rotacionalmente simétrico, possibilitando maior clareza e entendimento a respeito
do assunto.

A seguir apresentamos os resultados principais de nosso trabalho.

20 aspecto visual do paraboloide eliptico nio muda se o rotacionarmos em torno do eixo z
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3 Resultados principais

Nesta secao apresentaremos nossos resultados a respeito das transformagoes lineares
em novas estruturas. Duas dessas estruturas se destacam, a saber, a estrutura de espaco
vetorial do tipo gréfico mencionada no trabalho de Rufino e Naveca [5] e as estruturas de
espacos vetoriais obtidas via bije¢oes conforme podem ser vistas no trabalho de Lopes

[6].
A seguir apresentamos nosso primeiro resultado, o qual mostra como construir trans-
formagoes lineares em espagos vetoriais do tipo grafico.

Teorema 3.1. Sejam (E,+,-) um espago vetorial, L : E — E uma transformag¢ao
linear, F : E — X uma aplicagao e G(F) = {(u, F(u)),u € E} o grdfico de F' com as
operagoes definidas por
(u, F(u)) ® (v, F(v)) = (u+v, Flu+twv))
AO (u, F(uw) = (Au, F(\u)).
Entao, a aplicagio T : G(F) — G(F) definida por T(u, F(u)) = (L(u), F(L(u))) é

uma transformacao linear.
Demonstragao. Sejam u = (u, F'(u)),0 = (v, F(v)) € G(F) e A € R. Temos que:
i)
Tuev) = T(u+v, Flutv))

= (L(u+v), F(L(u +v)))

= (Lu+ Lv, F(Lu + Lv))

= (Lu, F(Lu)) @ (Lv, F(Lv))

= T(u, F(u)) ® T(v, F(v))

T(u) & T(v).

i)
TAou) = T -u,F(A u))

= (L(A-w), F(L(A - u)))
= (A L(u), F(A - L(u)))
= AO (L(u), F(L(u)))
= A0 T(u, F(u))

= ANOT(uw).
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]

No seguinte exemplo vamos construir transformagcoes lineares na estrutura de espaco

vetorial do paraboloide descrita por Rufino e Naveca em [5].

Exemplo 3.2. Seja o paraboloide V = {(z,y,2? + 3?);z,y € R} com a estrutura de
espagco vetorial dadas pelas operagoes

(,y,2° +9°) ® (z,w, 22 +w?) = (x4 2z,9y+w,(z+2)°+ (y+w)?)
AO (z,y, 2+ 7)) = (A, dy, N (22 +5%)).

A aplicacao T : V — V definida por
T(x,y, 2> +y*) = (az + by, cx + dy, (ax + by)* + (cx + dy)?),

com a,b,c,d € R, é uma transformacao linear.

De fato, basta ver que T'(u, F(u)) = (L(u), F(L(u))) onde L : R* — R? ¢ definida
por L(z,y) = (ax + by, cx + dy) e F : R> — R ¢é definida por F(z,y) = 2 + y*. Como
L é uma transformacao linear no espaco R? canonico, o resultado segue imediatamente
do Teorema 3.1. Em particular se L : R? — R? for dada por L(x,y) = (—x, —y), entao
T :V — V definida por T(z,y,2? + y?) = (—x, —y , 2° + y?) é a simetria em relagao
a origem (0,0, 0) do paraboloide, induzida por L. A Figura 2 descreve essa situagao.

[]

Figura 2: Pontos simétricos em relagao a origem.

Por outro lado, se considerarmos a reflexao L : R? — R? em torno do eixo x
definida por L(z,y) = (x, —y) obtemos a transformagao linear 7' : V' — V definida
por T(z,y,2* +y*) = (z,—y,2°> + y?), a qual é a reflexio em torno da reta r =
{(x,0,2%); x € R} do paraboloide.

Na Figura 3.2, podemos ver a reta r, os pontos A = (2,—1,5), B =(2,1,5) e a reta
que passa por A e B.
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Figura 3: Reflexao em torno de reta (z,0,z*) no paraboloide.

Observacao 3.3. A simetria rotacional do espaco da impressao que a A e B sao o reflexo
um do outro em relagao & reta r = {(z,0,2%);x € R} pelo fato de que a distancia
euclidiana de A até r seja igual a distancia euclidiana de B até r. Embora, neste caso,
isso seja uma verdade, a distancia a ser considerada ¢é a induzida pelo produto interno
dado na Proposigao 2.4.

O préximo exemplo retrata uma situagao de um espaco que nao ¢é rotacionalmente
simétrico.

Exemplo 3.4. Seja (G(F),®,®) o grafico da aplicagao F' : R* — R definida por
F(z,y) = e**¥, dotado das operagoes

(z,9, ") @ (z,w, ") = (x+ 2,y + w, @I TETW) (3.1)
O (z,y,e*TY) = (A, Ay, eADTOw)) (3.2)

A reflexdo em torno da origem 0 = (0,0,1) de G(F) é dada por T'(z,y,e" ™) =
(—z,—y,e *7Y). Se P = (%,%,eg) entdo —P = T(P) = (—%,—%,e%). Na Figura 4
temos a representacao da reta que passa pelos pontos P e —P.

Os pontos P e —P sdo simétricos em relacao a origem 0 = (0,0,1). Note que,
do ponto de vista do R3 canonico, d(P,0) # d(0,—P), onde d é a distancia euclidi-
ana. No entanto, a funcao distancia correta a ser utilizada é a induzida pelo pro-
duto interno da Equacao 2.1. Considerando a bijecao ¢ : R? — G(F) dada por

o(x,y) = (x,y,, F(z,y)), cuja inversa é a projecao m no primeiro fator, temos que

ax(0,P) = |IPllecry = VTP Plawn) = VmPLmP)) = ik 4. (4 1) = 22

De modo analogo obtemos d¢(p) (0, —P) = %ﬁ. Assim, dg ) (0, P) = dary (0, —P). Isso
explica o sentido da simetria em relagao a origem em G(F).
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Figura 4: Reflexdo em torno da origem de G(T).

O proximo resultado esta relacionado a estrutura de espaco vetorial obtida via
bijecoes, considerada por Lopes [6], em conformidade com o diagrama dado pela Figura

1.

Teorema 3.5. Sejam E = (E, +, ) um espago vetorial e F = (F,®,®) o espaco vetorial
com a estrutura definida por uma bije¢io ¢ : F — F. Se L : E — FE ¢é uma

transformacao linear, entao T : F — F definida por

T=gpoLop™

¢ uma transformacao linear. Reciprocamente, se T : F' — F € uma transformagcao

linear, entdo L : E — E definida por

¢ uma transformagao linear.

Demonstrag¢ao. Sejam u,v € F' e A € R. Temos que

i)
Tusv) = ¢

L=¢p'oToyp
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Supondo T linear, a prova de que L = ¢! o T o ¢ é linear se faz de modo anslogo. [

A Figura 5 mostra um diagrama de composi¢ao das transformagoes do Teorema 3.5.

4];’

w\

E —_— F

‘w

Figura 5: Diagrama de composicao das transformacoes do Teorema 3.5.

Exemplo 3.6. Seja ¢ : R?> — R? a bijegao definida por ¢(z,y) = (x,y%). E f4cil ver
que a inversa ¢~ : R* — R? de ¢ é dada por ¢ '(z,y) = (z, /y). Agora estamos
prontos para obtermos as novas operacoes para R?.

Dados u = (z,y) e v = (z,w), a operagao de adigao é obtida como segue:

udbv =

oo (z,y) + ¢ (z,w))
(2, ) + (2, Vw))
p(x + 2, Yy + Vw)

(4 2, ({y + Vw)?)

A operacao de multiplicacao por escalar obtém-se fazendo

AOu
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Com as operagoes @ e ® obtidas, (R?, &, ®) é um espago vetorial. Sendo L : (R?, +,-) —
(R?, +, ) a transformacao linear definida por

L(z,y) = (ax + by, cx + dy),

vamos calcular ¢ o Lo ¢~ 1. Temos que
Loyp™(z,y) = L(z,y)
= (ax + by, cx +dyy).

Assim,

gpoLogp‘l(:v,y) = plax + by, cx + dYy)
= (ax + by, (cx—i—d{’/@)?)).

De acordo com o Teorema 3.5, T : (R? &,®) — (R? ¢, ®) definida por
T(z,y) = (ax + by , (cx + d/y)?)

¢ uma transformacao linear. Em particular, quando a = d = k € Re b = ¢ = 0,
obtemos a homotetia
T(x,y) = (ka,k>y) =k © (z,y).

Usando a notagio R? = (R%, @, ®) observe que
T ()l = K] - (2, )52

De fato: usando a Proposicao 2.4 temos

T (2, y)|lzz = V(o " (T(,y)), ¢ (T (x,y)))
=V (¢~ (kz, k3y), o~ (kz, k3y))

= \J{(kz, k/3), (k. k7))
- JFe s

= k] /22 + (49
= & |9l e

Por outro lado, se a =d =0 e b = —c = —1 temos a rotacao

Rs (2,) = (= /5,2,
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Note que se 6 é o angulo entre (z,y) # (0,0) e (—¢/y, *) entao, considerando o produto
interno dado pela Proposicao 2.4, obtemos

<90_1(33a y)? 90_1(_\3/57 $3)>

-y + Yy

cosf =

Portanto, 6 = 7.

ez, )|l - lle W=y, 2%)|lgz |l @ y)llgz - e (=&Y, 2%) ||z

= 0.

Na Figura 6, temos uma ilustracao onde os elementos A = (1.25,0), B = Rz (A),
C' = Rz (A),D = R=(C),E = R.(A),F = R=(E),G = R.(C) e H=R

0 mesmo comprimento, isto é, a mesma norma.

) 1 0

-2

C

G

Figura 6: Rotacoes de segmentos em R2.

(G) possuem

Na Figura 6, a linha destacada em amarelo é a circunferéncia de centro na origem
e raio r = ||OA||zgz. Embora nao faca sentido do ponto de vista euclidiano, temos
que [|0Allgs = [|0Bllz = 10C]lgz = 0D llgs = 0E | = [0F|lgz = 0G5z —
||OH||gz. Esses segmentos foram construidos considerando a Defini¢ao 2.5 de reta’e o
controle deslizante do software GeoGebra.

3Em geometria riemanniana, a ideia de reta estd em consonancia com conceito de geodésica. Por
exemplo, as geodésicas da geometria esférica sao circulos maximos. No modelo da geometria hiperbdlica
dado pelo disco de Poincaré sao semicircunferéncias que tangenciam ortogonalmente o bordo do disco.
As geodésicas minimizam localmente a distancia entre dois pontos.
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Nos seguintes exemplos, quando mencionarmos uma rotagao estaremos nos referindo
a uma rotacao em torno da origem e no sentido anti-horario.

Exemplo 3.7. Vamos obter a expressdo da rotacao de 5 no espago vetorial G(F') do
Exemplo 3.4. Sejam a bijegao ¢ : R*> — G(F) definida por ¢(z,y) = (z,y,e" ), sua
inversa (projecao no primeiro fator) m : G(F) — R? e L : R? — R? a rotagao (de
%) definida por L(z,y) = (—y,z). Pelo Teorema 3.5 a aplicacdo Rz = g o Lom éa
rotagao de 5 em G(F'). Neste caso,

Rz (z,y,e"™) = (po Lom)(x,y,e™ )
= o L(z,y)
= o(=y, )
= (—y,x,e"Y).

s

No préximo exemplo vamos utilizar uma rotagao de 5

ortogonais.

para obter dois subespacos

Exemplo 3.8. Sejam G(F') o espago vetorial do Exemplo 3.7 e seu subespaco W
gerado pelo elemento (1, —2,e7!), isto é, W = {(z, —2z,e*/z € R}. Pelo Exemplo 3.7
o subespago W+ ortogonal a W ¢é dado por W+ = Rz (W) = {(2z,z,¢%)/x € R}. A
Figura 7 mostra os subespacos ortogonais W e W+ em G(F).

Figura 7: Subespagos ortogonais em G(7').
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Consideracoes finais

Em nosso trabalho obtivemos resultados que mostram como obter transformacoes

lineares em espacos vetoriais construidos via bijecoes e, em particular nos espagos ve-
toriais do tipo grafico. Nao temos conhecimento desse tipo de resultado na literatura.
Além disso, deixamos claro qual norma e por consequéncia, qual funcao distancia devem
ser utilizadas de modo natural nos referidos espacgos. Acreditamos que o trabalho seja
util aos interessados pelo assunto e aos estudantes da disciplina algebra linear a nivel
de graduacao.
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