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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a sequéncia diferencial, por meio da
aplicagdo do conceito do operador diferencial (A), as sequéncias de k-Padovan e k-
Perrin. Com isso, serao investigadas as propriedades algébricas dessas sequéncias, bem
como a férmula de binet e fungao geradora.

Palavras-chave: férmula de Binet, funcao geradora, sequéncia diferencial de
k-Padovan, sequéncia diferencial de k-Perrin.

Abstract

This work aims to present the differential sequence through the application of the
concept of the differential operator (A) to the k-Padovan and k-Perrin sequences. With
this, the algebraic properties of these sequences will be investigated, as well as the binet
formula and generating function.

Keewords: Binet formula, generating function, k-Padovan differential sequence, k-
Perrin differential sequence.

1 Introducao

Inicialmente, estuda-se as sequéncias de k-Padovan e k-Perrin, visando introduzir as
sequéncias diferenciais desses ntimeros, bem como a aplicacao do conceito diferencial
no ambito das sequéncias numeéricas.
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A sequéncia de k-Padovan é definida pela férmula de recorréncia:
Pk,n = kPk,n—Q + Pk,n—37n > Sa

com os valores iniciais Pyg = P, = Py2 = 1. J& a sequéncia de k-Perrin, é definida
pela féormula de recorréncia:

Peyp, = kPepy—2 + Pepy_3,n > 3,
com os valores iniciais Peyg = 3, Pey1 = 0, Peg o = 2.

Definicao 1.1. O polinomio caracteristico da Sequéncia de k-Padovan e k-Perrin, é
definido como:
23 —kr—1=0,

Teorema 1.2. A func¢io geradora da sequéncia de k-Padovan, denotado por G Py ,(x),
¢ dada por:

1+ 2+ (1—k)z?
GPinlw) = 1 — kx?— 23

Demonstracao. Escrevendo uma série em que cada termo na sequéncia corresponde ao
. _ o0 n
coeficiente GPy ,(x) = >~ Prnx”.
Assim, realizando manipulagoes algébricas com base na relacao de recorréncia, tem-
se:

GPin() = Pro + Prav + Pk,2962 + Pk;73x3 + ...
(1) = Pyoka® + Pyika® + Ppoka® + Pyska® + ...
() = Prot® + Pepa® + Poaa® + Prsa® + ...
(1 — ka* — 2*)GPypn(x) = Pro + Peaz 4 (Poo — kPyo)z® + (Prs — kPea — Peo)2® + ...
Pk,O + Pk,lx + (Pk,Q - ]{fpk70)1'2
B 1—ka?— 23
1+xz+ (1—k)2?
1 — kx? — 23

[]

Teorema 1.3. A func¢do geradora da sequéncia de k-Perrin, denotado por GPey, (),
¢ dada por:

3+ (2 — 3k)z?
GPepn(x) = 1—ka?— 23
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Demonstracao. De modo analogo a demonstracao anterior, pode-se validar o presente
Teorema. [

Teorema 1.4. Para n € N, a formula de Binet da sequéncia k-Padovan e k-Perrin é
erpressa por:

QPy, = Az + Bzj + Cxy,
QPey,, = Cia] + Coxy + Csa%,

em que A, B,C,C1,Cs5, Cs sao os coeficientes da formula de Binet da sequéncia e
Ty, T2, T3 as raizes do polinémio caracteristico (z° —kx —1=0).

Demonstracao. Com base na formula de recorréncia da sequéncia k-Padovan e k-Perrin,
em seus respectivos valores iniciais definidos e no seu polinomio caracteristico cujas
raizes sao x1, Tq, T3, € possivel obter por meio de resolucao do sistema linear de equacoes,
os valores dos coeficientes A, B, C, C, Cy, (5 das respectivas sequéncias.

Para determinar os coeficientes A, B, C de k-Padovan, utiliza-se as condicoes iniciais
Pio = Py1 = P2 =1, e a partir dai, obtém-se o sistema:

A+B+C =1
AJI1+B$2+C$3 =1
Ax?+ Bas+ Czi =1

Resolvendo o sistema, tem-se que:

O Tk e 1 (g —1)(z3 — 1)
1?2 — 119 — 1173 + 2wz (11 — x2) (1 — X3)
g _ —Tit Ty —ast [ (x1 — 1)(x3 — 1)
T3 — 1109 + 1103 — Tox3 (T2 — x1) (T2 — X3)
O — —ZL’1+1’1[L'2—IL‘2—|—1 _ ($1 — 1)(!132 )
T34+ X1y — 13 — Toxy (T3 — x1) (X3 — T2)
Para a sequéncia k-Perrin, sao utilizados os valores iniciais: Peyo = 3, Pey; =

0, Pey 2 = 2. Logo, a resolucao do sistema ¢ dada por:

Cy+Cy+Cs =3
01331 + CQ.Z'Q + 03.%'3 =0
Cll'% + CQ.T% + CgI% =2
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Resolvendo o sistema, tem-se que:

C. — 2+ 3$2$3 . 2+ 31’2133
! 22— 11x9 — 1173 + ox3 (11 — T2) (11 — X3)’
C, — 2+3ZE1$3 . 2+3.T1]33
2 T3 — 11%9 + 11703 — ox3 (12 — x1) (T2 — X3)’
2+3ZE1$2 2+3.T1]32
Cg - =

T3+ 1109 — 1173 — wox3 (w3 — x1) (T3 — X0)

O

Diversos estudos em torno das sequéncias acima destacadas sao realizados, com base
em seu caso particular (kK = 1) [5, 6, 7, 8, 9]. Aqui utilizamos o operador diferencial
de primeira ordem nestas sequéncias a fim de obtermos os nossos principais resultados.
Dada a sequéncia de nimeros reais a,, o primeiro diferencial A (a,,) é definido por [4]:

A(ay) = apye1 — ap,n = 0.
O segundo diferencial A? (a,,) é definido por:
A*(a,) = A (Aaypi — Aay),n > 0.
Pode-se ainda reescrever o segundo diferencial como:
A? (a,) = A (apso — 2ap41 +a,),n > 0.

O k-ésimo termo diferencial, recursivamente para qualquer niimero inteiro positivo
k > 1, é dado por:

A ) = M () — B (0] = (}) 1

t=0

Diante disso e com base nos trabalhos de [1, 2, 3, 10], realiza-se o estudo das
sequéncias diferenciais de k-Padovan e k-Perrin, permitindo aprofundar os conheci-
mentos e investigacoes em torno dessas sequéncias numeéricas.

2 O k-ésimo termo das sequéncias diferenciais de
k-Padovan e k-Perrin

Nesta secao, sao aplicadas as relacoes diferencias as sequéncias de k-Padovan e k-
Perrin com base em suas defini¢oes e teoremas vistos na introducao.
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Definicao 2.1. O primeiro diferencial de k-Padovan e k-Perrin sao definidos como:

A<Pk,n) = Pk,nJrl - Pk,nu
A(Pekm) = Pe;mH — P€k7n~

Definigao 2.2. O segundo diferencial de k-Padovan e k-Perrin sao definidos como:

AQ(Pk,n) =A (A(Pk,nJrl) - A<pk,n)) = Pk,n+2 - 2Pk,n+1 + Pk,rw n = 07
A2(Pek7n) = A (A(Pegpi1) — A(Pegn)) = Peg o — 2Peg ni1 + Pegpyn > 0.

Definicao 2.3. O k-ésimo diferencial de k-Padovan e k-Perrin sdo definidos como:

k
k
Ak(Pk:,n) = Z (t) (_1)th,n+k’—t7n = 0,
t=0
Yk
Ak(Pek,n) = <t> (—1)tPek7n+k_t,n 2 0.
t=0
Se k=0,1, tem-se:
AO(P’C n) Pk K3
AO(Pek n) = Pek,na

AY(Pyp) = A(Pyp),

(Pek n) A(Pek,n).

Proposicao 2.4. Para um niumero real k positivo e um inteiro nao negativo n, tem-se
as sequintes formulas de recursdo envolvendo as sequéncias k-Padovan e k-Perrin:

Pk,n—i—l = ([L’l + i) -+ [L’g)Pkﬂ — Cl$7f(l'2 + 933) — ngg(l'l + SB3) — Cgl’?(%l + $2),
Pey i1 = (21 + xy + x3) Pey., — Cra} (2o + x3) — Coxly(xy + x3) — Csah (21 + x2).
Demonstragao. Utilizando a férmula de Binet da sequéncia de k-Padovan, tem-se que:
P = (21 + 22 + 23) Prpy — C1} (02 + 3) — Coxy (11 + 23) — Ca3(71 + T2)
= (.Tl + x9 + IL’3)(01.T? + Cgl’g + ngg) — C’lx?(m -+ Ig) — ngg(xl + $3) — Cgl’g(xl + LUQ)
= C1a7™ + Comy 28 + Oy + Crafag + Coxd ™ + Cawoxl + Craltas + Cozhas + Caah™!

- leEll’Q - 0131715(73 - 021321'1 - 021’21‘3 - 031'31‘1 - C3ZL‘31E2
= Oy 4+ Coxy ™ + Csay ™t = P

De modo analogo, pode-se validar a expressao para a sequéncia de k-Perrin. O
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Proposicao 2.5. Para um nimero natural n e um nimero real positivo k, se A(Py,,) e
A(Pey,,) sio os primeiros diferenciais das sequéncias k-Padovan e k-Perrin, sao vdlidas
as sequintes proposicoes:

A(Pk,n) = (331 + X9 + X3 — 1)P]€7n — Cll'?(l'g + $3) — CQLL'S(QH + 1’3) — Cgl'g(l’l + 332),
A(Pegy) = (21 + 22 + 23 — 1) Pey, — Cr2] (22 + 23) — Coxh (1 + x3) — Caxy (21 + 22).

Demonstracao. Para o primeiro diferencial da sequéncia k-Padovan e utilizando a Pro-
posicao 2.4, tem-se:

A(Pk,n) - Pk,n—i—l - Pk,n
= (1 + xy + x3) Pp — Cra] (29 + x3) — Coxhy(xy + x3) — Csay (1 + x2) — P
= (.1'1 + T2 + T3 — 1)Pk,n — Clx?<l’2 + .1'3) — Cg.fg(l'l + .’L’g) — 031'731(1'1 + .1’2).

De modo analogo, pode-se validar a expressao para a sequéncia de k-Perrin. O

Proposigao 2.6. Para um nimero natural n e um nimero real positivo k, se A*(Py,)
e A%*(Pey,) sio os sequndos diferenciais das sequéncias k-Padovan e k-Perrin, sao
validas as sequintes proposicoes:

AQ(Pk,n) = (k’ +1—2x1 — 225 — 2$3)Pk7n + Pk7n71 + CﬂL’?(%g + 133) + 02233(1}1 + 563)
+ Csz% (21 + 2),
A*(Pey,) = (k+1— 211 — 2wy — 223) Pey., + Pegpn_1 + Crat (g + x3) + Coxl (21 + x3)
+ Csa% (2 + xa).

Demonstracao. Para o segundo diferencial da sequéncia k-Padovan, a relagao de re-
corréncia e a Proposicao 2.4, tem-se:

A*(Pyp) = Penso — 2Pini1 + Pin
=kPyp+ Pypno1 — 2P ny1 + Py
=(k+1)Pen+ Pepn1—2FPinn1
=(k+1)Pen + Pep1 — 2(x1 + 22 + x3) Pp oy + Cr2] (22 + x3) + Coxhy (21 + x3)
+ Csxy(zq + x2)
= (k+1—2x1 — 229 — 223) Py + Prn—1 + Cra] (22 + x3) + Coxly (21 + x3)
+ Csz% (x1 + 22).

De modo analogo, pode-se validar a expressao para a sequéncia de k-Perrin. O

ReviSeM, Ano 2023, N°. 1, 108-117 113



Autor

3 Algumas propriedades
Nesta se¢ao, estuda-se algumas propriedades envolvendo as sequéncias diferencias de

k-Padovan e k-Perrin, com base nas definicbes e proposi¢coes matematicas vistas na
secao anterior.

Propriedade 3.1. Suponha que n seja um numero natural, i um inteiro nao negativo

e k um numero real positivo. Tem-se que as sequéncias diferencias de k-Padovan e
k-Perrin sao definidas da sequinte forma:

{(PO)} = ar{(ma},
{(Pefl)} = A {(Pern)}.

Para ¢ = 0,1, 2, tem-se a seguinte sequéncia diferencial de k-Padovan:
[P} = A {(Pin)} = {(Pen} = T L Lk + Lk 41,2641}
{(PI)} = A (P} = (P} = {0,0,8,0,k, 12, }

[P} = A (P} = (B} = {0. b, —h kK — K, )

Pela definicao da relacao de recorréncia, tem-se:

Plg’) — Z <t> (=)t Py ntit,

t=0

Para i = 0, 1,2, tem-se a seguinte sequéncia diferencial de k-Perrin:
{(pe;?;>} = A" {(Peyn)} = {Pern} = 13,0,2,3k,2,5k, ...}
{(Pe,ﬁffl)} — AU {(Pepn)} = {Pepn} = {3,283k — 2,2 — 3k, 5k — 2,...}

{(Peﬁ;)} = A2 {(Pegn)} = {Pegn} = {5,3k — 4, —6k + 4,8k — 4,3k — 10k + 4, ..}

Pela definicao da relacao de recorréncia, tem-se:

Peg:,)n = Z <t> (—l)tPek,nH_t,

t=0
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Teorema 3.2. As sequéncias diferenciais de k-Padovan e k-Perrin satisfazem as se-
guintes relacoes de recorréncia:

i i i)
PI§,7)L+1 = kPk(,r)L—l + P;;n,Q,
Pel(;,)nﬂ = kpel(;,)n—l + Peg,)n—w

Demonstracao. Para a sequéncia diferencial k-Padovan, quando ¢ = 0, obtém-se imedi-
atamente a relacao de recorréncia da sequéncia de k-Padovan. Para i = 1, tem-se:

Plg,iq)z-i—l = APy ni1 = Pinte — Penta
=kPin+ Popno1 — kPipn—1 — Prn—2
=k(Pen — Pin-1) + Pon—1 — Pepn2
= kA(Pyp-1) + A(Prn—2)
= kplg,lrz—l + P;Sﬁ_a'
De modo similar, pode-se demonstrar para a sequéncia diferencial de k-Perrin. [J

Teorema 3.3. Paran € N, a formula de Binet da sequéncia diferencial de k-Padovan
e k-Perrin € expressa por:

QY = Cyat + Coly + Caay,

em que C,Cy, C3 sao os coeficientes da formula de Binet da sequéncia e x1,xs, T3 as
raizes do polinomio caracteristico (x3 —kx —1=0).

Demonstra¢ao. Com base na formula de recorréncia da sequéncia k-Padovan e k-Perrin,
em seus respectivos valores iniciais definidos e no seu polinomio caracteristico cujas
raizes sao x1, Tq, T3, ¢ possivel obter por meio de resolucao do sistema linear de equacoes,
os valores dos coeficientes C, Cy, Cs. O

Teorema 3.4. A fungdo geradora da sequéncia diferencial de k-Padovan, denotada por
GP,E?L(:U), ¢ dada por:

i i) D) 1)
Gp(i) (ZE) — Pk(,()) + Plg,lx + (Pk(,Q - kPI;O);L‘Q
k 1 — ka2 — 23 ’

,n

Demonstracao. Escrevendo uma série em que cada termo na sequéncia corresponde ao
: D)y — 5~ pl) n
coeficiente GP, 7 (v) = >~ P, 2"
Assim, realizando manipulagoes algébricas com base na relacao de recorréncia, tem-
se:
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GP)(z) = Py + Pz + P{ha? + P0a® + ...

()
kx*GPY () = P{ka? + P{ka® + P{)ka* + P{Oka® +.
xBGP,Ef%(a:) P,E%:c + P(?x 4+ p! %x + P(%:c +.
(1— kz )GPY) () = P + Pz + (P — kP2 + (P,§j3 — kP — PIYe* + ..
Py + Pz + (P — kP{))a?

O

Teorema 3.5. A funcgdo geradora da sequéncia diferencial de k-Perrin, denotado por
GPe,(j’)n(m), ¢ dada por:

Pe,(i)o + Pe,(f,)lx + (Pe,(i)2 — kPe,(é)o)xQ

GPe,(;,)n(x) - 1 — ka2 — 23

Demonstracao. De modo analogo a demonstracao anterior, pode-se validar o presente
Teorema. u

4 Conclusao

O presente estudo possibilitou a introducao de novas sequéncias pela aplicacao do con-
ceito de relacao diferencial as sequéncias de k-Padovan e k-Perrin. Assim, realizou-se
uma investigacao matematica em torno dessas sequéncias, obtendo algumas proprieda-
des matematicas, destacando a formula de Binet e as respectivas funcoes geradoras.

Observa-se que os resultados obtidos neste artigo, para o caso particular de k =
1, sao os resultados correspondentes para as sequéncias dos numeros de Padovan e
Perrin. Busca-se para pesquisas futuras, dar continuidade ao estudo dessas sequéncias
diferenciais, além de pesquisar algumas das suas aplicagoes.
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