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Resumo

Neste trabalho, estudamos as fungoes soma e soma iterada de algarismos estendidas
ao conjunto dos numeros racionais com representacao decimal finita e infinita. Mais
especificamente, investigamos a soma de algarismos das partes periddicas de ntimeros
racionais dos tipos k/q, k/(pq"), k/q™, em que p e ¢ sdo nlimeros primos maiores que 5,
k um inteiro positivo que satisfaz certas condi¢oes e n um inteiro nao negativo. Quando
x é uma dizima periédica de um dos tipos acima, definimos p(x) como o nimero inteiro
cujos digitos sao iguais aos algarismos do periodo de x. Feito isto, provamos que a soma
iterada de algarismos de p(z) é constante e igual a 9, o que amplia, neste sentido, o
resultado principal em [9]. Na sequéncia, mostramos que a soma iterada de racionais
com representagao finita das formas p(x)/2" e p(x)/5™ sdo também constantes e iguais
a 9, qualquer que seja o inteiro positivo n. Quando lidamos com fragoes em que o
denominador é um primo menor ou igual a 5, fazemos algumas conjecturas sobre o
comportamento da soma iterada de 1/2™, 1/3™ e 1/5", para qualquer n inteiro positivo.
Palavras-chave: dizimas periddicas, representacao finita, soma de algarismos, soma
iterada de algarismos.

Abstract

In this work, we study the sum of digits and digital roots functions extended to the set
of rational numbers with finite and infinite decimal representation. More specifically,
we investigate the sum of digits of the periodic parts of rational numbers of the types
k/q, k/(pq™), k/q", where p and ¢ are prime numbers greater than 5, k is a positive
integer that satisfies certain conditions and n a non-negative integer. When z is a
periodic tithe of one of the above types, we define p(x) as the whole number whose
digits are equal to the digits of the x period. Then, we prove that the digital roots of
p(x) is constant and equal to 9, which expands, in this sense, the main result in [9]. In
the following, we show that the digital roots of rationals with finite representation of
the forms p(x)/2" and p(z)/5" are also constant and equal to 9, for all positive integer
n. When dealing with fractions where the denominator is a prime less than or equal to
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5, we lefting some conjectures about the behavior of the digital roots of 1/2", 1/3™ and
1/5™, for any positive n integer.
Keewords: digital roots, finite representation, sum of digits, periodic tithe.

1 Introducao

A soma de algarismos (digitos) de um nimero inteiro consiste em somar todos os
digitos do nimero que aparece em sua representacao decimal. Formalmente, temos a
seguinte definicao.

Defini¢ao 1.1 (Fungao soma de algarismos). A fun¢do soma de algarismos S é uma
aplicacao que a cada x € Z,, x = 71 - - - 10, associa ao numero inteiro positivo
S(z) dado por

S(x)=a14+x1-1+ -+ 21 + Xo0.

Uma aplicagao bastante conhecida é o critério de divisibilidade por 3 ou 9: um
nimero natural = é divisivel por 3 ou 9 se, e somente se, S(z) ¢é divisivel por 3 ou 9,
respectivamente.

A funcao soma de algarismos é também utilizada para obter classes de niimeros com
diversas propriedades . Alguns exemplos sao:

e 0s numeros de Niven sao aqueles divisiveis pela soma de seus algarismos, por
exemplo, 7164 é um nimero de Niven pois 7164 = 18 - 398 = S(7164) - 398.

e O numero de Smith é um nimero composto = para o qual S(z) é igual a soma
dos algarismos dos fatores de x em sua decomposicao em produto de primos. Por
exemplo, 22 é um numero de Smith, uma vez que S(22) =242 =241+ 1, pois
22 =2-11.

O leitor interessado nestes e outros nimeros relacionados a S(x), sugerimos [2], [3], [6].
Uma func¢ao intimamente relacionada com a soma de algarismo é a soma iterada de

algarismos. Grosso modo, a soma iterada de algarismos de um nimero inteiro positivo

é o valor obtido por meio de um processo iterativo de soma de digitos, em que cada

iteragao ¢ obtida a partir do resultado anterior até que reste apenas um algarismo. Por

exemplo, a soma iterada de 234567 é igual a 9, pois 2+3+4+54+6+7=27e2+7=0.
Para formalizacao dessa ideia, necessitamos da seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.2 (Iteragoes). Seja S a func¢do soma de algarismos. O processo iterativo
de S é definido pela recorréncia

St(z) = S(x), S"(x) = S(S" (x)), para todo n > 2.
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Teorema 1.3. Seja © um numero inteiro positivo. Entdao, eziste ng tal que S™(x) €
constante para todo n > ny.

Demonstracao. Veja ([11], pag. 295). O
Estamos em condigao de definir a funcao soma iterada de algarismos.

Definigao 1.4. A fungao soma iterada de algarismos em Z,, S*, é a fungao que associa
a cada inteiro positivo x ao valor constante S™(x), isto é, S*(x) = S™(x) = k com

ke{l,2,...9}.

As principais propriedades e curiosidades a cerca desta fun¢ao podem ser encontra-
das nos trabalhos [11], [12], [13], [14], e nas referéncias contidas neles.

Agora, denote por p(a/b) o nimero natural formado pelos digitos do periodo da
dizima periddica gerada pela fracao irredutivel a/b. Neste trabalho, estamos interessa-
dos na soma de algarismos da parte periédica de fracoes irredutiveis, cujo denominador
envolve nimeros primos. Na Tabela 1, vemos o que ocorre com a soma iterada dos
digitos da parte periddica fragdo 1/q para alguns nimeros primos gq.

| 1/q || Representagao decimal | p(1/q) | S*(p(1/9))
12 0,5 . -
1/3 0,3333--- 3 3
1/5 || 0,2 . =
1/7 0, 142857142857 - - - 142857 9
1/11 || 0,090909- - - 09 9
1/13 || 0,076923076923 - - - 076923 9
1/17 || 0,058823529411764705882 - - - | 0588235294117647 | 9

Tabela 1: Soma iterada de algarismos da parte periédica de 1/¢, ¢ primo

Como podemos ver, S* permanece constante e igual a 9 para valores de ¢ maiores
que 5. A questao que aparece naturalmente é se isto ocorre com todos os numeros
primos. A resposta é afirmativa e foi provada em [9], em 2000, isto é, provou-se que a
soma iterada dos digitos da parte periddica de dizimas peridédicas geradas por fragoes
cujo numerador é 1 e o denominador ¢ um nimero primo maior que 5 é constante e
igual a 9.

Qual o valor de S*(p(k/q)), quando deixamos o denominador ¢ fixo, e fazemos o
numerador k variar no conjunto dos niimeros inteiros positivos? Esta é uma das questao
norteadora deste trabalho e a resposta é, surpreendentemente, 9. Veja Tabela 2, em

que deixamos os denominadores fixos iguais a 7 ou 11, e variamos o numerador entre 2
e d.
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’ k/q H Representacao decimal ‘ p(k/q) ‘ S*(p(k/q))‘
2/7 0,285714285714 - - - 285714 9
3/7 0,4285714285714 - - - 428571 9
4/7 0,571428571428 - - - 571428 9
5/7 0, 142857142857 - - - 142857 9
2/11 0,1818181818 - - - 18 9
3/11 || 0,2727272727 - - 27 9
4/11 0, 3636363636 - - - 36 9
| 5/11 | 0,4545454545 - - - | 45 |9 |

Tabela 2: Soma iterada de algarismos da parte periédica de k/q, ¢ fixado

Nosso objetivo nesse trabalho é mostrar que o padrao acima ocorre com k/q e com
fragoes mais gerais envolvendo nimeros primos no denominador. Para tanto, se faz
necessario estender as funcgoes soma de algarismos e soma iterada de algarismos ao
conjunto das fragoes cujas representacoes decimais sao finitas, o que é feito de maneira
bastante simples. Feito isso, verificamos que a soma iterada de algarismos de fragoes
das formas a), b), ¢) e d) abaixo, dentre outras, é constante e igual a 9, estendendo
assim a classe de fracoes estudada em [9)].

a) k/q, para qualquer inteiro positivo k& com mdc(k,q) =1 e g > 5;

b) k/(pq"), para qualquer inteiro positivo k& com mdc(k, pg) = 1, para todo inteiro
positivo n e g > 5;

c) p(k/q)/2", p(k/q)/5", para qualquer inteiro positivo k& com mdc(k,q) = 1, para
todo inteiro positivo n e ¢ > 5;

d) p(k/(pg™))/2™, p(k/(pqg™))/5™, para qualquer inteiro positivo k, com mdc(k, pq) =
1, todo inteiro positivo n, todo inteiro positivo m e g > 5,

Para além disso, investigamos a agao da funcao soma iterada de algarismos estendida
aplicada a fragoes da forma 1/2", 1/3™ e 1/5". Mostramos que com excegao de 1/3"; o
nimero 9 desempenha um papel central na aplicagao da funcao S* também para estas
fragoes.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira. Na secao 1, introduzimos o assunto
a apresentamos nossos objetivos principais. Na primeira parte da secao 2, definimos as
funcoes soma e soma iterada de algarismos para ntimeros racionais com representagao
decimal finita, além de enunciar e demonstrar resultados basicos que serao utilizados
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no decorrer do texto. Na segunda parte, 2.1, lidamos com as dizimas peridédicas onde
as caracterizamos e ajustamos as notagoes. Na secao 3, enunciamos e provamos 0s
principais resultados desse estudo. Na secao 4, fazemos a conclusao e indicamos direcoes
para futuras investigagoes nessa linha.

2 Preliminares

Nesta secao definimos a funcao soma de algarismos, soma iterada de algarismos para
numeros racionais com representacgao finita e estudamos algumas de suas propriedades.
Esta funcao foi definida originalmente no conjunto dos niimeros inteiros positivos, porém
podemos estendé-la de forma bastante simples para o conjunto dos niimeros racionais
com representagio finita. Para isto, vamos representar por Qi o conjunto de todos os
numeros racionais com representacao decimal finita e seja S a fungao soma de algarismos
em Z..
Primeiramente, provamos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.1. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre Qf e Z, .

Demonstracao. De fato, dado a:év = TNIN_1" T, T_1 " "XT_g E an ,com N,s € N,
tome a aplicacao f(zY) = 10°zY. O

Agora estamos em condigao de definir a fun¢ao soma de algarismos em Qj .

Definigao 2.2. A fungao soma de algarismos em Q. ¢ a aplicacao S, : Qf — N dada
por

em que f vem da Proposicao 2.1.

Exemplo 2.3. 5,(2022,365) = S(10% x 2022, 365) = 5(2022365) =2+ 0+2+2+ 3+
64 5 = 20, enquanto S,(0,000125) = S(10° x 0,000125) = S(125) =1 + 2+ 5 = 8.

Note que, S,.(0,000125) = 8 = S,(125), o que implica que a funcao S, é nao injetiva.
Por outro lado, dado qualquer niimero natural n, podemos tomar o numero x =1---1
de forma que S,.(z) = n. Assim a fungao S, é sobrejetiva.

As duas préximas proposicoes decorrem diretamente da defini¢ao e as demonstragoes
serao omitidas.

Proposicao 2.4. Dado um nimero natural n, existem infinitos x em Qg tais que
Sy(z) = n.
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Exemplo 2.5. Considere o n = 8. Entao, para todo k natural, z = 125 x 107% tem a
propriedade desejada. Ou seja, S,.(x) = 8.

Proposicao 2.6. Seja v = wyry_1---Tg,x_1---x_s, com N,s € N um numero
racional com representacdao finita e seja o : {—s,—s + 1,---,—1,0,1,2,--- N} —
{=s,—s+1,---,-1,0,1,2,--- , N} uma bije¢io. Entao,

Sr(@nTN_1 - T, T_1 - Ts) = S (To(N)To(N=1) " ** Ta(0)s To(=1) " ** To(—s))-
Exemplo 2.7. 5,(23,125) = S,(12,235) = S, (53,122) = S,(23125) = S,(12523) = 13.

Definigao 2.8. A fungao soma iterada de algarismos, S : Qf — N, é a fungao que
a cada numero racional com representacao finita x associa ao nimero natural obtido
por repetidas somas dos algarismos de z até que reste um unico algarismo, isto é,

S;(x) = 5*(f(x))-

Por exemplo, se x = 123,456, entdao S,(z) =1+2+3+4+5+6=21¢e S*(z) =
S-(21) = 3. Logo, Si(x) = 3.

Proposicao 2.9. Sejax € Qf. . Entao Sf(z) =9 se, e somente se, S,(x) € um mailtiplo
de 9.

Demonstragao. De fato, suponha que S,(x) = 9k; para algum inteiro k;. Entao

S2(x) = S.(9k1) = S(f(9%k1))
_ S(9k)
= 9k27

para algum inteiro ks, com 1 < ky < ky. Fazendo a préxima iteragao, obtemos S3(z) =
9k3 para algum inteiro k3, com 1 < k3 < ko < ky. Assim, obtemos uma sequéncia
(kn) em Z limitada e decrescente, logo, convergente. Como a sequéncia nao possui
ponto de acumulacao, segue que existe um ng tal que k, = 1 para todo n > ny.
Consequentemente,

Si() = 579(x) = Okyy = 0.

9
Reciprocamente, suponha que S¥(z) = 9. Entao S*(f(z)) =9 o que implica f(x) = 9k
para algum inteiro positivo k. Portanto,

Sp(x) = S(f(x)) = 9,

para algum inteiro k', como queriamos. O
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Proposicao 2.10. Seja x um nimero racional com representagdo finita tal que S,(x)
¢ um maultiplo de 9. Entao,

(2)=0 5 ()=

Demonstragao. Segue da Proposigao 2.9 e das Proposigoes 10 e 11 em [5]. O]

qualquer que seja o inteiro n.

A questao que surge é a seguinte: os nimeros racionais z/2" e x/5" possuem re-
presentacao finita? A resposta é afirmativa e segue como consequéncia do Teorema a
seguir.

Teorema 2.11. Um nidmero racional a/b admite representa¢ao decimal finita se, e
somente se, quando escrito na forma irredutivel, a decomposi¢cao em fatores primos de
seu denominador possui apenas os fatores 2 ou 5.

Demonstracao. Veja ([7], pag. 2). O

2.1 Dizimas periddicas

E sabido que um ntimero racional ou tem representacao decimal finita ou é uma dizima
periodica. Uma dizima periddica é um nimero cuja representacao decimal é da forma

T=58,a1...0n01...0p... OU T =28b1...0,a1...0m01...0Qn.... (2.1)

Na notacao acima, ag ...a,, ¢ chamado periodo, b;...b, é chamado pré-periodo, s a
) bl b
parte inteira de x e m o comprimento do periodo e n o comprimento do pré-periodo.
Dado

r=58,b1...bpa1...apa1... Q...
escreva
r=280b1...0pa1...00p01...Qnp...=5+Y
em que
y=0,b1...bpa1...001... Cp....
Igualando a parte apds a virgula, temos
y=0,b1...0pa1...0ma1...0Qp ...
10"y =by...0p, 07 ... Q@1 .y - -
10"y = by ... bpay ... Ay Q1 e oy - - -
10"y — 10"y = by ... bpay ... apm — by ... by,
bi...bpay...am —b1...0y,
10n+m — 10n

y:
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Observe que 10" — 10™ = 10"(10™ — 1) = 99...90...0, em que o 9 aparece m vezes
e o 0 aparece n vezes. Sendo assim, obtemos a representacao fracionaria para a dizima
periddica ) ) ) )
1-.--00A1...Qp —01...0n
S 99...90...0 ‘ (22)
A notacao que usaremos para representar a parte periddica é aj...a,,. O lado
direito em (2.2) é chamada de fracdo geratriz da dizima periédica. Para mais detalhes

e curiosidades sobre dizimas periédicas veja [1], [7], [8] e [10].

Definicao 2.12. Denotamos por Q. 0 conjunto dos niimeros racionais que sao dizimas
periodica, isto é,
a a
Qper = 3 cQ: gzs,bl...bnal...ag :
O proximo teorema caracteriza as fragoes que possuem representacao decimal infi-
nita, ou seja, as fragoes irredutiveis que sao dizimas periddicas.

Teorema 2.13. A fracao irredutivel a/b, com 0 < a < b, é uma dizima periddica se, e
somente se, mdc(10,b) = 1. Neste caso, o comprimento do periodo é o menor inteiro
positivo t satisfazendo a congruéncia 10 = 1( mod b).

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em ([4], pag. 81). O

O menor ¢ satisfazendo a congruéncia no Teorema 2.13 coincide com o comprimento
do periodo da dizima. Um fato bastante conhecido é que o comprimento do periodo de
uma dizima periédica nao depende do numerador da fracao geratriz, veja [8] para uma
demonstracao desse fato.

Corolario 2.14. Seja ¢ um primo e k um inteiro positivo tal que mde(k,q) = 1. Entdo

k
E € Qper'
Em Qper definimos p, a funcao que associa a cada dizima periédica ao niimero natural
composto pelos algarismos de seu periodo, isto é,
Definicao 2.15. Seja p : Qper — N a funcao dada por
p(m,by... by ag) =ay...a.

Exemplo 2.16. Considere a fragao irredutivel x = 1/7. Entao

142857

_ _ 0,142
T = 999999 - 142857,

e, por definicao,
1
p<?> — 142857,
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3 Soma iterada de algarismos e niimeros primos

Nesta se¢ao apresentamos os principais resultados deste artigo. Vamos verificar se al-
guns padroes envolvendo os reciprocos de nimeros primos e a funcao soma de algarismos
e soma iterada de algarismos. Mais especificamente, investigaremos se podemos ampliar
a classe de fragoes para as quais o resultado 3.1, abaixo, se mantém.

Teorema 3.1 (Gray, 2000). Seja g > 5 um primo. Entao vale

()

Demonstra¢ao. A prova pode ser encontrada em ([9], pag. 84). O]

Portanto, a soma iterada dos numeros cujos algarismos coincidem com os dos
periodos das dizimas dadas pelos reciprocos dos niimeros primos é sempre 9.

Exemplo 3.2. Considere ¢ = 13. Assim

1 — 1
3 0,076923 e p<13) 076923

S, (p (%)) = 5,(076923) = 27.

()

A seguir apresentamos uma generalizacdo do Teorema 3.1. Este resultado garante
que se fixarmos o denominador e variar o numerador, ainda assim teremos o mesmo
valor para a soma iterada de algarismos.

e, consequentemente,

Portanto,

Teorema 3.3. Seja g > 5 um ndmero primo e k um inteiro positivo tal que mdc(k, q) =

1. Entao vale "
q

Demonstracdao. Seja ¢ um nimero primo maior que 5. Entao, segue da Proposicao 2.13
e da equagao (2.2) que
bl...bnal...am—bl...bn

1
¢ °F 10m+m — 10n !
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em que n > 0 e m > 1 sao menores possiveis. Desde que ¢ > 5, entao s = 0 e, como
pode ser visto na demonstracao do Teorema 3.1, n = 0. Logo,

ap...0m A
10m—1  10m—1"

1
q
Assim, gA = 10™ — 1, o que significa que ¢ ou A dividem 10™ — 1, o qual é um multiplo
de 9. Como g # 3 e primo, segue necessariamente que A divide 10™ — 1 e portanto é
um multiplo de 9.

Por outro lado, podemos escrever

k { %, se k <q
A .
q a+g, se k> q,

em que a e r vém do algoritimo da divisao de Euclides, ou seja, sao tais que k = aq+r,
com 0 < r < q— 1. Portanto,

ko %, se k < q
q a—+ 102@14717 se k> q.

Pela minimalidade de m, temos que
kN _ JkA, sek<gq
p q) \r4, sek>q.

Como A é multiplo de 9, segue que kA e rA também o sao. Portanto, segue da
Proposicao 2.9 que

S <p (f)) = S*(r(ay . .. am)) = S*(k(ar ... ap)) = 9.

q

Exemplo 3.4. Vamos considerar ¢ = 13 e k € {1,12,2022}. Para k =1

1 076923
13 999999

Assim, S,(p(1/13)) = S,(076923) =0+ 74+6+9+2+3=27e 5,(27) =2+7=0.
Portanto, S¥(p(1/13)) = 9.
Para k =12

12 923076
13 999999
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Assim, S, (p(12/13)) = S,(923076) =9+ 2+3+0+7+6 =27 e S,(27) =2+ 7 =9,
Portanto, S¥(p(12/13)) = 9.

Para k = 2022 92022 7 538461
T SR .

13~ 0t 137 1991 Gag009
Logo, S,(p(2022/13)) = S,(538461) =5 + 3+ 8 + 4 +6+1=2T ¢ S,(27) =2+ 7 = 0.

Portanto, S} (p(2022/13)) = 9.

Corolario 3.5. Seja ¢ > 5 um primo e k um inteiro positivo tal que mdc(k,q) = 1.

Entao ) L ) N
5 (z—np (q>) =9 e 5 (ip(q)) =9

para todo n inteiro.
Demonstracao. Segue do Teorema 3.3 e da Proposicao 2.10. [
Por exemplo, p(12/13) = 923076. Tome n = 5. Assim,

1 /12 923076
—p(=) = — 28846, 125.
25! <13) 32 ’

Logo, S,(28846,125) = 36 e S,(36) = 9, ou seja, S (p(12/13)/32) = 9.

Proposicao 3.6. Sejam q > 5 e p > 3 numeros primos. Entdao, para todo inteiro

positivo n vale
. 1 1
Silepl—--))=09.
Pt oq

Demonstragao. De fato, como mdc(p"q, 10) = 1 segue do Teorema 2.13 que a fracao
irredutivel 1/(p"q) é uma dizima periddica. Seja t o menor inteiro positivo satisfazendo
a congruéncia 10° = 1( mod p"q). Entao,
1A
prg 10t —1
Deste modo, 10" — 1 = p"gA. Como p, ¢ # 3, segue que p (1/p"q) = A é multiplo de 9.

Com isso, o resultado segue da Proposicao 2.9.

[]

Corolario 3.7. Sejam q > 5 e p > 3 numeros primos e n um inteiro positivo. Entao
para todo inteiro positivo m vale

1 11 1 11
S —p(=-Z))=9 ¢ S*(—p(=-=))=0.
’"(2’“ (p” Q>) ’"(5mp(p” Q>>
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Demonstracao. Segue da Proposicao 3.6 e da Proposicao 2.10. [

Corolario 3.8. Seja k um inteiro positivo tal que mdc(k,q) =1, e ¢ > 5 um nimero
primo e n um inteiro positivo. Entao, para todo m inteiro positivo, valem as igualdades

A k (1 k
(3 (7)) =0« 5 (e (3)) -0

Demonstracao. Basta fazer p = ¢ na Proposicao 3.6. O

3.1 Caso q€{2,3,5}

Quando os denominadores sao poténcias dos primos 2, 3 e 5, deixamos as conjecturas
a seguir. Para além disso, fazemos algumas obervacoes que decorrem diretamente da

defini¢ao de S;.

Conjectura 1. Para qualquer inteiro positivo n vale a igualdade
. 1 3, sen=1
S (’0 <3_n)> - {1, sen > 1.
Conjectura 2. Para qualquer inteiro positivo n vale
L1
Sy (2—n> €{1,2,4,5, 7, 8}.

Em outras palavras, se definirmos a sequéncia (s,), em que s, = S* (2%), entao,
para n > 0, teremos

S1+6n = 5
Soten = 1
5346n = 8
Siq6n = 4
S546n = 2

S646n = 1

o que significa que (s,) = (5,7,8,4,2,1) é uma sequéncia periédica de periodo 6.

Conjectura 3. Para qualquer inteiro positivo n vale

1
S (57> €{1,2 4,5, 7,8}
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Mais precisamente, se definirmos a sequéncia (r,,), em que 7, = S* (5n) entao, para
n > 0, teremos

T14+6n = 2
Toten = 4
T346n = 8
Taven = 1
T546n = O

Teren = 1

e portanto, (r,) = (2,4,8,7,5,1) é também uma sequéncia periddica de periodo 6.
Note que (s,) = (o(r,)), para alguma permutacao o, e que S*(z,,) = S*(yn) = 9
€I que Tp = S14+6n52+6n - - - S6+6n € Yn = T14+6nT246n - - - T6+6n-
Defina S*((a,)) = (S*(a1), S*(az),...) e m(a,) = (may, may,...), para qualquer
sequéncia (a,) = (a1, as, ...) assumindo valores nos inteiros positivos. Entao,

S*(1(s,)) = (2.4,8,7,5, 1)

S*(2(sn)) = (4,8,7,5,1,2)
S*(3(s,)) = (6,3,6,3,6,3)
S*(4(s,)) = (8,7.5,1,2,4)
S*(5(sn)) = (1,2,4,8,7,5)
S*(6(s,)) = (3,6,3,6,3,6)
S*(7(sn)) = (5,1,2,4,8,7)
S*(8(s,)) = (7,5,1,2,4,8)
S*(9(sn)) = (9,9,9,9,9,9)

<1o(sn)) (2,4,8,7,5,1)

o que mostra que, com excegao dos miltiplos dos nimeros 3, 6 € 9, tem-se S*(m(s,)) =

o((sn)), para todo inteiro positivo m, ou seja, uma permutacao dos elementos de (s,,).

Para cada inteiro positivo m, seja S*(m(s,)) = (sj(m), s5(m), ..., s5(m)). Entao,
tem-se

s1(m) + s3(m)

s50m) + s5(m)

s3(m) + sg(m)

9
9
9
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Por exemplo, para m = 5 temos S*(5(s,,)) = (s7(5), s5(5),...,s5(5)) = (1,2,4,8,7,5).

1+8=9
24+7=9
44+5=09.
Isto nos diz que (sj(m),s5(m),...,s§(m)) comporta-se de forma semelhante ao com-

portamento dos nidmeros ciclicos, veja [1] e suas referéncias.

4 Conclusao

O presente trabalho fez um estudo acerca da soma e soma iterada de algarismos dos
digitos que compoem os periodos das dizimas periddicas geradas por fragoes irredutiveis
cujos denominadores sao ntimeros primos, produto e poténcia de niimeros primos, bem
como, dos digitos de fragoes com representagao decimal finita que possuem denomina-
dores primos e suas respectivas poténcias. Para isso, estendeu-se a definicao de soma e
soma iterada de algarismos para o conjunto das fragoes irredutiveis com representagao
decimal finita e mostrou-se que o niimero 9 desempenha um papel importante, funcio-
nando como um valor invariante para o caso em que os denominadores sao maiores que
5.

Quando os denominadores sao poténcias de 2, de 3 e de 5, foi deixado aos leitores
interessados, conjecturas que descrevem o comportamento da soma iterada de algaris-
mos estendidas aos nimeros racionais com representacao finita. Para os casos em que
os denominadores sao iguais a poténcias de 2 e 5, encontramos sequéncias periddicas
de ntimeros cuja soma iterada de seus elementos ¢ igual a 9, o que realca a importancia
do numero 9 para a dinamica da aplicacao soma iterada de algarismos.

Além das conjecturas, este trabalho pode ter desdobramentos interessantes quando
fracoes mais gerais sao consideradas, ou seja, fracoes cujos denominadores e 10 nao sao
primos entre si. Pode-se, também, analisar fragoes da forma k/2" e k/5" no sentido de
explorar propriedades das sequéncias (s, (k)) e (r,(k)) sob acao da fungao soma iterada
de algarismos, em que s,(k) e r,(k) sdo definidas como nas Conjecturas 2 e 3.
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