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Resumo

Este artigo ¢ um recorte de uma pesquisa de mestrado em Educacdo Matematica que investigou as
competéncias e os esquemas que os estudantes dos 3° e 5° anos do Ensino Fundamental apresentam
em situagdes-problemas e os niveis de raciocinio algébricos mobilizados nessas situagdes. Teve por
suporte uma metodologia descritiva com abordagem diagndstica. O objetivo proposto foi identificar
e compreender a natureza das estratégias apresentadas nos teoremas-em-agao e relaciona-las ao
campo aritmético e algébrico simultaneamente. Para tanto foram selecionadas trés situagdes-
problema da pesquisa original juntamente com os extratos dos protocolos de respostas de oito
estudantes. Na analise qualitativa identificamos nas estratégias resolutivas dos estudantes uma
coexisténcia entre a aritmética e algebra, uma relagdo de continuidade filial. Verificamos que, nas
relacdes operacionais adotadas na resolucdo das situagdes-problemas (ou tentativas), o estudante
ao generalizar e/ou explicitar uma sequéncia numérica, mesmo sem saber, transitaram entre 0s
campos da aritmética e a algebra. O estudo demonstrou que situagdes-problema de natureza
aritmética se mediada por um viés algébrico podera ser explorado nas atividades de ensino da
Matematica desde os primeiros anos escolares como proposta formativa do raciocinio algébrico
precoce.

Palavras-chaves: aritmética- dlgebra-anos iniciais-Ensino Fundamental

Abstract

This article is an excerpt from a Master's research in Mathematics Education that investigated the
skills and schemes that students in the 3rd and 5th years of Elementary School present in problem
situations and the levels of algebraic reasoning mobilized in these situations. It was supported by a
descriptive methodology with a diagnostic approach. The proposed objective was to identify and
understand the nature of the strategies presented in the theorems-in-action and relate them to the
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arithmetic and algebraic field simultaneously. For this purpose, three problem situations from the
original research were selected along with extracts from the response protocols of eight students.
In the qualitative analysis, we identified in the students' resolving strategies a coexistence between
arithmetic and algebra, a relationship of filial continuity. We verified that, in the operational
relations adopted in the resolution of problem-situations (or attempts), the student, when
generalizing and/or explaining a numeric sequence, even without knowing it, transited between the
fields of arithmetic and algebra. The study demonstrated that problem-situations of an arithmetic
nature, if mediated by an algebraic bias, could be explored in Mathematics teaching activities from
the first school years as a proposal for training early algebraic reasoning.

Keywords: arithmetic; algebra; early years; Elementary School

ARITMETICA OU ALGEBRA?

Quantas vezes no contexto escolar ao escolher o tipo de procedimento estratégico
na resolu¢do de uma determinada situacdo problema, nos questionamos qual o campo
epistemologico de pertencimento. Se esta for uma sequéncia, uma operacao ou ainda numa
relacdo (bindria ou terciaria) um dos possiveis questionamentos pode ser a natureza da
situacao, se esta reside no campo aritmético ou algébrico? Se vocé assim como eu ja se fez
esta pergunta, saiba que ndo estamos sozinhos nesta seara. H4 décadas pesquisadores
questionam-se sobre a existéncia de uma suposta fronteira que separa estes dois campos.
Esta hipotética fronteira levou o autor Osvaldo Sangiorgi, na época do movimento
Matematica Moderna a questionar sobre esta demarcagdo conceitual matematica. Para ele
ndo se podia tracar uma linha divisoria separando-os, uma vez que os resultados
particulares da aritmética tém relagdo com as estruturas algébricas (SANGIORGI, 1963).

Temos ainda, Vergnaud (1996) em sua Teoria dos Campos Conceitual, chamando
atengdo para a aproximacdo entres os campos conceituais: das estruturas aditivas
/multiplicativas e da algebra, o que reforca o longinquo de Sanagiorgi. Em outras palavras,
o matematico legitima a existéncia de uma relagdo simbiotica entre os dominios da
aritmética e os dominios da algebra. Décadas apos, Lins e Gimenez (2001) corroboram
nesta direcdo ao propor e discutir a relagdo de coexisténcia entre os dominios da aritmética
e da algebra. Ressaltam que o desenvolvimento de uma est4 implicado no desenvolvimento
da outra, que as invariantes presentes nas estruturas quantitativas da aritmética se
beneficiam das da algebra para se fundamentar. Esta aproximacdo de continuidade tende
a ser compreendida nas estruturas dos niimeros, na formagdo do sistema numérico, nos

algoritmos operatorio e no funcionamento das propriedades, dentre outros, pois apresentam,
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generalizagdes, modelos aritméticos e ferramentas aritméticas que sdo justificaveis no
campo da algebra (CARRAHER, MARTINEZ e SCHULMAN, 2008).

Direcionando esta discussdo para o lado pratico e para a proposic¢ao inicial: par ou
impar, podemos dizer que, ndo se pode desvincular a defini¢gdo de um nimero par (positivo)
para um nimero natural multiplo de dois, certo? Entdo qualquer nimero par positivo tera
sua representacdo simbolica fundamentada na lei algébrica de 2n, ou seja, as expressoes:
M (2)! e ser 2n se equivalem. Isso vale para um nimero impar ~M (2)? como aquele que
ndo pode ser dividido em duas partes e cuja configuracao algébrica ¢ 2n +1. O que muda
entre estas expressdes € apenas seu registro de representacdo, o primeiro nos dominios da
aritmética e o outro no registro de representagdo algébrica® (DUVAL,1995)

Todavia, apesar desta discussao a divisdo e a hierarquizagdo entre os conceitos da
aritmética e os da algebra ainda persiste em muitos curriculos de Matematica, em especial
no que tange os dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Uma das fontes desta
categorizag¢do curricular tem relacdo na interpretagdo equivocadas das ideias de Piaget
referente ao desenvolvimento dos niveis intelectuais das criangas * (LINS e
GIMENEZ,2001). A outra razdo possivel pode se conjecturada a partir dos registros
histéricos em que o desenvolvimento da Aritmética precede os da Algebra (BOYER, 2010).

Esta constancia conceitual hierdrquica contraria as discussdes de especialistas como
Carraher e Schliemann (2005) quando ressaltam que a algebra reside quietamente nos
curriculos de Matematica dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Este afastamento
estabelecido entre a aritmética e Algebra tende a ser artificial, sem fundamento, uma vez
que as situagdes aritméticas possibilitam generalizagdes proximas aquelas a que estamos
habituados na Algebra. Estas reproduzem propriedades algébricas na sustentacio logica de
suas estruturas. Podemos citar, por exemplo: a relagdo do sistema de numeracao decimal
com os padrdes algébricos; as operacdes aritméticas com as funcdes (CARRAHER;

SCHLIEMANN, 1995, 2016); o algoritmo da multiplicagdo como um modelo algébrico, a

! Multiplo de dois
2 Nédo multiplo de dois
3 Teoria de Registros de Representagdo Semidtica — Reymond Duval
40s estagios de desenvolvimento 1ogico propostos por Piaget (1996) sdo: 1) sensério motor; 2) pré-operatorio;
3) operagdes concretas e 4) operagdes formais. Embora exista uma ordem cronoldgica nesses estagios, nao
ha uma fixagdo de idade. Contudo, muitos interpretaram que as idades ilustradas, por Piaget, eram fixas e
imutaveis.
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propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adi¢do ou subtracdo como uma
linguagem algébrica (EVES, 2004; GOMEZ, 2006), dentre outros processos peculiares a
atividade aritmética.

Para fomentar essa discussao trazemos neste manuscrito um recorte da dissertagao
de mestrado em Educacdo Matematica, da universidade Estadual de Santa Cruz, cujo
projeto de pesquisa teve aval do comité de ética dessa mesma universidade. As discussoes
do estudo sinalizaram indicios da uma correlacdo entre os dominios da aritmética e da
algebra por estudantes do 3° e 5° ano do Ensino Fundamental o que valida as discussdes

aqui apresentadas.

ARITMETICA GENERALIZADA

Se situarmos a aritmética como uma linguagem generalizadora, um idioma através
do qual se descreve os padrdes e as relagdes entre quantidades, um instrumento facilitador
para a compreensdo, deducdo e interpretagdo de formulas (USISKIN, 1995a, 1995b)
podemos imaginar uma relacdo intrinseca entre a aritmética e a algebra, como uma
extensdo, uma compilagcdo (em certo sentido), que requer um sistema simbolico para se
fundamentar (ROJANO, 1993). Nesta perspectiva a aritmética exibe status de elementos
generalizadores que possibilitam traduzir, modelar e generalizar situagdes Matematica
(USISKIN, 1995). Na capacidade de modelar algebricamente uma situa¢do aritmética
reside uma das concepgdes da algebra elementar, a generalizacdo. E, desse modo a dlgebra
situar-se-& como uma linguagem acessivel aos estudantes da Educa¢do Baésica
independente da normatizacdo de seu ensino curricular. A aritmética apresentard status
algébrico, como uma ferramenta capaz de interpretar comportamentos de padrdes, de
organizar, de explicitar, de generalizar, de explicar, de sintetizar as ideias matematicas
tornando-a inteligivel e aplicavel em todos os campos do conhecimento cientifico.

Por isto alguns pesquisadores, como: David (1985); Fiorentini, Miorim e Miguel
(1992, 1993); Carraher e Schliemann (1995); Booth (1984, 1988, 1995) entre outros que
questionam o ensino da matematica escolar, em especial, a ndo abordagem algébrica para
os anos iniciais do Ensino Fundamental. Discutem a organizagdo dos curriculos de
Matematica numa forma hierarquizada em que primeiro os estudantes adentram no dominio

da aritmética e depois algebra e, ainda da falta de atividades que contemplem as nogdes
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elementares da Algebra desde os primeiros anos de escolarizagdo. Essa organizagio
instituida perpetua a suposta inexisténcia de uma relacdo intrinseca entre a aritmética e
Algebra no contexto dos anos iniciais. Entretanto, o que observamos é que essa percepgao
se apresenta relegada a entendimentos pedagogicos, discussdes e até mesmo ao descaso
conceitual.

No entanto se relacionarmos a algebra como aritmética generalizada (USISKIN,
1995) em paralelo com as discussdes propostas na Base Nacional Comum Curricular-
BNCC (BRASIL, 2017), para o Ensino Fundamental este paradigma pedagogico tende a
ser destituido no tocante ao ensino de Matematica para os anos iniciais. Visto que as
diretrizes da base indicam uma ampliacdo e um redirecionamento dos curriculos de
Matematica para os anos iniciais do Ensino Fundamental ao acrescentar um quinto eixo
norteador para o ensino de matematica, a dlgebra, na perspectiva da formag¢do de um
pensamento algébrico. Vale ressaltar que ndo se trata de uma algebra usual nos moldes dos
anos finais (expressdes algébricas, equacdes, fungdes), mais uma proposta para o
desenvolvimento do pensamento algébrico atrelado aos dominios da aritmética. Essas
diretrizes sugerem uma interface entre o quinto eixo e os outros quatro eixos norteadores’
da aprendizagem matematica instituidos desde os primeiros anos escolares da Educacao
Bésica nos Pardmetros Curriculares Nacionais para o ensino de Matematica (BRASIL,

1997).

ALGEBRIZANDO NUMEROS

No ambiente de sala de aula, ao lidar com situagdes de caracteristicas numéricas, o
estudante evoca inconscientemente estratégias algébricas ao realizar algoritmos operatorios.
E por detras destas agdes existem lastros (teoremas-em-ag¢do®) que possibilitam a emersido
de um pensamento algébrico necessario a validagdo das leis de dominio aritmético. Ao
manipular (forma implicita) as estruturas algébricas bdsicas por meio da aritmética
generalizada, o estudante dos anos iniciais adquire capacidades cognitivas que potencializa

o estabelecimento relativo entre os conceitos da Aritmética e da Algebra para uma situagao

> Numeros, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidades e Estatistica.
¢ Relagdes matematicas que sdo utilizadas pelos estudantes, escolhem uma operagdo, ou uma sequéncia de
operagdes para resolver uma situagdo-didatica (MAGINA et al, 2008).
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futura. Esse arquétipo epistemoldgico enriquecera seu repertorio que no momento exigido
apresentara uma resposta habilidosa algebricamente.

Esta forma implicita expde nos “teoremas-em-a¢ao os conhecimentos contidos nos
esquemas; podemos igualmente designa-los pela expressdo mais global de invariantes
operatorias. [...] O reconhecimento das invariantes €, pois, a chave da generalizacdo do
esquema” (VERGNAUD, 1996, p. 160-161). Estes teoremas trazem a tona os
conhecimentos subjacentes dos estudantes e ndo exibem os teoremas convencionais com
os quais os conhecimentos cientificos se apoiam, mas uma potencialidade conceitual.
Essas acdes apresentam relagdes logicas matematicas (intuitiva e dedutiva) usadas pelos
estudantes de forma implicita, resultado do repertério acumulado nas experiéncias
aritméticas. Para Radford (2009, 2018) os estudantes podem aprender o que
aparentemente ndo sabe se lhes for proporcionado situa¢des-problema que direcione a
formag¢ao do pensamento algébrico.

Por exemplo, ao modelar um sistema de numeragao de base dez (ou outra qualquer),
ao estruturar um algoritmo operacional e na elaboragdo de uma propriedade dentre outros,
o uso dos niumeros podem ter um carater algébrico se a intengdo ndo for os calculos por si
apenas, mas um exemplo genérico, um padrao (KAPUT, 2008a). Podemos citar também,
a relagdo do sistema de numeracdo decimal com os padrdes algébricos; as operacdes
aritméticas com as fungdes (CARRAHER; SCHLIEMANN, 1995, 2016); o algoritmo da
multiplicagdo como um modelo algébrico, a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relagdo a adicdo ou subtragdo como uma linguagem algébrica (EVES, 2004; GOMEZ,
2006), dentre outros processos peculiares a atividade aritmética que apresentam bases
algébricas.

No tocante ao estudo das operagdes de adi¢do, subtracdo, multiplicagdo e divisdo,
podemos retrata-lo como uma funcdo, uma vez que a “linguagem algoritmica tem pontos
em comum com a linguagem algébrica, sobretudo em relacdo ao conceito de varidvel”
(BRASIL, 2017, p. 226). Carraher et al (2006, p. 88, tradu¢ao nossa) reforca essa ideia
quando ressalta que “as operagdes aritméticas podem ser vistas como fungdes, € a notagdo
algébrica pode dar suporte ao raciocinio matematico mesmo entre estudantes jovens”. Essa
simbiose, operagdo-fungdo, sugere uma possibilidade de fazer uso de ideias e

representacdes algébricas desde muito cedo na vida escolar das criangas.
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O ESTUDO, SUJEITOS E INSTRUMENTO INVESTIGATIVO

O presente manuscrito ¢ um recorte de uma pesquisa de mestrado que teve como
objetivo investigar as competéncias, os esquemas de acdo e os niveis de raciocinio
algébrico que os estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental apresentam ao
lidarem com situagdes-problema envolvendo a algebra elementar. Esta pesquisa
fundamentou-se numa metodologia descritiva com uma abordagem diagnostica e esteve
apoiada na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1996) e nas discussdes de
especialistas como Kaput (1984); Booth (1984, 1995); Carraher, Schiliemann e Brizuela
(2006); Blanton (2007); Brizuela e Schliemann (2007); Magina et al (2008) e Kieran et al
(2016), entre outros, no que tange a perspectiva da Early Algebra’.

Esse estudo teve como sujeitos investigados, os estudantes do 3° e do 5° ano (em
idade regular) de uma escola publica da regido sudoeste da Bahia. Estes estudantes foram
submetidos a um instrumento de investigagdo, denominado de teste. Nao tiveram
conhecimento prévio da data de aplica¢do e nem dos conceitos que seriam abordados nesse.
Sua aplicagdo foi coletiva (toda a turma), porém a resolug¢ao aconteceu de forma individual
e escrita. Este teste apresentou 10 (dez) situagdes-problemas que foram subdivididas em
subitens, contabilizando um total 14 subitens investigativos. Sendo 6 itens na vertente da
fun¢do, 4 na equagdo e 4 na sequéncia. Todavia para este recorte traremos apenas trés
situacdes-problema dentre as dez pesquisadas. Estas situadas nas vertentes da fun¢do e da

sequéncia, uma e duas respectivamente.

" Programa de ensino matematico direcionado para a introdugdo dos conceitos algébricos nos anos iniciais
do Ensino Fundamental que permite o desenvolvimento de competéncias e habilidades algébricas a partir de
situagcdes no contexto aritmético (PORTO, 2018)
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Quadro 1.1 Situagdes-problema investigadas neste recorte

Situacio-problema Variaveis do Estudo

Q1. Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra 3 bombons vermelhos como
mostra a figura abaixo

o83 - Pt O'bjeto Matematico: Funqio
B S Tipo de Representacio:

P

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons vermelhos. Quantos bombons Icfmica . ]
ele comprou? Nivel de dificuldade: simples

Q.2 Bibi passa horas brincando de escrever sequéncias. Certo dia saiu as

pressas deixando a sequéncia incompleta. Objeto Matematico:
Sequéncia

| 1 | 4 | 7 | 10 | | | | | | Tipo de Representacio:
numérica

Quando retornar, devera concluir essa sequéncia obedecendo & mesma | Nivel de dificuldade: simples
ordem. Qual sera o0 92 nimero (termo) que ela escreverd?

Q.3 Observe a sequéncia das figuras triangulares formada por bolinhas.

@ Objeto Matemético:
® ... ..... Sequéncia
o o0 000 0000 Tipo de Representagio:
o 00 000 0000 00000 iconica
L : g = = Nivel de dificuldade:

Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo necessérias para fazer 8 | sofisticada
figura?

Fonte: dados da pesquisa

A escolha destas vertentes (sequéncia e fun¢do) para serem objetos de investigagao
neste recorte aporta-se em trés (dentre as quatro) ideias poderosas da Matematica na

Educagdo Basica, discutidas por Carraher e Schliemann.

(1) As quatro operagdes basicas da aritmética de adigdo, subtragdo,
multiplicagdo e divisao, sdo fungdes.

(2) Generalizagdes matematicas podem ser alimentadas tornando dominio e
contradominio de fungdo de destaque e deixando variaveis de outra forma
ligadas livre para variar;

(3) Fungdes e relagdes ajudam a integrar aritmética, algebra e geometria (2015,
p- 192, trad nossa).

Estas premissas sugerem que apesar da natureza abstrata das fungdes existe em sua
base um conjunto conceitual abrangente capaz de tornd-la acessivel cognitivamente desde
os anos iniciais do Ensino Fundamental. Além da possibilidade de servir como elo entre os
dominios da aritmética, da dlgebra e da geometria.

Outro fator que contribuiu com a escolha das vertentes algébricas pesquisadas

remete ao fato de estas apresentarem possibilidades manipulativas nos dominios da
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aritmética basica para o universo algébrico dentro do contexto dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Tornando assim, objeto de conhecimento adequado ao nivel intelectual dos
estudantes pesquisados, ou seja, serem parte do universo curricular da Matematica dos anos

iniciais do Ensino Fundamental.

ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS GERADOS

No que concerne a investigagdo tedrico-metodoldgica optamos neste recorte por
uma analise qualitativa dos resultados encontrados na pesquisa matriz segundo as varidveis
investigadas (funcdo e sequéncias algébricas). Nesta analise discutiremos os esquemas de
acdo apresentado por esses estudantes durante a resolugcdo (ou tentativa) das situagdes-
problema envolvendo nogdes basicas do objeto matematico e a sua relagdo com o campo
aritmético e/ou com o campo algébrico.

Pretendemos identificar nos protocolos de respostas dos estudantes a competéncia
de generalizagdo aritmética com um viés algébrico e a habilidade de explicitar a partir
destes um raciocinio algebrizado. Buscaremos indicios que ratifiquem a existéncia de
elementos que caracterizam o pensamento algébrico que os estudantes dos anos iniciais do
Ensino Fundamental apresentam (KAPUT; CARRAHER; BLATON, 2008) quando lidam
com situagdes-problema fora de seu contexto curricular. E, se existem, que varidveis o
constituem e se ¢ possivel classifica-los e/ou compreendé-los. Portanto, neste recorte nos
interessa: a) Qual conhecimento subjaz a resposta do estudante? b) Qual a relacdo do seu
fazer aritmético com o fazer algébrico?

No que tange aos participantes do estudo (integral), foram 148 estudantes, sendo 68
do 3°ano, e 80 do 5° ano, gerados 148 protocolos de respostas. Dentre estes 148 protocolos
obtivemos 2.072 respostas, em que 952 eram referentes aos estudantes do 3° ano, e 1.120
aos estudantes do 5° ano. Desse total de respostas (2.072) categorizamos dois grupos,
denominados de G1 e G2. No grupo G1 ficamos com os extratos dos protocolos cujas
respostas ndo sdo passiveis de andlises e o G2 o grupo cujas respostas (ou tentativa)
apresentam esquemas de acdo (certo ou errado). Assim descartadas as ocorréncias de G1
(1.135) por ndo permitirem a realizacdo da analise das estratégias de acao ficamos com um
quantitativo de 937 respostas (395 advindas dos estudantes do 3° ano, e 542 do 5°)

analisaveis qualitativamente.
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A seguir, apresentaremos dois protocolos para ilustrar o grupo G1, nos quais parece
evidente que os estudantes langaram mao de algum esquema de acdo, mas nds nao

conseguimos identifica-lo nos registros.

Exemplo.1.1 — Duas respostas que foram desconsideradas para efeito da analise qualitativa do
estudo.
Q1 Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra 3 bombons vermelhos como mostra a figura abaixo

g

63 =.::a
Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons vermelhos. Quantos bombons ele comprou?

L 1‘;_”"‘1}’;
% “%jf»m =%

10

R o2

Resposta: ... ... g’ /! v-
St B . AL
ESPAGO PARA USAR DE RASCUNHO Resposta. 7‘ Vi? z’
> v <~
. \ :

2 =

Fonte: Extrato dos protocolos de respostas

Na sequéncia traremos exemplos de respostas advindos dos protocolos de respostas
do grupo G2, cujos esquemas de ac¢do apresentam uma competéncia que avizinhar-se-a do
objeto matematico proposto, sugerindo uma relagdo entre o fazer aritmético e o fazer
algébrico dos estudantes. Buscaremos ainda, os conhecimentos que subjaz os teoremas-
em-acdo por detrds dos esquemas apresentados pelos estudantes. Neste sentido,
corroboramos com Magina et al (2008) que por detras dos esquemas operatorios dos
estudantes reside os teoremas-em-acdo que sinalizam seu repertorio cognitivo ainda nao

formalizado.

Exemplo.1.2 — Duas respostas de estudantes que foram consideradas para efeito da analise
qualitativa do estudo, (o exemplo I do estudante do 3° ano e o II do estudante do 5°ano) (situacdo-
problema Q1)

Na venda de Dona Ana, com R$ 2,00 se compra trés bombons vermelhos como mostra a
figura abaixo:

m*ig..‘ 2%

2
| REAIS

Diogo gastou R$ 10,00 comprando esses bombons vermelhos. Quantos bombons ele
comprou?
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Exemplo I Exemplo II
ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO -
ESPACD PARA USAR DE RASCUNHD
o ) AR
- ! < ) ) ) 'r}‘ | [} &
] S A o
- JJ'NT m ¥ \s
0 Aa
- - L |
/1 /) ) - .
Resposta: ..., 2 TR VAP ER PN AT et
\ 8
- = | } ’
1
Resposta: ...m. .

Fonte: Extrato do protocolo de respostas dos estudantes

Podemos observar que a forma de raciocinar dos estudantes em questdo
manifestadas em seus esquemas, sinalizam suas habilidades e potencialidades mesmo que
estes ndo sabem o que sabem de uma fungdo de primeiro grau. Nos parece que estes
estudantes adaptaram seus esquemas para moldar a situacao-problema de acordo com os
conhecimentos construidos. Em outras palavras, eles nunca estudaram uma fungao linear
(f(x) = ax) mas trazem em seu repertorio cognitivo um raciocinio funcional coerente,
apresentando uma fung¢do adaptativa do conhecimento anterior (repertério) (VERGNAUD,
1996), possibilitando o desenvolvimento cognitivo de forma intuitiva do raciocinio
aguardado. As estratégias resolutivas apresentadas nos protocolos de respostas dos
estudantes sugerem a existéncia de um repertdrio aritmético organizado por elementos
comuns e representativos (figural), que se aproxima das ideias algébricas de uma fungao.

Baseado nos esquemas dos estudantes do exemplo 1.2, podemos identificar o

teorema-em-acao que sustenta teoricamente suas estratégias, conforme quadro 1.1

Quadro 1.1 Teorema-em-agao, segundo os comportamentos observaveis dos estudantes

Termo geral da | Teorema por tras da agdo Teorema-em-acao
fungao
2x3 +2x3+3
3 Reais Bombons 6+61-g 3
X)=—Xx f
S ) 2 S %oii 24242242 =10
10——> x 3+3+3+3+3 =15

Fonte: Dados da pesquisa
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Exemplo.1.3 — Duas respostas de estudantes que foram consideradas para efeito da analise
qualitativa do estudo, (o exemplo I do estudante do 3° ano e o II do estudante do 5°ano) (situacdo-
roblema Q2)

Bibi passa horas brincando de escrever sequéncias. Certo dia saiu as pressas deixando a sequéncia
incompleta.

a7 ][] ].]

Quando retornar, devera concluir essa sequéncia obedecendo a mesma ordem. Qual sera o 92 nimero
(termo) que ela escrevera?

Exemplo | Exemplo II
Resposta: L...dL........
————-—‘+’ | ) )
) o Y __;,’ ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

Fonte: Extratos dos protocolos de respostas

Analisando as respostas/ esquemas de acdo dos estudantes podemos nos perguntar
qual a origem desses, aritmética ou algébrica? A primeira vista nos parece de natureza
aritmética devido a auséncia de uma representacao simbolica (varidvel), mas se atentarmos
para o teorema-em-acao por detras da representacdo, percebemos que essa constatagao nao
nos parece tao obvia.

Esmiugando esses esquemas identificamos uma raiz comum, a quantitativa®, que
por sua vez une a aritmética a algebra (DAVYDOYV, 1988), que sugere que por detras das
estruturas operatorias apresentadas pelos estudantes coexiste uma relagdo algébrica. Para
Usiskin (1995a,1995b) a aritmética tem seu habitat nas relagcdes quantificaveis, uma vez
inseridas nesse ambiente ndo teremos como afasta-las ou fragmenté-las. Reportando ao
ambiente de sala de aula, temos que ao lidar com situagdes de caracteristicas numéricas, o
estudante evoca inconscientemente estratégias algébricas, um pensamento algébrico
intuitivo e dedutivo. E que este tipo de raciocinio ¢ necessario a validacdo das invariantes
que permeiam as leis de dominio aritmético como conhecimento cientifico. Para Merino,
Canadas e Molina (2013) uma situacdo-problema aparentemente aritmética pode ser

apresentada a partir do raciocinio funcional, pois considera o uso da algebra em situagdes

8 Esta relagio entre quantidades sugere Usiskin (1995) ser o idioma da algebra.
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concreta, de forma significativa a partir das estruturas de dominio numérico ao promover
a compreensdo de variaveis e a manipulacio de generaliza¢des. Todavia esta relacdo nem
sempre fica visivel, por isto pressupomos a existéncia dos teoremas-em-ag¢do a seguir
(exemplo 1.2) que subjaz os conhecimentos exibidos nos esquemas e os teoremas formais

que se apoiam numa progressao aritmética-PA, conforme quadro 1.2.

Quadro 1.2 Teorema-em-a¢do, segundo os comportamentos observaveis dos estudantes

Termo geral da PA Teorema por trds da acdo Teorema-em-agdo
as=as+3 ‘
as=as+ 3 i—__— -2
a7= a¢t+ 3 : e ¥ T o
ag=a7+3 .
ag=ag +3

an= a;t(n-1).r

ag=as+5r P .
a9=10+5.3 J
ao=10+15
ag=25

Fonte: Dados da pesquisa

Relacionando os teoremas, por trds e na acdo, ficam aparente os conhecimentos
implicitos (repertério) e a capacidade adaptativa dos estudantes em relagdo a uma
progressdo aritmética crescente (razdo = 3>0). A estratégia utilizada pelos estudantes
apresenta evidéncias de um raciocinio algébrico sofisticado, porém de natureza aritmética.
Esta natureza ¢ previsivel uma vez que estes estudantes nunca tiveram acesso a no¢ao
conceitual da PA. Todavia, as formas de representacdes do pensamento algébrico (precoce)
dos estudantes podem ser adaptadas para se aproximar e assumir gradualmente para as
formas convencionais da Algebra Elementar (CARRAHER; SCHILIEMANN, 2014) e

posteriormente direcionar para a estrutura de uma sequéncia algébrica.

Exemplo 1.4 — Duas respostas de estudantes que foram consideradas para efeito da analise
qualitativa do estudo, (ambos os exemplos sdo de estudantes do 5°ano), situagao-problema Q3)

Observe a sequéncia das figuras triangulares formada por bolinhas.

@
@ (A
@ o0 000
® 00 000 0000
o 00 000 0000 00000
1 6 10 15

3
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Seguindo essa mesma ordem, quantas bolinhas serdo necessarias para fazer 8* figura?

Resposta

Resposta: -
ESPAGO PARA USAR DE RASCUNHO

ESPACO PARA USAR DE RASCUNHO

AL

Fonte: Extratos dos protocolos de respostas

Analisando as estratégias dos estudantes investigados nesta situagdo-problema,
observamos que ambos identificam o comportamento de uma sequéncia recursiva como
um padrdo de acréscimo quanto ao numero de bolinhas utilizadas para se construir cada
uma das figuras (aumento de 2, 3, 4, 5...).

Os teoremas-em-acao dos estudantes acima analisados, evidenciam a existéncia de
um pensamento algébrico a partir de uma generalizagao aportada na presenca de elementos
caracterizadores € constitutivos da dlgebra®. O estudante I faz uso de uma estratégia mista,
representacdo iconica (figural) e numérica para encontrar a quantidade necessaria para se
formar a oitava figura triangular, enquanto o estudante II apresenta uma estratégia de
natureza operacional. Ambos, compreendem a lei de recorréncia como critério de formagao
e mantém um pensamento sequencial com caracteristicas e dominio de validade
inicialmente local (VERGNAUD, 1996), intuitivo e dedutivo para os estudantes I e II,
respectivamente.

Podemos pressupor que os estudantes analisados se encontram em estagio cognitivo
diferente, uma vez que o primeiro necessita de um suporte de natureza icOnica para
sustentar a estrutura operatoria e o estudante II apresenta um perfil totalmente numeérico.
Essa constatagdo comportamental pode estar relacionada com os estagios de

desenvolvimento 16gico de Piaget, o de operagoes concretas e operagoes formais.

% Elementos constitutivos da algebra (LINS e GIMENEZ, 2001) e Elementos caracterizadores da algebra
(FIORENTINI, 1993)
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Essas estratégias, ou seja, os teoremas-em-ag¢ao identificados a seguir (exemplo 1.3)
sdo justificaveis em seu contexto aritmético ao nivel cognitivo dos estudantes e se validam

no teorema por detras de cada acdo dos estudantes, conforme quadro 1.3.

Quadro 1.3 Teorema-em-a¢do, segundo os comportamentos observaveis dos estudantes

Soma do enésimo termo | Teorema por tras da Teorema-em-agao
da sequéncia acao
S, =21 6" —21
_ 7t —28
S, =28 8 —36
(n+1) S, =36
2 nln +
Sn=;1+2+3+....= 5 S, =S,+6 . 1
S, =S,+7 ) '
S, =8, +8 ) z 24

Fonte: Dados da pesquisa

Podemos observar que os esquemas utilizados pelos estudantes tém dupla acepgao.
Para esses estudantes sdo ferramentas que possibilitam a compreensdo e resolugdo da
situacdo-problema e para nos (pesquisadores) sdo uteis como suporte para rastrear a relagdo
entre o conhecimento implicito intuitivo e os conhecimentos que os estudantes conseguem
explicitar (VERGNAUD, 1996). Sejam eles acertados ou ndo, numérico ou iconico, em
linguagem materna ou outro tipo de linguagem permite compreender e estimar o nivel
cognitivo dos estudantes em relacdo as nogdes algébricas mediadas pelo campo aritmético.

Conforme observamos na analise, essa forma de raciocinar dos estudantes apresenta
uma filiacdo implicita entre as estruturas aritméticas e algébricas, seja na forma de registrar
seus esquemas ou numa ideia de continuidade (VERGNAUD, 1996). Essa relacao pode ser
resultado de uma relagdo direta com a metodologia de ensino do professor, com
desenvolvimento cognitivo dos estudantes, ou ainda o nivel de abstragdo em que se
encontram (no momento) e seus limites epistemologicos impostos pela algebra. Haja visto
que, a forma de representagcdo Semiotica e o uso de simbolos tém um significado particular
nos conceitos e nas notagdes criadas pelos estudantes (BRIZUELA, 2006). Sendo
necessario analisar preliminarmente suas estratégias de agdes para compreender seu
desenvolvimento cognitivo. Eles, os estudantes, criam seus sistemas de representacdo a

partir de um conjunto particular de notagcdes adequadas ao seu desenvolvimento cognitivo
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e, com isso, estabelecem seus proprios argumentos operatorios (KAPUT, 1995).

ALGUMAS CONSIDERACOES

Considerando o objetivo proposto de identificar e compreender a natureza das
estratégias apresentadas pelos estudantes dos 3° e 5° anos do Ensino Fundamental nos teoremas-
em-acao utilizados na resolugdo (ou tentativa) de trés situagdes-problemas e na relagdo destas com
os campos aritmético e algébrico, podemos conjecturas que: apos as analises dos resultados
gerados nas trés situagdes-problema, identificamos a existéncia de uma relacdo intrinseca
entre a aritmética e algebra, por assim dizer uma continuidade filial (VERGNAUD, 1996;
FALCAO, 2003) e ndo uma ruptura conforme posto nos manuais didaticos.

Conforme observamos na analise essa forma algébrica de raciocinar dos estudantes
¢ intuitiva, fruto de uma dedu¢do proveniente de suas experiéncias nos dominios da
aritmética, de suas estruturas generalizaveis e das relagdes intrinsecas entre os conceitos
aritméticos e algébricos. Por isto, ndo concordamos com a forma estanque que os dominios
da aritmética (atualmente) se apresentam no curriculo Ensino Fundamental para os anos
iniciais. Separar as estruturas aritméticas das algébricas tende a perpetuar uma ideia
equivocada e antiga em que primeiro se domina a aritmética para depois adentrar no
contexto da algebra (a partir do 7°ano). Logo, esperamos persuadir professores dos anos
iniciais do Ensino Fundamental a olhar para as estruturas aritmética além do meramente
observavel (nimeros) e ver relagdes algébricas coexistentes (fungdo e sequéncia algébrica).
Ademais, conjecturamos que as diretrizes curriculares da BNCC possam fazer este
ajuntamento entre estes dois campos do conhecimento matematico basico da Educacao: a
aritmética e a dlgebra.

Ressaltamos também que compete a cada professor fazer uma ponte ou ainda um
degrau mais baixo entre os dominios da aritmética e da algebra que possibilite aos
estudantes um salto epistemologico entre eles. Essa premissa encontra-se em conformidade
com as estratégias, os esquemas (registros), os teoremas que subjaz aos conhecimentos e
nas agOes identificados nos extratos dos protocolos de respostas dos estudantes.
Compreendemos que, ao identificarmos na resolug¢do (ou tentativa) de solucionar uma
situagdo didatica atipica, os estudantes se beneficiaram das estruturas aritméticas e

desenvolveram estratégias algébricas peculiares que valida a estreita ligacdo e filiagdo

91

ReviSeM, Ano 2023, N°. 1, p. 76 — 94



Porto, R. S. O.; Magina, S. M. P.

conceitual entre os campos aritméticos e algébricos.

Rememorando nosso questionamento se uma situagao aportar-se-a na Aritmética ou
Algebra, no contexto discutido em: ser par ou ser impar, podemos dizer que, sdo
equivalentes as expressdes de ser M (2) = 2n ou ~M (2) = 2n +1. O que difere é o
conhecimento de quem esta julgando essa relagdo. Logo separar a aritmética da algebra
consiste em uma negagdo da continuidade conceitual da algebra para com a aritmética e
num atraso epistemoldgico que precisa ser evitado nos processos de ensino da Educagdo
Basica. A concordancia com esta continuidade conceitual possibilita saltos epistemoldgicos
fundamentais para o ensino da algebra que possibilitardo a apropriacdo e progressao das
nogoes algébricas futuras nos estudantes desde os primeiros anos escolares. Haja visto que,
ao generalizar e/ou explicitar num viés algébrico uma sequéncia numérica, ao estabelecer
uma relagdo de equivaléncia e ainda ao estabelecer relagdes operacionais, mesmo sem saber,
os estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental estardo transitando entre os campos
da aritmética e da algebra. Esse movimento aliado a estratégias resolutivas podera dirimir
a distancia imposta pelos curriculos e possibilitar uma exploragdo entre os campos da a
aritmética e a algebra nos processos de formacdo dos conceitos algébricos a partir do 1°

ano do Ensino Fundamental.
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