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Resumo

No presente trabalho, obtemos caracterizagoes de espacos vetoriais de dimensao finita
que podem ser escritos como uniao finita ou enumeravel de subespagos préprios. Em
particular, deduzimos que espagos vetoriais de dimensao finita sobre corpos infinitos
(respectivamente nao enumeraveis) nao podem ser escritos como uniao finita (respecti-
vamente enumeravel) de subespagos proprios.

Palavras-Chave: Espacos vetoriais, Subespacos, Uniao de subespagos préprios.
Abstract

In the present work, we obtain characterizations of vector spaces of finite dimension
which can be written as finite union or enumerable union of proper subspaces. In par-
ticular, we deduce that vector spaces of finite dimension on infinite fields (respectively
non enumerable fields) can’t be written as finite union (respectively enumerable union)
of proper subspaces.

Keywords: Vector spaces, Subspaces, Union of proper subspaces.

1 Introducao

Mais comumente, verifica-se que a abordagem de espacos vetoriais encontrada na
literatura, principalmente a nivel de Graduacao, fica mais restrita a espacos vetoriais
reais e complexos, ou seja, espacos vetoriais sobre os corpos dos nimeros reais e dos
nimeros complexos, respectivamente. Sabendo que espacos vetoriais reais e complexos
nao triviais sao infinitos nao enumeraveis, também ficamos restritos a conhecer bem
mais sobre os espacos vetoriais infinitos e pouco costuma-se explorar acerca de espagos
vetoriais finitos.
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Por outro lado, deve-se recordar que um conhecido resultado de Algebra Linear
nos garante que espacos vetoriais reais e complexos de dimensao finita nao podem
ser escritos como uma unido finita de subespagos préprios (cf. Bueno [2], Hoffman e
Kunze [4] e Lima [6]), nos levando a questionar se este resultado continuaria vélido para
espacgos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo arbitrario e espagos vetoriais reais
e complexos de dimensao infinita.

Neste trabalho, apresentamos alguns exemplos e obtemos caracterizacoes para os
espacos vetoriais que admitem decomposicao como uniao finita de subespacos proprios.
Finalmente, caracterizamos os espacos vetoriais que admitem decomposi¢cao como uniao
enumeravel de subespacos proprios, concluindo que os espagos vetoriais de dimensao
finita sobre corpos nao enumeraveis nao podem ser escritos como uniao enumeravel
de subespacos préprios. Deve-se ainda ressaltar que as caracterizagoes anteriormente
mencionadas nao constam na literatura.

2 Preliminares

Nesta se¢ao, recordamos conceitos e notagoes necessarios a formalizagao das nocoes de
conjuntos finitos, infinitos, enumeraveis e nao enumeraveis, bem como espagos vetoriais
e transformacoes lineares, que serao essenciais ao longo do trabalho. Mais detalhes
sobre os referidos assuntos, podem ser conferidos em Lima [5], Bueno [2], Gongalves [3]
e Lima [6].

2.1 Conjuntos Finitos, Enumeraveis e Nao Enumeraveis

Inicialmente, revisitamos os conjuntos finitos, infinitos, enumeraveis e nao enumeraveis,
bem como notacoes e resultados relacionados a estes conceitos, cujas demonstragoes
encontram-se em Lima [5]. Para isso, adotamos a notagao I, = {k € N;1 < k < n}
que sera usada com frequéncia no trabalho.

Definicao 2.1. Dizemos que um conjunto X € finito se for vazio ou existe uma bijecao
¢ : I, = X para algum n € N, onde n corresponde ao niumero de elementos (ou
cardinalidade) para conjuntos nao vazios.

Exemplo 2.2. O conjunto I, = {1,2,...,n} é finito, visto que a fungdo ¢ : I,, — I,
dada por ¢(x) = z, define uma bijegao.

Na sequéncia, apresentamos um interessante resultado relacionado aos conjuntos
finitos.
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Proposicao 2.3. Sejam X e Y conjuntos nao vazios e ¢ : X — Y wuma bijecao,
entdo X € finito com n elementos se, e somente se, Y € finito com n elementos.

Apresentamos a seguir uma propriedade de subconjuntos de conjuntos finitos.
Proposicao 2.4. Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

Dando continuidade, apresentamos um resultado que trata sobre a cardinalidade da
uniao disjunta de conjuntos.

Proposicao 2.5. Dados X e Y conjuntos finitos disjuntos com m e n elementos,
respectivamente, entdo o conjunto X UY € finito com m + n elementos.

Como aplicacao da Proposicao 2.5, decorre um resultado sobre a cardinalidade de
produtos cartesianos.

Corolario 2.6. Dados X1, Xo, ..., Xy conjuntos finitos com my, ma, ..., my elementos,
respectivamente, entao o produto cartesiano X; X Xg X --- X Xi € um conjunto finito
que possui myms - - - my elementos.

Na sequeéncia, definimos conjunto infinito e enunciamos alguns exemplos.
Definicao 2.7. Dizemos que um conjunto X € infinito se nao for finito.
Exemplo 2.8. O conjuntos dos nimeros naturais N ¢ infinito.

Suponha por absurdo que N é conjunto finito, entao existe uma bijecao ¢ : I,, = N,
que em particular serd injetiva e sobrejetiva. Nessas condicoes, vamos denotar

m = max{¢(1),9(2),...,¢(n)},

implicando que ¢(k) < m+1 para todo k € I,,, contrariando o fato de ¢ ser sobrejetiva.

Combinando o Exemplo 2.8 com a Proposicao 2.4, conclui-se que todo conjunto que
possui os naturais como subconjunto é um conjunto infinito. Em particular, obtemos
os proximos exemplos.

Exemplo 2.9. Os conjuntos dos niimeros inteiros 7Z, racionais QQ, reais R e complexos
C sao infinitos.

Dando prosseguimento, recordamos o conceito de conjuntos enumeraveis seguida de
exemplos.

Definicao 2.10. Dizemos que um conjunto X € enumerdvel se for finito ou se existir
uma bijecao p : N — X.
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Exemplo 2.11. Os conjuntos dos nimeros naturais N e dos nimeros inteiros Z sao
enumeraveis.

Nesse momento, enunciamos um resultado que nos traz uma propriedade referente
a conjuntos enumeraveis nao vazios.

Proposicao 2.12. Sejam X e Y conjuntos nao vazios e ¢ : X — Y uma bijecao.
Entdo X serd enumerdvel, se e somente se, Y for enumerdvel.

No proximo resultado, apresentamos uma propriedade referente a subconjuntos de
conjuntos enumeraveis.

Proposicao 2.13. Todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.
Como consequéncia da Proposicao 2.13, obtemos os seguintes resultados:

Corolario 2.14. Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios e p: X — Y uma fungao,
entdo valem as afirmacaoes:

(a) Se ¢ € injetiva e Y € enumerdvel, entao X € enumerdvel.
(b) Se ¢ € sobrejetiva e X € enumerdvel, entao Y € enumerdvel.

Corolario 2.15. Dados X e Y conjuntos enumerdveis, entao o produto cartesiano
X XY é enumerdvel.

Usando os Corolarios 2.14 e 2.15, podemos justificar mais um exemplo de conjunto
enumeravel.

Exemplo 2.16. O conjuntos dos niimeros racionais @QQ é um conjunto enumeravel.

Encerramos esta subsecao, definindo conjuntos nao enumeraveis e apresentando dois
exemplos.

Definigao 2.17. Dizemos que um conjunto X € nao enumerdvel se nao for enumerdvel.

Exemplo 2.18. Os conjuntos dos ntimeros reais R e dos nimeros complexos C sao nao
enumeraveis.

2.2 Espacos Vetoriais e Transformacoes Lineares

Nesta subsecao, fazemos uma breve abordagem sobre espacos vetoriais e transformacgoes
lineares para fixar notagoes e terminologia que serao usadas no restante do trabalho,
bem como para apresentar resultados preliminares, cujas demonstracoes encontram-se
em Bueno [2] e Lima [6]. Inicialmente, recordamos a defini¢do de uma importante
estrutura algébrica no estudo dos espacos vetoriais, chamada de corpo.
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Definicao 2.19. Dizemos que um corpo € um conjunto nao vazio K munido de duas
operacoes, chamadas de soma e produto

+:KxK—K(soma) e -:KxK—K (produto)

que satisfazem, para quaisquer elementos a,b,c € K, as sequintes propriedades:
) (a+b)+c=a+ (b+c);

b) Existe 0 € K, tal que a4+ 0 =0+ a;

c) Eziste —a € K, tal que a + (—a) = (—a) + a = 0;

(a

(b)

()

(d)a+b=b+aq;

(&) (ab)-c=a-(b- )
(fYa-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-¢

(g) Ezxiste 1 € K— {0}, tal quea-1=1-a = a;
(hya-b="b-a;

(i) Se a #0, entdo existe a™* € K tal que a-a™' =a ' -a=1.

Destacamos a seguir alguns exemplos de corpos que podem ser encontrados em
Gongalves [3].

Exemplo 2.20. Os conjuntos numéricos Q (nimeros racionais), R (nimeros reais) e C
(nimeros complexos) munidos com suas respectivas operagoes usuais de soma e produto
SA0 COTpos.

Exemplo 2.21. Sendo p € N um nimero primo, entao o conjunto

Qvp) ={a+byp eR;a,beQ}
munido com a soma e o produto usuais de nimeros reais ¢ um corpo.

Exemplo 2.22. Sendo p € N um niimero primo, entao o conjunto Z, = {0,1,...,p — 1}
das classes de equivaléncia modulo p, munido com a soma @ e o produto ® usuais, de-
finidos por

TRy =x+Yy e TOY =T Y,
constitui um corpo.

Diante da definicao de corpo, podemos introduzir a definicao de espaco vetorial
sobre um corpo.
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Definicao 2.23. Dizemos que um espaco vetorial X sobre um corpo K é um conjunto
nao vazio munido de duas operacoes, chamadas de soma e produto por escalar
+: X x X — X (somadevetores) e -:Kx X — X (produto por escalar)

que satisfazem, para quaisquer vetores x,y,z € X e o, B, € K, as propriedades:
Al) (+y)+z=2+(y+2);

(

(A2) Eziste 0 € X (vetor nulo), tal que x +0 = 0 + x;
(A3) Eziste —x € X, tal que v + (—z) = (—z) + x = 0;
(Ad)z+y=y+ux;

(A5) 1.z =ux;

(A6) o+ (8- 2) = (af) - @

(AT) X-(z+y) =X x+)\ Y;

(A8) (a+pB)- z=a-z+ (.

Observacao 2.24. Por simplicidade, passaremos a omitir o simbolo - na indicagao do
produto por escalar.

Na sequéncia, apresentamos alguns exemplos de espagos vetoriais bem conhecidos
na literatura.

Exemplo 2.25. Sejam (K, +, ) um corpo e m € N arbitrario, entdo o conjunto
K™ ={(z1,29,...,2m);x; € Kei € I,}

é um espaco vetorial munido com as seguintes operacoes:
(1) (@1, 22, ) + (Y1, Y2, Ym) = (X1 + Y1, T2 + Y2, - -+, T + Ym);
(2) M1, T2, -, Tm) = (Ax1, Aoy .., AT).

Observagao 2.26. Por simplicidade, usamos no Exemplo 2.25 a mesma notacao para as
operacoes de K e K™,

Exemplo 2.27. Sejam (K,+,:) um corpo e m € N arbitrdrio, entdo o conjunto de
polinoémios, definido por

K[zl ={ag+ a1+ +apx™;a; € Keie I, U{0}}.

¢ um espaco vetorial munido com as operacoes:
(1) (ap+ar+- - -+anz™)+(bo+b1+- - -+bpax™) := (ag+bo)+ (a1 +b1)x - - 4 (A +by )™
(2) Mag +ay + - + apx™) := (Aag) + (Aay) + -+ + (Aay,)x™.
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Exemplo 2.28. Sejam A um conjunto nao-vazio e (K, +, -) um corpo, entao o conjunto
de funcoes, definido por

F(A)={f:A—K;fé uma funcao}
¢ um espaco vetorial munido com as operacoes:

(1) (f + 9)(@) = f(x) + g(2);
(2) A)(@) = Af(x).

Agora definimos subconjuntos linearmente independentes e dependentes de um espaco
vetorial.

Definicao 2.29. Dizemos que um subconjunto S de um espaco vetorial X ¢é linearmente
dependente se existem xi,Xs,...,T, € S e escalares A\, Ag, ..., N\, € K nao todos nulos,
tais que \yxy + Xoxo+ -+ -+ A\, = 0. Caso contrdrio, dizemos que S € um subconjunto
linearmente independente.

Apresentamos a seguir a nocao de conjunto de geradores de um espaco vetorial.

Definicao 2.30. Dizemos que um subconjunto S de um espago vetorial X €é conjunto
de geradores de X se todo elemento x € X pode ser escrito na forma

r=Mxy+ Ao+ - + Az,
onde T1,Ta,...,x, €5 € A, Aa, ..., N\ € K.

Diante dos conceitos anteriormente enunciados, podemos definir uma base de um
espaco vetorial.

Definicao 2.31. Dizemos que um subconjunto [ de um espaco vetorial X € uma base
de X se 8 € um conjunto de geradores linearmente independente.

Enunciamos a seguir um conhecido resultado que fundamenta a nocao de dimensao
de um espaco vetorial.

Proposicao 2.32. Se um espago vetorial X admite uma base = {x1,xs,...,2,} com
n elementos, entao toda base de X possui n elementos.

De posse da proposi¢ao anterior, estamos em condigoes de introduzir o conceito de
dimensao de um espacgo vetorial.

Definicao 2.33. Dizemos que um espago vetorial X possui dimensao finita n € N
quando admite uma base finita B = {x1, 9, ..., x,}. Ademais, dizemos que um espago
vetorial X = {0} possui dimensdo zero.
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Na sequéncia, trazemos defini¢oes e resultados sobre subespago vetorial de um espaco
vetorial.

Definicao 2.34. Dizemos que um subconjunto nao vazio Y de um espaco vetorial X
€ um subespaco vetorial se Y munido com as mesmas operacoes de X € também um
espaco vetorial.

Definicao 2.35. Dizemos que um subespaco vetorial Y de um espaco vetorial X €
proprio quando Y estd contido propriamente em X.

Dando prosseguimento, abordamos aqui um tipo particular de aplicagao entre dois
espacos vetoriais que preserva a estrutura linear, conhecida como transformacao linear
(ou aplicagdo linear), conforme definido a seguir.

Definicao 2.36. Dados espacos vetoriais X e Y, entao uma aplicacio T : X —'Y é
dita ser uma transformacao linear se satisfaz

T+ y) =T(z)+ \T(y),
para todos x,y € X e A € K.

Dois importantes conjuntos relacionados ao dominio e ao contradominio de uma
transformacao linear encontram-se definidos a seguir.

Definicao 2.37. Dada uma transformagao linear T : X —'Y , dizemos que:
(a) O conjunto Ker(T) = {x € X;T(z) =0} € o nicleo de T}
(b) O congunto Im(T) ={ye€Y;y=T(x) comxz € X} é a imagem de T.
Antes do ultimo resultado da secao, introduzimos mais uma definicao.

Definicao 2.38. Uma transformacao linear T : X — Y ¢é chamada de isomorfismo,
quando € injetiva e sobrejetiva, simultaneamente.

Para finalizar esta secao, apresentamos um resultado que fornece uma conhecida
caracterizagao para espagos vetoriais de dimensao finita.

Proposicao 2.39. Todo espaco vetorial X # {0} de dimensao finita sobre um corpo
K € isomorfo a K™ para algum m € N.

3 Resultados Principais

Nesta tltima secao, apresentamos os resultados principais do trabalho que buscam
caracterizar os espacos vetoriais que podem ser decompostos como uniao finita ou uniao
enumeravel de subespagos préprios, mostrando que a existéncia das referidas decom-
posicoes em um espaco vetorial de dimensao finita estd diretamente relacionada a sua
cardinalidade.
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Inicialmente, apresentamos dois exemplos de espacos vetoriais que correspondem a
casos particulares do Exemplo 2.25 e podem ser decompostos como uniao de subespagos
proprios.

Exemplo 3.1. O produto cartesiano Zs X Zy munido com suas operagoes de soma e
produto usuais é um espaco vetorial sobre Z,. Sendo assim, tem-se que

ZQ X ZQ :X1UX2UX3,
onde X; = {(676)7 (6’ T)}u Xy = {(67 6)7(T>6)} e X3 = {(Ga 6)7 (T,T)} sao subespagos
proprios de Zg X Zs.

Exemplo 3.2. O produto cartesiano Zs X Zz munido com suas operagoes de soma e
produto usuais é um espaco vetorial sobre Zs. Dessa forma, observa-se que

ZgXZ3:X1UX2UX3UX4,

(0,1),(0,2)}, Xy = {(0,0),(1,0),(2,0)}, X5 = {(0,0), (1, 1), (2,2)}

onde X; = {(0,0),
1,2),(2,1)} sao subespagos préprios de Zsz x Zs.

e Xy = {(676)7( )

Nesse momento, vamos definir um importante subconjunto para espacos vetoriais
nao triviais que estard presente em alguns resultados.

Definicao 3.3. Sejam X um espaco vetorial nao trivial sobre um corpo K, x € X e
y € X — {0} vetores distintos, entdo definimos o subconjunto Cyy := {x + Ay; A € K}.

Antecedendo os resultados principais, enunciamos um lema que serd bastante util
na demonstracao dos resultados supracitados.

Lema 3.4. Dados um espaco vetorial X nao trivial sobre um corpo K e vetores distintos
reX eye X —{0}, valem as afirmacoes:

a) A aplicacao ¢ : K — C,, dada por p(t) = x + ty € uma bijecdo.

(a) picagao o y por ¢ Y je¢

b) O corpo K € finito (resp. enumerdvel), se e somente se, o conjunto C,, € finito
y

(resp. enumerdvel).

Demonstracao. Faremos a demonstracao de cada item separadamente:

a) Dados t1,t, € K arbitrérios, observa-se que
(a) Dados 1, ¢, € K arbitrérios, ob q
(p(t1> = gO(tz) = T+ tl’y =x+ to = (tl — tg)y = O,

dai concluimos que t; = 5, garantindo que ¢ ¢é injetiva. Por outro lado, dado z € C,,,
existe A € K, tal que

z=x 4+ \y,

implicando que ¢(\) = z e garantindo que ¢ é sobrejetiva.
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(b) Finalmente, observa-se que o item (b) decorre diretamente do item (a) combinado
com as Proposicoes 2.3 e 2.12. 0

Nosso primeiro teorema apresenta importantes informagoes sobre espagos vetoriais
que podem ser decompostos como uniao finita de subespagos proprios.

Teorema 3.5. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K que pode ser decomposto
como uma uniao finita de n subespacos proprios, entao K € um corpo finito que possui
cardinalidade menor que n. Em particular, valem as sequintes afirmacoes:

(a) X ndo pode ser escrito como uniao de dois subespagos proprios.
(b) Espagos vetoriais sobre corpos infinitos nao podem ser escritos como uniao finita
de subespacos proprios.

Demonstragao. Inicialmente, vamos admitir que X pode ser decomposto como uniao
de n subespacos proprios, entao escrevemos

X =|JX;. (3.1)
k=1
onde X1, X, ..., X, sao subespacos proprios de X. Nessas condicoes, existem
IEXZ—UXk e yGXj— UXk’ (32)
k=1 k=1
ki k+#j

para indices i, j € [,, distintos.
Nesse momento, vamos supor por absurdo que o subconjunto, definido por

Coy = {z+ My; A € K}

nao possui cardinalidade inferior a n. Lembrando que C,, C X, podemos escrever

Cay = X NCoy = | J Xk N Csy, (3.3)

k=1

onde usamos a decomposicao (3.1).
Decorre das relagoes constantes em (3.2) que z ¢ X; e y € X, portanto

T+ Ay € X

para todo A € K. Dessa maneira, tem-se que X; NC,, = ) e assim

n

Coy = [ Xk N Cay
k=1
k]

onde usamos a igualdade (3.3).

ReviSeM, Ano 2023, N°. 2, 20-33 29



Silva Filho, Juca

Como estamos supondo que o conjunto C,, nao possui cardinalidade inferior a n,
podemos afirmar que existe um indice [ € I, tal que

X;NCyy
possui mais de um vetor. Dados u,v € X; NC,, distintos, tem-se que
u=xz+ay e v=ux+ Py,

onde «, f € K sao elementos distintos.
Por outro lado, verifica-se diretamente que

(@=B) " (u—v)=y e X
entdo a segunda relacao de (3.2) implica que X; = X; e u,v € Xj, consequentemente
r=u—oy € Xj,

que contraria a primeira relagado de (3.2) e permite concluir que a cardinalidade do
conjunto C,, é menor que n.

Usando a Proposicao 2.3 e o Lema 3.4, podemos afirmar que os conjuntos K e C,,
sao finitos com cardinalidade satisfazendo

K| = |Csy| < n, (3.4)

visto que no pardgrafo anterior constatamos que C,, tem cardinalidade inferior a n.
Sabendo que qualquer corpo possui pelo menos dois elementos (cf. Definigao 2.19),
entdo n > 2 e a decomposicao (3.1) deve possuir mais que dois subespagos vetoriais,
confirmando o item (a). Por fim, basta observar que o item (b) é uma consequéncia
imediata da relagao (3.4) anteriormente obtida. O

Como aplicacao imediata do Teorema 3.5, apresentamos um conhecido resultado ja
mencionado na introdugao (cf. Bueno [2], Hoffman e Kunze [4] ou Lima [6]).

Corolario 3.6. Espacos vetoriais reais e complexos nao podem ser escritos como uniao
finita de subespacgos proprios.

Demonstragao. Sabendo que R e C sdo corpos infinitos (cf. Exemplo 2.9 e 2.20), entao
o resultado decorre diretamente do segundo item do Teorema 3.5. [

Na sequéncia, caracterizamos os espagos vetoriais de dimensao finita que podem ser
escritos como uniao finita de subespagos préprios.
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Corolario 3.7. Se X é um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K e
pode ser decomposto como unido de n subespacos proprios, entdo X € finito e sua
cardinalidade satisfaz

4 < |X| < (n—1)dmX),

Demonstracao. Sabendo que X possui dimensao finita, entao existe uma base

B - {I’l,l'g, s 7$m}7
onde m denota a dimensao de X. Como X admite subespaco proprio, obviamente
m=dimX > 1, (3.5)

visto que espagos vetoriais de dimensao um admitem apenas subespacos vetoriais trivi-
ais.

Decorre do Teorema 3.5 que K é um corpo finito, entao segue do Corolario 2.6 que
K™ ¢ finito com cardinalidade

K™ = [K[™,

enquanto as Proposicoes 2.3 e 2.39 garantem que X e K™ possuem mesma cardinalidade,
consequentemente,

4 < |X‘ — |K‘dim(X) < (TL . 1>dim(X)’
onde usamos o Teorema 3.5 junto com (3.5). O

Corolario 3.8. Seja X um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K com
caracteristica char(K) = p. Suponha que X pode ser decomposto como uniao finita de
n subespacos proprios, entao X € finito e sua cardinalidade assume a forma

|X| — prdim(X)7
onde r € N satisfaz a desigualdade p" < n — 1.

Demonstragao. Aplica-se o Teorema 3.5 junto com a Proposi¢ao 2.39 e o Corolario 9.1.3
de Roman [7]. O

O nosso segundo teorema apresenta uma caracterizacao de espagos vetoriais que
podem ser escritos como uniao enumeravel de subespagos proprios.

Teorema 3.9. Seja X espaco vetorial sobre um corpo K que pode ser decomposto como
uma uniao enumerdvel de subespacos proprios, entao valem as afirmagoes:

a) K € um corpo enumerduvel.
)4
b) Se X possut dimensao mta, entao X enumerduvel.
p
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Demonstracao. Primeiramente, vamos admitir que X pode ser decomposto como uniao

enumeravel de subespacos proprios, entao X € finito ou escrevemos

X = GXk,
k=1

(3.6)

onde X} é um subespaco préprio de X para cada k£ € N. Diante do exposto, existem

o0 o0
reX;—JXi e yeX;-|JXi
k=1 k=1
ki k#j
para dois indices i, 5 € N distintos.
Nessas condicoes, supomos por absurdo que o subconjunto

Coy = {x + My; A € K}
¢ nao enumeravel. Lembrando que C,, C X, podemos escrever
Coy = X NCoy = [ JXiNCay,
k=1

onde usamos a decomposicao (3.6).
Decorre das relacoes constantes em (3.7) que x & X; e y € X, logo

T+ Ay &€ X

para todo A € K. Dessa forma, inferimos que X; NC,, = 0 e assim
[o.¢]
Coy = [ Xk N Cay
k=1
-y

onde usamos a igualdade (3.8).

(3.7)

(3.8)

Como a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel (cf. Lima [5]),

podemos afirmar que existe um indice [ € N, tal que
XN Cqy
¢ nao enumeravel. Dados u,v € X; N C,, distintos, escreve-se
u=x+ay e v=ux+ Py,
com o, €Kea#p.
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Em contrapartida, observa-se que
(a=B)u—v) =y € X,
entdo a segunda relacao de (3.7) implica que X; = X; e u,v € Xj, consequentemente
r=u—ay € Xj,

que contradiz a primeira relacdo em (3.7) e nos permite afirmar que C,, é enumerével,
implicando pelo Lema 3.4 que K é enumeravel e confirmando o item (a).

Supondo que X possui dimensao finita, segue diretamente da Proposicao 2.39 e do
item (a) que X ¢é enumeravel, concluindo o item (b) e a demonstracao do resultado em
questao. ]

Finalmente, obtemos uma generalizacao do Corolario 3.6 que decorre diretamente
do Teorema 3.9.

Corolario 3.10. Espacos vetoriais reais e complexos nao podem ser escritos como
uniao enumerdvel de subespacos proprios.

Demonstra¢ao. Como R e C sao corpos nao enumeraveis (cf. Exemplos 2.18 e 2.20),
basta aplicar diretamente o Teorema 3.9 para obter o resultado. O
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