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Resumo

O objetivo principal deste artigo ¢ estudar a seguinte questdo: existem func¢des reais com valores
reais, para as quais o estudo da existéncia, ou ndo, do limite finito em um ponto so6 é possivel pela
utilizagao da defini¢do formal de limite? Para isso, primeiramente delimitamos o campo conceitual
envolvido na construgdo do conceito de limite de fungdo em um ponto, conforme Vergnaud, com
intuito de elaborar situagdes para trabalhar com nossa questdo. Em seguida, propomos trés
atividades, cujas analises, tanto didaticas quanto teodricas, ilustram a importancia da definigdo
formal como ferramenta pertinente para a abordagem dessas atividades. Além disso, o trabalho
matematico apresentado visa contribuir para o aprofundamento do pensamento funcional, que ¢é
fundamental para a analise matematica em geral. Trazemos também discussdes e consideragdes
didaticas, e algumas observacdes sobre o ensino e a aprendizagem, relacionadas a defini¢cao formal
de limite, inclusive dos principais conceitos envolvidos nesta defini¢do. Sendo, assim, uma
oportunidade para os estudantes aplicarem esta defini¢do em situacdes em que ndo podera utilizar
as propriedades sobre os limites. Permitindo, com isso, que eles ampliem a compreensdo deste
conceito, conforme propde Vergnaud.

Palavras-chave: Fungdes reais, Limite, Defini¢do formal de limite, Epsilon e delta, Curso de
Matematica.

Abstract

The main objective of this article is to study the following question: are there real-valued real
functions, for which the study of the existence or not of the finite limit at a point is not possible,
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than using the formal definition of limit? For this, we first delimit the conceptual field involved in
the construction of the concept of the limit of a function at a point, according to Vergnaud, in order
to elaborate situations to work on our question. Next, we propose three activities whose analyses,
both didactic and theoretical; illustrate the importance of the formal definition, as a relevant tool
for approaching these activities. In addition, the mathematical work presented here aims to
contribute to the deepening of functional thought, fundamental for mathematical analysis in general.
We also provide didactic discussions and considerations, and some observations on teaching and
learning, related to the formal definition of the limit, including the main concepts involved in this
definition. The analyses of the activities have shown that it is possible to elaborate situations to
mobilize the formal definition of the limit, to approach the concept of limit of certain functions,
which appear in the manuals. As a result, it is an opportunity for students to apply this definition in
situations where they cannot use the usual properties and techniques on limits. This allows them to
broaden the understanding of this concept, as proposed by Vergnaud.

Keywords: Real functions, Formal definition of the limit, Finite Limit, Epsilon and delta,
Mathematical course.

INTRODUCAO

Desde os trabalhos de Newton e Leibniz, o conceito de limite passou por varias
etapas, cheias de obstaculos e polémicas, durante seu desenvolvimento antes da primeira
defini¢do proposta por Cauchy. Ele tinha como objetivo estudar a continuidade, que era
uma das preocupagdes dos matematicos do século XVIII e inicio do século XIX. Essa
definicdio seminal de Cauchy, qualificada de “metafisica”, foi adequadamente
matematizada com Weierstrass e posteriormente formalizada usando a notagdo de valor
absoluto com Jordan (RACHIDI, FREITAS e MONGELLI, 2020). Resultando, assim, na
definicdo de limite de fung¢do que ¢ encontrada atualmente proposta no ensino, com uso de
épsilon e delta, de inequagdes e modulos, usualmente denominada de defini¢do formal.

Essa defini¢do formal com épsilon e delta ¢ apresentada na introdugao do conceito
de limite de uma fungdo real, em geral, apos a discussdo de uma defini¢do intuitiva desse
conceito. Todavia, mesmo sendo trabalhada em conjunto com nog¢des mais intuitivas, a
definicdo formal ¢ considerada de dificil compreensdo para os estudantes.

Neste sentido, diversos estudos trazem que essas duas defini¢des, tanto a formal
como a intuitiva, envolvem aspectos considerados complexos para os estudantes, e que a
passagem de uma linguagem intuitiva para o uso formal da defini¢do utilizando épsilon e
delta ndo ¢ tarefa simples, evidenciando, por exemplo, que existe uma “distancia” entre o
que ¢ trabalhado na defini¢do intuitiva com o que € utilizado na defini¢ao formal, utilizando
épsilon e delta (CORNU, 1983). Esses resultados sdo utilizados em estudos que buscam

minimizar esse problema, como, por exemplo, em pesquisas sobre elaboragao e aplicacio
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de sequéncias didaticas para trabalhar com a introdu¢do do conceito de limite de uma
funcdo real (LECORRE, 2016; BURIGATO, RACHIDI, 2021; ZUCHI, 2013). O objetivo
geralmente ¢ a aprendizagem desse conceito e, assim, a compreensao e mobilizagdo dessas
definic¢des, intuitiva e formal. Todavia, existem também argumentacdes de que o uso da
definicdo formal com épsilon e delta fica restrito somente a provas das propriedades
operatdrias, e/ou de teoremas, que serdo utilizados para calcular os limites (FERNANDES,
2015; IREM, 2017).

Este fato também ¢ observado em outros paises em que o ensino de limite ¢ iniciado
pelas sequéncias e somente apds € que sdo introduzidos os casos de limites com as fungdes.
Na Franga, por exemplo, que segue esse modelo, ¢ comum o uso de uma propriedade
classica, que caracteriza a existéncia de limites, considerando as sequéncias de nimeros
reais (IREM, 2017). Isso, de certa forma, influencia 0 modo como a definigdo formal ¢
utilizada para aprofundamento desse conceito nas atividades que envolvem o limite de uma
fun¢do. Esse fato foi confirmado por pesquisadores franceses da comissao do Instituto de
Pesquisa em Matematica (IREM) em 2017 ao analisarem os programas, livros didaticos e
notas de aulas produzidas por alguns professores das universidades. Segundo eles as
atividades propostas para estudo dos limites:

[...] se reduzem a simplesmente solicitar os "calculos" de limites sobre fungdes
explicitas usando regras algébricas. Raramente os exercicios sdo sobre fungdes
gerais requerendo a utilizagao da defini¢do em (g; d). [...]

Todas as obras dos cursos estudados insistem na definigdo formal, embora os
enunciados dos exercicios evidenciem que o predominio ¢ do calculo, utilizando
a algebra dos limites sobre fungdes majoritariamente explicitas, esse ¢ o objetivo
principal e ndo o raciocinio e a escrita formal de provas. As provas sdo, no
entanto, escritas e detalhadas na apresentacgao de propriedades. Raramente ¢ dada

alguma motivacdo para este trabalho matematico formal ou computacional.
(IREM, 2017, p. 42-43, Tradugao nossa).

Os autores evidenciam que hd uma preocupagdo em relacao ao trabalho mais formal
da definicao de limite de uma funcao real em termos de épsilon e delta, mas ficando seu
uso restrito mais as demonstragdes das propriedades sobre os limites, juntamente com as
regras algébricas.

Neste aspecto nos reportamos a Vergnaud (1990), segundo ele a apresentagdo da
definigdo de um conceito nio é suficiente para que o aluno a compreenda. E por meio das
situacdes que o estudante precisa lidar ao longo do ensino que um conceito adquire sentido

para ele, sendo que “[...] toda situagdo complexa pode ser analisada como uma combinagao

23

ReviSeM, Ano 2023, N°. 3, p. 21 — 45



Burigato, S. M. M. S.; Rachidi, M.

de tarefas, cuja natureza e dificuldade proprias ¢ importante conhecer.” (VERGNAUD,
1990, p. 146, tradugdo nossa). No estudo e analise das situa¢des para aprendizagem de um
conceito a teoria dos campos conceituais (TCC) de Vergnaud se preocupa com os conceitos
envolvidos nas situagdes, pois ndo se pode investigar o ensino e a aprendizagem de um
conceito de modo isolado, ele sempre esta inserido em um campo conceitual. Ou seja, seu
estudo envolve diversos outros conceitos que fazem parte da sua construgdo. Por exemplo,
as situacdes para aprendizagem da defini¢do formal de limite com épsilon e delta envolvem
o conjunto dos numeros reais, as fungdes, entre outros. A experiéncia em situagdes variadas
¢ fundamental para o que esse tedrico chama de conceitualizagao.

Neste aspecto, consideramos importante essa diversidade de situagdes para o
trabalho com estudantes dos Cursos de Matematica, licenciatura ou bacharelado, em que
esses conceitos serdo mobilizados ao longo do curso. Concordamos com Artigue (1995)
quando argumenta que muitas situagdes que dao sentido aos conceitos de funcdo e de
nimeros reais so sao possiveis no estudo com os limites, pelos estudantes.

Essas discussdes nos suscitaram as seguintes questdes: Apds apresentacdo da
definicdo de limite finito de uma funcdo, com épsilon e delta, quais atividades sdo utilizadas
para exemplificar o seu uso? Quais conceitos estdo envolvidos nessas situagdes?
Trabalhamos com a hipdtese de que € possivel elaborar situacdes em que a defini¢ao formal
de limite finito de uma fun¢do em um ponto seja a ferramenta fundamental e pertinente
para sua resolucao.

Neste artigo apresentamos o estudo realizado que nos permitiu validar nossa
hipotese. Organizamos este texto do seguinte modo: primeiramente apresentamos nossas
escolhas tedricas e metodoldgicas de pesquisa; e, para situar o contexto da nossa
problematica, faremos um breve estudo sobre a apresentagdo e utilizagdo da definigdo
formal de limite finito de uma fung¢do em um ponto em alguns livros didaticos indicados
para estudantes de cursos de Matematica. Em seguida apresentamos alguns modelos de
situagdes que elaboramos utilizando algumas fungdes identificadas nos livros didaticos,
sendo que algumas foram adaptadas ou modificadas do texto original. Além disso, para
cada situagdo, propomos uma resolucdo e algumas consideragdes didaticas do campo
conceitual envolvido. Ao final, tecemos nossas conclusdes e algumas perspectivas sobre o

tema discutido.
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REFERENCIAL TEORICO E METODOLOGICO
Neste topico apresentamos a teoria dos campos conceituais de Vergnaud (1990) que

subsidiou nossos estudos, bem como, nossos encaminhamentos metodolédgicos.

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC)

Para Vergnaud (1990) ndo podemos limitar o ensino de um conceito a apresentagao
da sua definicdo se estamos interessados na sua aprendizagem. E por meio das situagdes
que o estudante precisa lidar que um conceito pode adquirir sentido para ele. Sendo que,
cada situacdo envolve algum aspecto relacionado a compreensao do conceito, além do fato
de envolver diversos outros conceitos que estdo imbricados no processo de constru¢ao do
conceito, objeto do ensino. E por causa disso que Vergnaud trata de campos conceituais
quando se reporta ao ensino de um conceito visando a sua aprendizagem.

Deste modo, quando consideramos a defini¢do formal de limite finito de fung¢do real
em um ponto (DFL) precisamos analisar também outros conceitos, como o de nimeros
reais € o de fungdes. Em particular destacamos esses dois conceitos, pois além deles
fazerem parte da constru¢do do conceito de limite de fun¢ao (ARTIGUE, 1995; RACHIDI,
FREITAS E MONGELLLI, 2020), alguns aspectos importantes da constru¢ao do conjunto
dos numeros reais e de funcdo s6 sdo vivenciados pelos estudantes quando a DFL ¢
apresentada a eles. Ou seja, nesta introdug@o estamos tanto trabalhando com a construgdo
de um novo conceito, como também estamos lidando com aspectos nunca vivenciados
pelos estudantes. Por exemplo, quando aparece a expressao “Dado um ¢ > () estamos nos
reportando a um ntimero real positivo, tdo pequeno quando se queira que sera o “tamanho”
de um dado intervalo aberto dos conjuntos dos nimeros reais que deve se relacionar a outro
intervalo com as mesmas caracteristicas. Situagdes que envolvem nlimeros reais, com essas
especificagdes ndo sdo trabalhadas na educacao basica.

Ha situagdes que nunca encontramos antes e¢ a partir delas fazemos uma
transposi¢ao, uma filiacdo, uma analogia, uma associagdo, etc. As filiagdes
existem. Nao existiria desenvolvimento se ndo houvesse filiagdes, se nao
pudéssemos nos apoiar nos conhecimentos anteriores. Mas, a0 mesmo tempo,
esses conhecimentos e essas competéncias anteriores podem constituir um
obstaculo aos novos conhecimentos. Porque ndo somente sdo pontos de apoio,
mas também sdo maneiras de ver as coisas estruturadas e contra as quais temos
de lutar para poder admitir coisas novas. [...] os conhecimentos anteriores sao
tanto ponto de apoio como um obstaculo. Eis de onde vem a ruptura, ou a ideia

de ruptura: por vezes temos de rejeitar, ou melhor, tomar distancia em relagao a
esses conhecimentos anteriores a fim de poder adquirir novos conhecimentos.
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(VERGNAUD, 2015, p. 19).

Neste aspecto, € importante oportunizar situagcdes em que o aluno precise lidar com
as especificidades dos conceitos envolvidos na DFL para que ele consiga avancar nesse
processo de conceitualizagdo. Vergnaud (1990) considera um conceito como uma triade
envolvendo: um conjunto de situagdes que dao sentido ao conceito, objeto de ensino; um
conjunto de invariantes operatorios, que sao os conhecimentos que devem ser mobilizados
para lidar com as situagdes; e um conjunto de formas linguisticas ou ndo, que ird permitir
representar simbolicamente os dois conjuntos anteriores. Em nossa pesquisa buscamos
elaborar situagdes envolvendo a DFL considerando essa triade de conjuntos, sendo que
para isso, primeiramente delimitamos o campo conceitual em que iriamos elaborar essas

atividades. A seguir, apresentamos como encaminhamos nossos estudos.

Encaminhamentos metodologicos

Nossa investigacao teve como objetivo propor situagdes para o ensino do conceito
de limite finito de fungdo em um ponto, em particular atividades para o estudo da DFL.
Para isso, fizemos um estudo bibliografico buscando delimitar o campo conceitual para
elaboracdo das atividades.

Assim, primeiramente investigamos algumas pesquisas envolvendo essa tematica,
selecionamos livros didaticos utilizados pelos professores na disciplina em que a DFL ¢
introduzida. A escolha desses livros foi por meio do estudo das ementas da disciplina que
apresenta esta defini¢do nos Cursos de Matematica — Licenciatura, oferecidos pela
universidade em que trabalhamos em seis cidades do estado de Mato Grosso do Sul.
Selecionamos os trés livros didaticos mais indicados nas bibliografias dessa disciplina, em
que buscamos identificar e estudar:

» Como a DFL ¢ apresentada nos livros didaticos, no caso os conceitos e as

representacgdes utilizadas;

» As atividades utilizadas para estudo da DFL;

» As funcgdes utilizadas para exemplificar a DFL.

Esse estudo nos permitiu selecionar algumas fungdes que evidenciassem aspectos
importantes no uso da DFL, bem como, as representacdes que consideramos mais
pertinentes para tratar aspectos considerados problemadticos, segundo pesquisas, para

compreensdo dos estudantes.
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Em seguida, elaboramos situacdes para ensino da DFL envolvendo o campo
conceitual delimitado e apresentamos uma proposta de resolucdo detalhada para cada uma
delas, juntamente a uma discussdo didatica dos conceitos envolvidos, tanto na apresentacao
da atividade, como na proposta para a sua resolu¢do. A seguir apresentamos os estudos

realizados para delimitagdo do campo conceitual envolvido na apresentacdo da DFL.

ADEFINICAO FORMAL DE LIMITE FINITO DE UMA FUNCAO REAL EM UM
PONTO

O conceito de limite de func¢do ¢ introduzido na primeira disciplina que trabalha
com o Calculo Diferencial e Integral (CDI), denominada geralmente de Calculo I (CI).
Observando as ementas da disciplina de CI, oferecida nos cursos de Matematica-
Licenciatura (ou de Bacharelado) pela universidade em que trabalhamos, vemos que elas
tém pouca diferenca, com relagdo a ordem de apresentacdao dos temas do Calculo que serdo
trabalhados, todas seguem a mesma ordem: limite de uma fungdo, derivada e integral.
Como o livro didatico ¢ um recurso importante para orientar o estudo em uma disciplina,
consideramos pertinente estudar as indicagdes para bibliografia bésica. E, assim,
selecionamos os trés livros mais indicados para o estudo da disciplina de CI, oferecido em
seis cidades pela universidade em que trabalhamos, no caso: Um Curso de Célculo, Vol. 1
(GUIDORIZZI, 2003), O Célculo com Geometria Analitica, volume 1 (LEITHOLD, 1994)
e Calculo, volume 1 (STEWART, 2013). A seguir apresentamos brevemente como a DFL
¢ introduzida nesses livros, em que procuramos identificar como ela ¢ apresentada, quais
conceitos e representacdes sdo utilizados. Bem como, quais fungdes sdo mobilizadas para
exemplificar a utiliza¢do dessa definigao.

Em “Um Curso de Calculo, Vol. 1” de Guidorizzi (2003), o conceito de limite de
uma funcdo real é apresentado no capitulo: Limite e Continuidade. Primeiramente ¢é
introduzida a nogao de continuidade de uma fung¢do e o limite de uma fungdo em um ponto
de modo intuitivo. As representagdes utilizadas sao: algébrica de limite, linguagem natural
escrita e a geométrica. A definicdo formal com uso do épsilon e delta ¢ introduzida na
(Secdo 3.3), conforme a seguir:

Defini¢do: Seja fuma fungdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de

um dos intervalos que compde o dominio de f. Dizemos que ftem limite L, em

D se, para todo € > 0 dado, existir um § > 0 tal que, para todo x € Dy,
O0<|x—p|l<d=|f(x)—pl<e

Tal nimero L, que quando existe ¢ unico, sera indicado por )lci_r)ré f(x).
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Assim li ()_L@{Ve>0,36>0talquexEDf
SSlmxlir;fx N 0<|x—p|<ds=>|f(x)—pl<e
(GUIDORIZZI, 2003, p. 72).

Em seguida, s6 volta a mobilizar a defini¢do formal no final do capitulo, na se¢ao
3.9 quando faz a prova das operagdes sobre os limites e do Teorema do Confronto, e finaliza
sem apresentar nenhum exemplo, com o uso da defini¢do formal de limite.

Em “O Calculo com Geometria Analitica, Volume 17, de Leithold (1994) o conceito
de limite de uma fungdo real ¢ apresentado no capitulo 2 — O Limite de uma Fung¢do —
Primeiro a nogdo intuitiva com uso de diversas representacdes. Esse livro busca desde o
inicio relacionar as expressoes “tomando x suficiente proximo de” e “tdo pequeno quanto
desejarmos” com as expressdes algébricas utilizando moddulos e as inequacdes como

distancias. Toda essa discussdo ¢ para introduzir a defini¢do formal:

Definicdo: Seja f'uma funcdo definida para todo nimero em algum intervalo
aberto contendo a, exceto possivelmente no proprio a. O limite de f{x) quando x
tende a a sera L, escrito como lim f(x) = L.

x—-a

Se a seguinte afirmacdo for verdadeira:

Dado € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que
0<|x—a|<dentio|f(x)—L| <e.

(LETHOLD, 2013, p. 58).

Leithold propde diversos exercicios similares para a utiliza¢do da defini¢ao formal
por épsilon e delta, com fung¢des polinomiais e racionais. Em seguida, sdo apresentadas as
propriedades sobre os limites. O autor faz a prova de algumas delas utilizando essa
definicdo, e apresenta diversos exemplos de fungdes para encontrar os limites aplicando as
propriedades apresentadas.

Em “Calculo, Volume 17 de Stewart (2013), o conceito de limite de uma fung¢ao real
¢ apresentado no capitulo: Limites e Derivadas. Ele ¢ definido utilizando a linguagem
natural escrita para descrever o comportamento da fun¢do quando “fomamos x
suficientemente proximos de a (por ambos os lados), mas ndo igual a a.” (2013 p.81).
Como também, a representacao algébrica do limite, e as tabelas de valores da funcdo para
valores de x proximos do ponto a em que o limite estd sendo investigado e a representagao
grafica da fungdo. Ao final desse estudo na se¢do 2.4 — A Defini¢do Precisa de Limite — o

livro apresenta a DFL, vejamos como ele introduz essa defini¢ao:

Definicio Seja fuma fungdo definida em algum intervalo aberto que contenha o
numero a, exceto possivelmente no proprio a. Entdo dizemos que o limite de f{x)
quando x tende a a é L, ¢ escrevemos: por lim f(x) = L

x—-a

Se para todo € > 0 dado, houver um niimero § > 0 tal que se
0<|x—p| <8 entdo|f(x) —p|l <e.
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(STEWART, 2013, p. 101).

Na apresentacao desta defini¢do o autor faz um trabalho de retomada com as nogdes
intuitivas de limite dadas anteriormente. Por exemplo, relacionando a expressdo “f(x)
aproxima-se cada vez mais de L” com a no¢do de distdncia utilizando moddulos e as
inequacgdes. O autor argumenta que conforme a fun¢do dada o uso da defini¢do com épsilon

e delta demanda de muito trabalho e que:

Felizmente isso ¢ desnecessario, pois as Propriedades dos Limites dadas [...]
podem ser demonstradas [...] entdo os limites das fungdes complexas podem ser
encontrados rigorosamente a partir das Propriedades dos Limites, sem recorrer
diretamente a defini¢do. (STEWART, 2013, p. 105).

Parece-nos que essa afirmacdo enfatiza o aspecto algébrico e os métodos
computacionais do limite, que podem ocultar tanto o lado topolégico ligado ao conceito de
limite, quanto a profundidade do pensamento funcional da DFL.

Com relagdo ao pensamento funcional, geralmente ele ¢ descrito por alguns

elementos que o caracterizam. Segundo Blanton e Kaput:

Conceituamos amplamente o pensamento funcional para incorporar a construgao
e a generalizag@o de padrdes e relagdes usando diversas ferramentas linguisticas
e representacionais e tratando relagdes generalizadas, de fungdes, que resultam
como objetos matematicos uteis por si mesmos. (2004, p. 8, tradugdo nossa).

Desse modo, o pensamento funcional estd ligado ao conceito de fun¢do, fazendo
com que possamos encontra-lo em varios ramos da matematica, onde o conceito de funcao
estd presente. Assim, o pensamento funcional vai para além da matematica, o que permite
enriquecer a formagao do aluno em diferentes areas. Diante disso, encontramos em Georges

a seguinte reflexao:

Tendo em conta a preeminéncia do pensamento funcional e a disponibilidade dos
varios métodos matematicos para a interpretagdo, representagdo, generalizagao
e aplicagdo das relagdes funcionais para tornar possivel a aquisi¢do de habitos
corretos de pensamento funcional, somos levados a crer que este é o objetivo
principal do ensino da matematica. (1929, p. 608, traducdo nossa).

Desse modo, consideramos importante elaborarmos situagdes que favoregcam o
aprofundamento do pensamento funcional. No estudo desses livros didaticos observamos
que ha um predominio pela aplicagdo da DFL nas fun¢des polinomiais, nas provas das
operagdes e nas propriedades sobre o limite de uma funcgdo. E, assim, seus limites sdo
apresentados por meio dos teoremas e das propriedades demonstradas no inicio do estudo
sobre limites. Mas encontramos também funcdes interessantes em que essa definicdo

poderia ser utilizada para se mostrar a existéncia ou nao dos limites, com a possibilidade
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de trabalharmos com as relagdes funcionais. Assim, escolhemos trés fungdes que iremos
utilizar para compormos outras fungdes para as nossas atividades:

f(x) = sen (E), comk # 0,

Flx) = {1 se x € um racional
0 sex éum irracional '

f(x) =[x],emque [x] =max{n € Z /n < x},ou [x] < x < [x] + 1.

Nos livros analisados o estudo do limite nessas fungdes ¢ realizado por meio do
estudo e discussdo de pontos proximos, a direita e a esquerda, do ponto de investigacdo do
limite juntamente com observagdo da representacdo grafica da funcdo. De forma mais
rigorosa, Guidorizi, Leithold e Stewart utilizam essas funcdes para a exemplificacdo de
uma aplicacdo do Teorema do Confronto ou para uma situagdo em que o limite ndo existe,
por meio de uma tabela com pontos proximos, a direita e a esquerda (do ponto de
investigacdo) e pela observacdo da representacdo grafica. Por outro lado, as trés fungdes
aparecem na lista de atividades propostas, apds a definicdo de continuidade, para serem
resolvidas intuitivamente, sem uso do épsilon e delta. Ou como exemplos resolvidos que
utilizam a representacdo grafica para identificar a existéncia, ou nao do limite, ou a
aplicagdo das propriedades.

Observacido. Nos livros didaticos citados acima, podemos observar que, na
definicao formal de limite, GUIDORIZZI usa a expressao “o ponto a” ¢ STEWART usa “o
namero a”. De fato, podemos dizer que para os livros didaticos, o uso do limite de uma
funcdo em "um ponto a" de um intervalo ou R, esta relacionado a representagcdo geométrica
do conjunto dos niimeros reais. Assim, no contexto do nosso estudo, podemos dizer que:
um limite indica o valor que uma fung¢do assume quando as entradas se aproximam de um
dado “ponto a” ou “nimero a”. Isso equivale, portanto, a dizer: O limite da fun¢do f "no
ponto a"; O limite da fun¢do f"em &" ou O limite da fun¢do f'quando a variavel x tende ao
"niimero a". Além disso, em Célculo o uso da expressao "ponto a" esta ligado ao estudo de
outras propriedades importantes das fungdes reais como as nogdes de: ponto fixo; ponto de

inflexdo; pontos de singularidade; etc.
DELIMITACAO DO CAMPO CONCEITUAL PARA A DEFINICAO FORMAL

Consideramos que essas fungdes podem ser utilizadas para o estudo com a DFL por

possibilitarem, por um lado, a discussdo de aspectos importantes relacionados a
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compreensdo dessa definicdo formal. Por outro lado, com elas podemos trabalhar com
exemplos em que essa defini¢do € a Unica ferramenta para se mostrar a existéncia, ou nao
de limites. Entretanto, esse trabalho sé serd interessante se for pensado como uma situacao
de aprendizagem para o aluno, ou seja, que vise contribuir com a compreensao de aspectos
mais formais envolvidos no estudo do CDI. Assim, ¢ preciso que essas fun¢des, como
outras analogas, sejam utilizadas refletindo sobre esses aspectos envolvidos na construgao
do conceito de limite de fungdo, que fazem parte também das defini¢des utilizadas. Ou seja,
as situagdes em que a defini¢do de limite de fun¢do € tratada, precisam ser elaboradas
considerando 0s outros conceitos envolvidos na sua construgdo. Esses s3o os
conhecimentos que os alunos precisam mobilizar para lidar com as situagdes
(VERGNAUD, 2009) e avangar na aprendizagem do conceito que no nosso caso ¢ a
compreensdo da DFL.

Para elaboracdo das atividades para estudo da DFL foi preciso delimitar o campo
conceitual, sendo que nossas escolhas foram em fun¢do do estudo que fizemos das
pesquisas sobre o tema, mas principalmente dos livros didaticos. A seguir, no Quadro 1,
apresentamos a DFL com algumas varia¢des na sua formulagdo, as funcdes que serdo
utilizadas para o seu estudo. Bem como, os conceitos, as relagdes envolvidas e as

representacdes utilizadas.

Quadro 1: Delimitacdo do campo conceitual

Situagdo para estudo da DFL

Funcoes trabalhadas:

Fx)=x [E]] f) = {(1) se x € um racional ¢ f(x) = sen G)

se x ¢ um irracional

Representacoes:

e Utilizadas nas atividades: Algébricas e linguagem natural escrita.
e Solicitadas aos alunos nas atividades: Algébricas e linguagem natural escrita.

Conceitos, propriedades e relagdes utilizadas:

Manipulagao algébrica, como: a fatoracdo, a multiplicagdo, simplificagdo ¢ a redugdo de termos;
Propriedades: de modulos, de valor absoluto e das desigualdades;
Propriedades da fungdo trigonométrica seno;

Propriedades do conjunto dos numeros racionais e irracionais.

Numeros reais:
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Aproximagdo de um niimero seja ele do conjunto de nimeros do dominio ou da imagem de uma fungao,
a ideia de poder se aproximar infinitamente; representar conjunto de numeros na notagao de intervalos
abertos e¢/ou fechados, e na forma de inequagdes, ¢ a ideia de que em um intervalo, aberto e/ou fechado,
existem infinitos nimeros;

Funcoes:

Relacionar intervalos abertos da imagem com intervalos abertos do dominio; relacionar um conjunto de

elementos da imagem, com o seu respectivo conjunto de pontos do dominio; ¢ estudar o comportamento
das fungdes para mostrar que o limite existe e apresentar o limite ou mostra que o limite ndo existe.

Formulagdes para a DFL3

Primeira — Usando valor absoluto. Seja fuma funcio definida em £ um subconjunto de R, € a um
numero real, ndo necessariamente contido em £. Seja L um niimero real. Dizemos que L € o limite de f°
em a se,
Ve>0,36>0talquel0<|x—al<d = |f(x)—L|<e

Como sabemos que |b — a| representa a distdncia entre os pontos B ¢ A da reta de abscissa b € q,
respectivamente, podemos expressar em linguagem natural escrita a defini¢ao formal da seguinte forma:

“Para todo € >0 existe § > 0 tal que se a distancia de x para a é menor do que § entdo a distincia

de f(x) para L é menor do que €”.

Segunda — Usando as desigualdades. Pela propriedade de modulo, temos que: [y| < b
(b > 0) equivalente a: —b < y < b, a defini¢@o formal pode ser reescrita sobre a seguinte forma:

Ve> 0,36 > 0,talquex #ae, —a+d <x<a+d = —L+<f(x) <L+
Assim, podemos expressar na linguagem natural escrita a definicdo formal da seguinte forma:
“Cada vez que x esta mais proximo de a entdo f(x) estd mais proximo de L.

Terceira - Usando os intervalos. Por outro lado, temos: |y| < b (b > 0) equivalea: —b <y < be
a:y € |—b, b[, a defini¢do formal pode ser reescrita da seguinte forma:

Ve>0,36§>0talquex #ae x € |—a+d,a+5 [ = f(x) €]-L+ ,L+€]
Assim, podemos expressar na linguagem natural escrita a definicdo formal da seguinte forma:
“Para todo € >0 existe 6 > 0 tal que para todo x na vizinhan¢a |—a+6,a+6 [ de a entdo f(x) estd
na vizinhan¢a |—L+€ ,L+€[de L”.

Fonte: Elaborado pelos autores da pesquisa.

Usaremos essas trés funcdes e essas formulagdes para a DFL nas resolugdes das
provas das atividades que iremos apresentar a seguir. Essas variacdes na formulagao nos
permitem evidenciar os conceitos que estio envolvidos na sua apresentagdo. E importante
observar também que o estudo do limite por meio de intervalos estd ligado ao conceito da

topologia dos numeros reais.

SITUACAO PARA O ESTUDO DA DEFINICAO FORMAL

3 As provas das equivaléncias dessas formulagdes podem ser encontradas em Rachidi, Freitas e Mongelli
(2020).
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Para trabalharmos com a situacdo para dar sentido a DFL (VERGNAUD, 1990)
elaboramos trés atividades em que essa defini¢do, com suas variagdes, ¢ o conhecimento
pertinente para sua resolucdo. As fungdes foram elaboradas utilizando as trés fun¢des que
apresentamos na sessao anterior, selecionadas nos livros didaticos supracitados, no caso,
inserindo algumas variagdes que consideramos pertinentes para o tratamento da definicao.
Buscamos, com isso, oferecer o estudo de algumas func¢des que possibilitasse a abordagem,
e discussdo, dos elementos envolvidos na definicdo considerados importantes. Mais
especificamente envolvendo a compreensdo das relagdes que precisam ser estabelecidas
entre o delta e o épsilon dado, e com os conceitos envolvidos nessa constru¢ao, no caso o
de fungdes e do conjunto dos nimeros reais.

As atividades foram elaboradas com um enunciado e alguns itens. A intengdo ¢
possibilitar a constru¢do de um passo a passo em que o estudante mobilize as propriedades,
tanto de modulos e das inequagdes, como também das fungdes utilizadas para aplicacdo da
definicdo. Em cada uma delas ¢ proposta uma resolu¢do com comentarios para suscitar
possiveis questionamentos aos estudantes e, com isso, favorecer a discussdo dos conceitos

que estdo sendo mobilizados na aplicacao da DFL.

O limite da fungdo f(x) = x [E]] em 0

Essa primeira atividade escolhida envolve a fun¢do maior inteiro em sua
composicdo. Vimos que ela aparece nos trés livros que citamos, principalmente nos
exercicios propostos para os estudantes. Sendo que a abordagem geométrica ¢ o que
prevalece nessas discussdes. Escolhemos trabalhar com a representagdo algébrica,
considerada mais dificil de compreensdo para os alunos (CORNU, 1983; ZUCHI, 2005),
mas que ¢ fundamental para mobilizagdo da DFL, bem como, das propriedades e dos
proximos conceitos envolvidos no estudo do célculo. Vejamos seu enunciado, a seguir, no

Quadro 2.
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Quadro 2: Primeira atividade

Atividade 1. Considere a fun¢fo f definida por: f(x) = x [E]], em que x # 0.
Para responder os itens a seguir, lembre-se que nessa fun¢do vocé esta trabalhando também com a
fun¢do maior inteiro, no caso [E]] =max{n€Z/n< %}

a) Sejax € R, x # 0, utilize a defini¢do da fungdo maior inteiro para provar que: 0 < i - [H] <1

b)DeduzaqueOSE—[E]”<1,eque:|1—x[[ﬂ]|<|x|; )

¢) Usando a defini¢do formal de limite, estude o limite da fungdo f(x) = x [E]], no ponto x, = 0.

Fonte: Elaborado pelos autores.
Solu¢io proposta:

a) Seja x € R, x # 0, pela defini¢ao do maior inteiro [x], temos que: [E]] < i < [E]] + 1.

Subtraindo [H] de todos os membros dessa inequagdo obtemos que: [H] - [H] < i —

X X X

[E]] < [E]] +1-— [E]] Assim, ficamos com seguinte inequagao:

1 g1
o<l [<1
X X

b) Usando a desigualdade 0 < % — [E]] < 1, encontrada, podemos deduzir que:

1 1
-l <
x lx

. , , . . 1 1
Observe que isso ¢ possivel, pois se trata de uma diferenca de termos, no caso - — H que

0<

¢ igual ou menor do que um. Multiplicando por [x| > 0 em todos os membros dessa

inequagao, temos: 0. |x| < |x| E — [E]” < 1.]x|. Logo, obtemos a seguinte desigualdade:

0 < |x| 213 < |x]. Como |x| > 0, podemos fazer a distribui¢do no produto
X X

. 1 1 . ,
precedente, e assim ficamos com: 0 < |x. ~ =X [H” < |x|, isto &,
1
0<|t—x|:]] < Ixl.
X
c) Com alguns valores numéricos particulares x = ﬁ, para todo niimero inteiro n > 0,
1 . . .. ;oo 1
obtemos que x. [H] = 1. Assim, podemos conjecturar que o valor do limite ¢é lim x. H =1
X x—

Agora, pela defini¢do de limite, temos que para todo € > 0 dado, existe § > 0 tais que:

Ix—0]=|x| <6 = |1—x[[ﬂ” <e.
Usando a desigualdade b) deduzimos que |1 - X [E]” < |x|. Consequentemente, se

tomarmos § = &, temos que:
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lx -0l =|x|<d == |1—x[[ﬂ” < |x| <e.

Assim, com a defini¢do formal de limite, deduzimos que:

: . 1

}CIL% flx)= }Cl_r:% X. [H] =1.
Algumas observacdes didaticas

Nessa atividade, ¢ importante observar que o raciocinio ¢ baseado sobre nas

propriedades do maior inteiro e no conceito de valor absoluto. E que a falta de uma
representacdo grafica usual, ou adequada para tratar a situa¢do dada, pode implicar em uma
dificuldade no raciocinio intuitivo para conjecturar o limite. Por outro lado, o trabalho com

alguns valores numéricos particulares, do tipo x = ——, paratodo n > 0 ou x = ——, pode

favorecer com que o estudante conjecture sobre o valor do limite lim x. H
X—

Observacao. Para a questdo (a), usando a definicdo do maior inteiro, podemos ver

que para todo nimero real a temos [a], e que [a] < a < [a] + 1. Assim, para a =
1 . . 1 1 1
~ podemos deduzir rapidamente que: [H] =-< [H] + 1.

Nesta atividade os alunos precisam mobilizar: o conceito de maior inteiro, as
propriedades de valor absoluto e de ordem em R e a defini¢cdo formal de limite de uma
fun¢d@o em um ponto. Ela foi organizada para que a pergunta (a) fosse uma consequéncia
da defini¢do de maior inteiro e, a partir dela, e das propriedades de valor absoluto se deduzir
a resposta para o item (b). Com a defini¢cdo formal de limite e o uso do item (b) obtém-se

o resultado de (c).

1 sex éumracional
0 sex ¢ um irracional

A funcéo de Dirichlet f(x) = {

Esta segunda atividade, apresentada no Quadro 3, a seguir, envolve a fungdo de
Dirichlet. Ela aparece em dois dos livros investigados (GUIDORIZZI, 2003; STEWART,
2013) para discussdo sobre a continuidade de uma fung@o. Sendo em um deles para o
trabalho com os limites laterais e no outro para exemplificagdo no estudo do Teorema do

Confronto.

35

ReviSeM, Ano 2023, N°. 3, p. 21 — 45



Burigato, S. M. M. S.; Rachidi, M.

Quadro 3: Segunda atividade

Atividade 2. Seja a fungdo f: R - R definida por: f(x) = {(1) siexxéeul:;ni::é?onr?;l

de fun¢do Dirichlet. Considerando essa fungdo, responda as questdes a seguir:

a) Sendo a € R, suponha que a fungio f'admita um limite L em a. Escreva a defini¢do formal de limite
e justifique por que L ¢ finito e L > 0.

b) Considerando L > 0:

i) Escreva a defini¢do formal do limite da fungdo em a, tomando € = é;

, €la é chamada

i) Usando a propriedade de densidade e tomando um ntimero irracional x tal que x € Ja — §,a +
6[, ouseja |x — al < &, o que podemos concluir?

¢) Considerando L = 0:
i) Escreva a definig@o formal do limite da fungdo em a, tomando € = %;

i) Usando a propriedade de densidade e tomando um niimero irracional x tal que x € Ja — §,a +
6[, ouseja |x — al < &, o que podemos concluir?
d) Considerando o que vocé trabalhou nos itens anteriores, o que vocé pode concluir sobre o limite da
fungdo Dirichlet em um ponto a € R?

Fonte: Elaborado pelos autores.
Solu¢io proposta:

a) Sendo a € R, e supondo que lim f(x) existe, e neste caso L ¢ um nimero finito, pois a
x—a

funcdo Dirichlet ¢ limitada (Perceba que ela varia entre zero e um). Por outro lado, temos
que f(x) = 0, portanto temos L = 0. Assim, utilizando a defini¢do formal de limite
podemos escrever que:

Sejae > 0 dado, existe § > Otalque: x #a, |[x —al|<d = |f(x) —L| <eg,
ou seja, ¥e>0,70>0talque 0 < [x —a| <d = |f(x) —L| < e.Como a inequagdo
|x —al < dequivale ax #ae x €Ela—3J,a+ 6, e a inequagdo |f(x) —L| < € que ¢é
equivale a f(x) € |L — ¢, L + ¢, temos que:

x#aex€la—6,a+d8[=f(x) €E]L—¢,L+¢l.

b) Supondo que L > 0.
1) Tomando um niimero particular para o épsilon, no caso € = g, podemos reescrever a
defini¢do de limite obtida no item (a) como:

Para ¢ =§,existe5 >0talque x #ae |x—al<d§ = |f(x) —L| <§.

Equivalente em notacdo de intervalo:

L L L 3L
x#aex€la—6,a+d8[=>fx)€EL-=,L+=[=]z,=]
2 2 2' 2
i1) Com a propriedade de densidade, temos que tomando x; # a um numero irracional no
intervalo Ja — §,a + [, ou seja |x; — al < & e assim f(x;) = 0 (Na fungdo dada temos

L o L
que quando x é numero irracional temos que f(x) = 0). Logo, para € = 5 temos que:
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If(x)) =Ll =10-L|=|L] < g Ouseja f(x;) =0 €L — & L + €[, isto &,

3L

fx;))=0€]L—¢L+¢[=] ,7[.

N |~

O que significa que 0 < % <f(x)=0< %, 0 que ¢ impossivel. Assim, a fung¢do f'nio
possui limite L > 0, em qualquer ponto a € R.

¢) Agora para o outro caso, supondo que L = 0.

1) Para todo € > 0 dado, existe um niumero § > 0 tal que:

Paratodox # a,com |x —a| <§ = |f(x)| <e.
.. , . ;. 1 .
i1) Tomando um niimero particular para o épsilon, no caso € = P Vamos considerar o caso

de um numero x, # a racional em ]Ja — §,a + [ ou seja |x, —al| < §. Assim, pela
fungdo de Dirichlet temos que f(x;) =1, e como L =0, temos que: |f(x,) —L| =
lf(x)] =1< %, ouseja: f(x,) =1€]—¢,+¢e[=] — %, +%[, 0 que ¢ impossivel.

d) Diante do que vimos nos itens (b) e (c) podemos concluir que a fun¢do Dirichlet ndo
tem limite em nenhum nimero real.

Algumas observagdes didaticas.

Nessa atividade, ¢ importante observar o papel fundamental das propriedades dos
nimeros racionais e irracionais, em particular a propriedade de densidade. Essa tltima
propriedade pode ser ilustrada com exemplos numéricos. Também destacamos o fato de
tomarmos um numero particular, no caso x; para irracional e de x, para racional, no
intervalo dado, para mostrar que isso ¢ suficiente para provar que o limite ndo existe. Por
outro lado, a escolha de valores particulares para &£ > 0 ¢ importante, e nos d& oportunidade
de confrontar os alunos com dificuldades envolvidas no raciocinio para essa escolha. Sdo
aspectos importantes para se trabalhar, pois na fun¢do de Dirichlet também ndo temos uma
representacdo grafica para que o estudante possa conjecturar o limite. Evidenciando, assim,
a necessidade de trabalhar com as varias representagdes algébricas, juntamente com as
escolhas numéricas, e com as notagdes escritas em linguagem natural (e oral).

A propriedade que citamos, € que sera necessaria para discussao dessa atividade é:

Propriedade de Densidade: Seja a um numero real qualquer. Entdo, todo intervalo
aberto la — 6,a + 8], com § > 0, contém um numero infinito de numeros racionais e de
numeros irracionais.

Esta propriedade de densidade tem um papel importante na solugdo proposta. De
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fato, isso nos permitiu ver que todos os pontos (ou numeros) do intervalo ]a;b[ ndo
satisfazem necessariamente a segunda desigualdade do limite formal. Em outras palavras,
todos os pontos (ou niumeros) do intervalo ]a;b[ ndo satisfazem os requisitos da defini¢ao

formal de limite, que ¢ formulada em termos de intervalos.

A funcio definida por: f(x) = sen G)

Na terceira atividade escolhemos trabalhar com a fung¢ao que alguns livros utilizam

para exemplificar a ndo existéncia de limite de uma funcdo em um ponto. Esta
~ 1 A1
fungdo f(x) = sen (;), aparece nos trés livros apresentados quando os autores fazem o

estudo do Teorema do Confronto. E uma fungao interessante para trabalhar alguns aspectos
envolvidos na defini¢do formal de limite que vamos discutir ao longo da proposta de
solucdo. Vejamos o enunciado da atividade no Quadro 4 e, em seguida, uma sugestdo para
sua resolugao.

Quadro 4: Terceira atividade
1

Atividade 3. Seja a fungdo f definida por: f(x) = sen (;)

Considerando essa fung@o, responda as questdes a seguir:
a) Suponha que a fungdo fadmita um limite L em zero. Escreva a defini¢cdo formal de limite e justifique
por que L ¢ finito, isto ¢ que L € R.

b) Considerando § > 0,com 0 < § < 1, e o nimero A = %

i) Para z; = 2[[A + 1], provar que x; = Zl—l < § e calcule f(xy).
i) Usando a defini¢ao de limite deduzir que |L| < €, ouseja L €] — ¢, +¢l.
¢) Considerando § > 0,com 0 < § < 1, e o nimero A = %
i) Para z, = 2[A + 1w + g, provar que x, = % < § e calcule f(x,).
i) Usando a defini¢ao formal de limite deduzir que |1 — L| < €,ousejal €]1 —¢, 1+ ¢l.

. , 1 . ..
d) Considerando o nimero ¢ = > oque podemos deduzir sobre o limite L?

. . . A . .« . ~ 1
) Analisando os itens anteriores, o que voc€ pode concluir sobre o limite da fungdo f(x) = sen (;) no

ponto x, = 0?

Fonte: Elaborada pelos autores.

Solu¢do proposta:
a) Suponha que a fungado f(x) = sen G) admite um limite L em 0. Sabemos que a fung¢ao

seno ¢ limitada, isto ¢, 1 < sen (a) < 1, assim esse limite L ¢ finito e pela defini¢do de
limite temos que: Para todo € > 0 dado, existe um niamero 6 > 0 tal que:
x#0el|lx—0|=x|<d§ = |f(x) - L| <e.

. , 1
b) Como x tende a zero podemos assumir que § < 1, e o nlimero A = s 1.
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i) Para z; = 2[[A + 1]m, provar que x; = Zi < § e calcule f(xy). Sejaz; = 2[A + 1]m,
1

observe que z; = 2[A+ 1lmr > A = %, assim temos:

1 1
0<x1=Z—<Z=6.
1

Como xi = % = z;, temos: f(x;) = sen (xi) = sen(z,) = sen(2[A + 1]x) = 0.
1 Z 1
i1) Usando a definicao formal de limite em 0, podemos escrever que:
|f(x1) — L| = |sen(z;) — L| = |sen(2Q[A+ 1]n) — L| =10 —L| = |L| < &.
Entdo, obtemos: —¢ < L < g,ouseja, L €] — ¢, €.

¢) Considerando § > 0,com 0 < § < 1, e o nimero 4 = %
i) Para Z, = 2[A + 1]n + g, vamos provar que X, = Zi < § e calcular f(x,). De fato,
2

, b4 , . . . .
tomemos agora o numero real z, = 2[4 + 1]7 + 2, nds deduzimos a seguinte equivaléncia:

/[ 1 . 1 1
=>A=— ¢éequivalente 0 < x, = — < —=14.

22:2[[A+1]]T[+2 5 <2
2

Temos, assim que: 0 < x, = zl < 6,eque
2
= (1)— (z2) = sen (2[A+ 1] +5) = sen (5) = 1

f(x;) = sen 5 = sen (z,) = sen mt+5)=sen(7)=1
Isto ¢, temos: f(x;) = 1.
i1) Aplicando a defini¢do formal de limite temos que:

| f(x2) =Ll =lsen(Z) —LI=11-L|=|L-1| <e

Assim, temos: |L — 1| < eequivaleal —e <L <14 ¢,ouseja, LEJ1 —¢, 1+ ¢].

d) Considerando o numero real € = 1/ 4 O que podemos deduzir sobre o limite L?

Conforme vimos nos itens anteriores, nds estabelecemos que L €] — ¢, ¢[ pela questdo (b)
e pela questdo (c) temos L €]1 — &,1 + €[, assim podemos deduzir que o limite L que

estamos investigando pertence a intersec¢do desses dois intervalos, isto ¢, L € | — ¢, [ N

11 —¢, 1+ ¢[. Tomando um valor particular para épsilon, € = i, obtemos que:

1 1 1 1 1 1 3 5
Lel—o, ;In1=2, 1+ [=]-2,;[n],, ;[
5 . , o ,
Como, temos ]—i, i[n]%, Z[: @, o que ¢ impossivel. Entdo, ndo existe um nimero

L no intervalo encontrado.
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Pela defini¢dao temos que o limite L existe para todo € > 0, e vimos que para um ¢épsilon
particular as condi¢des ndo foram satisfeitas, entdo podemos dizer que o limite L ndo existe.

e) Assim, analisando os itens anteriores, podemos concluir que a fungdo f(x) =
1\ . ..

sen (—), ndo tem limite no ponto x, = 0.
X

Algumas observagoes didaticas.
Observe que nesta atividade retomamos o trabalho com o conceito de maior inteiro,
mas agora aplicada ao caso [A + 1] = max{n € Z /n < A + 1}, no desenvolvimento da

resolugdo. Além disso, usaremos as relagdes trigonométricas simples relacionadas ao seno,
isto é: sen(2nm + x) = sen(x), sen(2nm) = 0 e sen (Znn + g) =1.
E importante também lembrar a desigualdade 0 < A < B entdo 0 < % <% e a

seguinte propriedade dos intervalos: Sejam ]a, b[ e |c,d[ dois intervalos de R tais que b <
¢, entdo |a,b[ N]c,d[= @. Podemos sugerir que os alunos facam alguns exemplos
utilizando alguns ntimeros inteiros. Utilizamos também as propriedades trigonométricas do
seno, que podemos lembrar para os alunos. Por outro lado, para esta atividade, a
representacdo grafica na vizinhanga de zero ¢ complexa e ndo favorece o estudante
observar e ter uma ideia clara sobre o limite de f'em zero.

Nesta ultima atividade destacamos a importancia dos nimeros reais e dos intervalos
¢ da propriedade: Se |a| < € para todo € > 0, podemos deduzir que a = 0. E, novamente,
o fato de que ndo temos representacdes geométricas adequadas para essa situacdo. Além
disso, o método utilizado para esta atividade pode ser adaptado sem maiores dificuldades,
para mostrar que a fun¢do f(x) = sen(x), nao admite um limite em +oo0 ou em —oo. Para

isso, basta usar a defini¢do de limite formal em 400 ou em —oo.

Discussoes e consideracdes gerais sobre as atividades

Vimos que a defini¢do formal de limite ¢ introduzida na disciplina de Célculo I e
que ndo sdo suscitadas situagdes que evidenciem a necessidade desta definicdo na sua
apresentacao e na sua pratica. Busca-se facilitar o estudo da defini¢cao formal para o aluno,
mas isso sO “esconde” as dificuldades e a profundidade do contetido funcional envolvido
na definicdo formal, bem como o seu papel importante para a analise. Em geral, os livros

didaticos se limitaram a algumas fun¢des polinomiais e a proposicdo de propriedades, entre
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outros. Diante disso, suscitando discussdes sobre a necessidade de se apresentar essa
defini¢do em um curso introdutdrio, ja que o estudante ndo encontra situagdes em que ele
precise utilizar essa defini¢do; ou mesmo que lhe seja apresentado exemplos em que ela é
a Unica ferramenta para resolver a situacdo. O que pode comprometer a entrada do
estudante no pensamento funcional. Mas, uma questdo que a maioria dos professores
ouvem de seus alunos ¢é: onde eles vao utilizar o conceito apresentado? Ou, para que ele ¢
necessario, ou importante?

A aprendizagem dos conceitos do CDI ¢ um processo que demanda de muito tempo
de investimento em atividades, que o aluno do Curso de Matematica iré lidar, ao longo do
ensino, com uma diversidade de situagdes envolvendo esses varios conceitos
(VERGNAUD, 2009). A definicao de limite de uma fun¢do com épsilon e delta ¢ um desses
conceitos, sendo assim, ¢ importante propor situagdes que propiciem a sua compreensao
sempre que seja possivel. E buscando resolver uma situagio, em que o “[...] objeto
matematico aparece como uma ferramenta para resolver [...] que o conhecimento para o
estudante podera [...] se tornar significativo e util.” (LECORRE, 2016, p. 423, traducao
nossa).

Nosso objetivo neste texto ndo foi discutir sobre a pertinéncia, ou ndo, da
apresentacdo da definicdo formal na disciplina Calculo I, ou de propor situagdes para
minimizar as dificuldades dos alunos na sua aprendizagem. Nossa proposta foi contribuir
com exemplos que possam favorecer algumas discussdes no estudo desta definicdo. A
variedade de representacdo ¢ fundamental no processo de aprendizagem de um conceito,
todavia, algumas funcdes utilizadas, no caso das atividades 1 e 2, ndo t€ém uma
representacdo geométrica adequada para apresentarmos. Assim, nessas trés atividades
propostas as discussdes foram em fun¢do de explorar as representagdes algébrica e em
linguagem natural escrita, e quando possivel a numérica. Nosso foco sdo as relagdes
envolvidas entre as mudangas de representacdes algébricas que aparecem na definicao,
como, por exemplo, a escrita do valor absoluto, como distancia, para as inequacdes.
Novamente esse trabalho ¢ importante para a entrada no pensamento funcional. No caso,
nos referimos ao estudo dessas representagdes evidenciando as particularidades desses
conjuntos, isto ¢, a existéncia de infinitos nimeros racionais ou irracionais num intervalo
dado. Sao aspectos importantes para tratar situagdes como a que envolve a fun¢do Dirichlet,

em que ndo temos representacdes geométricas usuais (ou adequadas).
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Além disso, ¢ também uma oportunidade de compreender e aprofundar em aspectos
sobre o papel importante das propriedades do conjunto dos nimeros reais. O conceito
moderno de limite apareceu com Cauchy, com seu estudo sobre as quantidades
infinitamente pequenas e infinitamente grandes, baseando seu raciocinio sobre as
propriedades dos nimeros reais. O que mostra a importancia desse conjunto para entrada
no pensamento funcional, e no trabalho do professor, que terd de lidar com esse conjunto
para fazer uma proposta interessante de ensino com a defini¢cao formal.

Sao aspectos importantes que vém sendo investigados por alguns pesquisadores.
Como o trabalho realizado sobre o conjunto dos numeros reais apresentado no livro Limite
de fungdes de uma varidvel real com valores reais e generalizacdes (RACHIDI, FREITAS
e MONGELLI, 2020), que foi baseado em uma disciplina oferecida em uma Pds-
Graduagdo em Educagao Matematica. Também se encontra em fase de finalizagdo um livro,
fruto do resultado de um projeto de pesquisa. Nele sdo apresentados conceitos de
matematica basica que sdo importantes para o CDI, em que sdo trabalhados dois capitulos
sobre o conjunto dos nimeros reais. Buscando, com isso, apresentar as propriedades
algébricas desse conjunto, de maneira axiomatica. Além disso, sdo introduzidas como
axioma as propriedades de ordem, e, por meio delas, apresentados os conceitos de
intervalos e de valor absoluto, que sdo a base da atual defini¢do formal de limite de uma
funcao.

Em seguida tecemos nossas consideragdes finais.

CONSIDERACOES FINAIS

Sabemos que a defini¢do formal de limite de uma fun¢do em um ponto, com épsilon
e delta, ¢ considerada de dificil compreensdo para os estudantes, e que sua introducgdo ¢
realizada na primeira disciplina nos cursos de graduagdo. Como mencionamos, na maioria
dos livros didaticos, essa definicdo ¢ usada para estabelecer a unicidade do limite (quando
existe) e as operagdes algébricas nos limites. Além disso, na maioria dos exercicios sobre
os limites usam-se regras e técnicas usuais, que ndo envolvem a defini¢do formal.

Assim, neste artigo procuramos apresentar e discutir algumas situagdes para o
ensino dessa defini¢do, sendo ela o unico meio para lidar com as situagdes, no caso, estudar
e mostrar a existéncia ou ndo dos limites. Se constituindo em uma oportunidade para

mostrar aos estudantes casos em que as propriedades ndo dio conta de resolver, sendo,
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assim, € necessario usarmos a definicdo. Desse modo, apresentamos algumas atividades
para aprofundar o estudo da defini¢do de limite de uma fun¢do em um ponto com épsilon
e delta, principalmente para ilustrar sua importancia como Unica forma de provar a
existéncia ou ndo do limite. Mais precisamente, parece-nos que se trata de uma
oportunidade de mostrar aos alunos casos em que as propriedades nao resolvem, sendo por
isso necessario recorrer a defini¢do formal.

Ao longo deste trabalho, inserimos também uma proposta de resolucdo e alguns
comentarios com intuito de contribuir com sua implementacdo, caso seja considerado
pertinente para pratica em sala de aula. Permitindo, assim, que o professor tenha alguns
exemplos para utilizar com seus alunos no seu trabalho com a definicdo formal,
favorecendo, com isso, confrontar os estudantes com exemplos que possam motiva-los a
enfrentar as dificuldades em aprender a utilizar essa definigao.

Resulta de nosso trabalho, o fato de constatar que a compreensdo e o uso da
definicao formal de limite, requer também as técnicas e as propriedades de outros conceitos
tais como: o valor absoluto e a resolucao das desigualdades. Além disso, a formulagdo da
definicao formal de limite de uma fung¢do em um ponto, na forma equivalente utilizando o
intervalo ou as desigualdades, permitira ao aluno ampliar sua concepcao desta importante
defini¢ao do CDI. O uso de intervalos facilitara, no futuro, a vinculagdo dessa definigao
com o conceito de topologia dos numeros reais.

Acreditamos que essas atividades podem contribuir para melhorar o ensino da
definicao formal de limite mostrando sua aplicagdo em situagdes mais elaboradas. Como
também favorecer o desenvolvimento do pensamento funcional, que promove a
aprendizagem e a compreensdo profunda dos conceitos de fungdes e de limites.

Dentre as perspectivas desta pesquisa, esta a de estabelecer uma lista de outras
atividades ou exercicios, semelhantes as atividades aqui apresentadas, sobre a utilizacao da
defini¢do formal de limite como unico meio para afirmar a existéncia ou nao do limite de
uma fun¢do em um ponto. Isso permitird que os professores tenham uma ampla escolha de
atividades para oferecer aos alunos sobre como manipular a defini¢do formal de limite em

um ponto.
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