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Resumo

Neste artigo, estudamos a dinamica de um péndulo matematico planar com um bulbo
eletricamente carregado. Préoximo ao péndulo, hd um fio horizontal infinito, também
carregado e oscilando harmonicamente na direcao vertical. O problema apresenta duas
posicoes na vertical que sao equilibrios independentemente dos parametros envolvidos.
Utilizando o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii e o Método de Deprit-Hori, analisamos
a estabilidade paramétrica desses equilibrios, sendo construidas superficies de fronteira
que separam regioes de instabilidade e estabilidade no espago de parametros.

Palavras-chave: Sistema Hamiltoniano, método de Deprit-Hori, matriz fundamental.
Abstract

In this paper, we study the dynamics of a planar mathematical pendulum with an elec-
trically charged bulb. Near the pendulum, there is an infinitely long horizontal wire,
also charged and harmonically oscillating in the vertical direction. The problem pre-
sents two vertical positions that are independent equilibria of the involved parameters.
Using the Krein-Gelfand-Lidskii Theorem and the Deprit-Hori Method, we analyze the
parametric stability of these equilibria, constructing boundary surfaces that separate
regions of instability and stability in the parameter space.

Keywords: Hamiltonian system, method of Deprit-Hori, fundamental matrix.
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1 Introducao

O péndulo matematico planar com um ponto de suspensao oscilante tem sido objeto
de estudo hd muito tempo, como é possivel verificar nas referéncias [3, 5, 10, 11, 12].
Alguns estudos também lidam com péndulos que apresentam um ponto de suspensao
oscilante, uma carga elétrica no péndulo e estao préximos a objetos eletricamente car-
regados como em [2], [4] e [6]. No primeiro, o objeto carregado é uma carga pontual, no
segundo uma placa condutora oscilante e no terceiro um fio carregado com comprimento
infinito.

No nosso estudo, propomos um problema em que o péndulo planar tem um ponto
de suspensao fixo e uma carga elétrica ¢ no péndulo. Préximo ao péndulo, ha um
fio de comprimento infinito eletricamente carregado, em posicao horizontal e com uma
oscilagao harmonica vertical dada por p, como ilustrado na Figura 1. Observamos que,
no estudo realizado em [6], foi analisada a dinamica de um péndulo com oscilagao no
ponto de suspensao e fio horizontal fixo, o que difere da dinamica abordada no presente
contexto.

A equacao do movimento depende de quatro parametros adimensionais j, «, 9 e &
como descritos na Equagao (2.1). O problema apresenta duas posi¢oes na vertical que
sao equilibrios independentemente desses parametros, os quais denominamos de P; e
P,. Em ambas as posicoes de equilibrio, o péndulo estd perpendicular ao fio hori-
zontal. O equilibrio P; ocorre quando o péndulo aponta no sentido do fio, enquanto
em P, o péndulo aponta no sentido oposto. Nosso objetivo é investigar a estabilidade
paramétrica de cada uma dessas posicoes de equilibrio. Para valores suficientemente
pequenos de € > 0, utilizamos o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii e o Método de
Deprit-Hori para construir superficies de fronteira que separam as regioes de insta-
bilidade e estabilidade no espaco de parametros (u,a,d,¢). Essas superficies foram
definidas como graficos sobre o espago (u, d, €), expressas como séries de poténcias em &
e seus coeficientes dependendo de p e §. As expressoes dessas superficies foram calcula-
das analiticamente nos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3. Por outro lado, para valores arbitrarios
de € > 0, obtemos essas regioes de instabilidade e estabilidade de modo numérico,
seguindo a anédlise descrita em [7, 13].

A estrutura do artigo é como segue. Na secao 2 descrevemos o problema na sua
formulacao Hamiltoniana e encontramos as regioes de estabilidade linear do problema
nao perturbado, ¢ = 0, no espago dos parametros (u,a,d). Os coeficientes das su-
perficies fronteiras que separam as regices de estabilidade e instabilidade sao restritas
a essas regioes. Na Secao 3, realizamos algumas mudancas de varidveis simpléticas no
Hamiltoniano linearizado para cada equilibrio. O Hamiltoniano resultante reduz subs-
tancialmente os calculos de normalizacao da segao seguinte. Na Secao 4, normalizamos

ReviSeM, Ano 2023, N°. 2, 1-19 2



Menezes Neto, J. L. de; Carvalho, A. C.; Carvalho, R. F. L.

o Hamiltoniano periédico no tempo para o caso de valores suficientemente pequenos
de € > 0 via método de Deprit-Hori, obtendo um Hamiltoniano auténomo que simpli-
fica a andlise da estabilidade. Esse Hamiltoniano autonomo foi utilizado para obter as
superficies fronteiras que separam as regioes de estabilidade e instabilidade no espago
de parametros (i, «,d,¢). Na Segao 5, para valores arbitrarios de ¢ > 0, utilizamos
um método numérico para obter as regioes de estabilidade e instabilidade no espago de
parametros, seguindo a andlise descrita em [7, 13].

2 Formulacao do Problema

Considere um péndulo planar de comprimento ¢ com um ponto de suspensao em O.
O bulbo do péndulo tem massa m e uma carga elétrica q. Abaixo do péndulo, hd um fio
horizontal de comprimento infinito com uma distribuicao homogénea de carga elétrica
positiva. A densidade linear de carga uniforme no fio é o. O fio oscila harmonicamente
na direcao vertical, a uma distancia p do ponto O’. O ponto O’ estd a uma distancia
fixa d > £+ p de O e a direcdo da reta passando por O a O" é perpendicular ao fio
horizontal (veja Figura 1)!.

FF ++H + F F T AL F F F T F FFFTFFFT
z p

\ 1

O/

Figura 1: Péndulo carregado e fio horizontal oscilante também carregado.

A fungao Lagrangeana é dada por L =T — U, onde T representa a energia cinética,

!Todas as figuras foram produzidas pelos autores.
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U, ¢ a energia potencial gravitacional e U, ¢ a energia potencial eletrostética, com
U = U, + U.. Supomos que a velocidade do bulbo é pequena o suficiente para descon-
siderarmos a for¢ca magnética.

Se 6 é o angulo que o péndulo faz com a vertical, veja a Figura 1, entao as coor-
denadas do péndulo séo x = £sinfl e y = d — cosf. Entao a energia cinética é dada
por

. . 0202
T = % [(69 cos)? + (¢ sin 9)2] = m2
e a energia potencial gravitacional é dada por U, = —mg(d — ¢cosf). Considerando
que d — p — fcosf é a distancia da carga g ao fio, a energia potencial eletrostéatica é
dada por
d—p—"{lcosb
U. = —2Kpqo log <&> ,
d—p

onde kg ¢ a constante de Coulomb e o ponto O foi utilizado como o ponto de referéncia
para o calculo do potencial eletrostatico. Assim, a equacao do movimento do péndulo

é
2Koqo

d—p—~Lcosb
Considerando que o fio horizontal esta sujeito a uma oscilacao harmonica com am-
plitude a e frequéncia v, expressa como p = a cosvt, é conveniente adotar 7 = vt como
a nova variavel independente. Dessa forma, temos que 6 = 120" , onde a linha denota a
derivada em relagao a 7. Definindo os parametros adimensionais o = ;%, e = ¢, 0 = %,

i = ;& e escolhendo o de forma que ’

sinf = 0.

mlh + mgsin @ —

2Kk90° __
mly?

1, a equacgao do movimento se torna

[ sin 0

0" + asinf — (2.1)

0 —ecosT —cosf

Os valores § = 0 e § = 7 correspondem aos pontos que sao equilibrios para todos
os valores dos parametros. Nosso objetivo é estudar a estabilidade paramétrica desses
equilibrios usando a formulagao Hamiltoniana.

Fazendo z = 6 e y = 0', a equagdo do movimento (2.1) pode ser escrita como um
sistema Hamiltoniano

' = H,, y = —H,,
cuja funcao Hamiltoniana é

1
H(z,y, T, p,a,0,6) = §y2 —acosx — prlog(d —ecosT — cosx). (2.2)
Os dois equilibrios tém suas posicoes perpendiculares ao fio horizontal, a saber

P, =(0,0) e P, = (7,0). Quando ¢ = 0, temos um sistema autéonomo com um grau
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de liberdade que descreve o movimento de um péndulo carregado e sem oscilagao no
fio horizontal. Nesse caso, temos o seguinte resultado sobre a estabilidade linear dos
equilibrios.

Proposicao 2.1. Supondo € = 0, temos as sequintes regioes de estabilidade e instabi-
lidade para os equilibrios Py e Py do sistema Hamiltoniano (2.2):

e Para o equilibrio Py, a regido de estabilidade é dada por i < o(d — 1), e a regido
de instabilidade € dada por > a6 —1).

e Para o equilibrio Py, a regiao de estabilidade € dada por p > a(d + 1), e a regido
de instabilidade € dada por p < a6+ 1).

Demonstracao. As matrizes hessianas sao da forma

o)

onde A = a — 5*; para o equilibrio P, e A = — « para o equilibrio P;. Logo, a

M
3+1
parte quadrética de H ¢ da forma Hy = 3(Az? + y?).

De acordo com o Teorema de Dirichlet [14], o equilibrio é estével se Hy for definida

positiva. Por outro lado, se Hs for indefinida, entao a matriz do sistema linear

0 1
—-A 0
tera autovalores reais e, portanto, o equilibrio é instavel.

Podemos concluir que o equilibrio é estavel quando A > 0 e instavel quando A < 0,
como desejado. O]

Observagao 2.2. Observamos que, quando p = 0, a equagao (2.1) descreve o movimento
de um péndulo simples, sem carga e sem oscilacao no fio horizontal. Nesse caso, o
equilibrio P; é estavel, enquanto P, é instavel. A partir da Proposicao 2.1, concluimos
que, para o pendulo carregado, o equilibrio estavel P, do péndulo simples torna-se
instavel quando p > «(d — 1) > 0, enquanto que o equilibrio instdvel P, do péndulo
simples torna-se estavel quando g > «(d + 1) > 0.

3 Estabilidade Paramétrica

Nosso objetivo é estudar a estabilidade paramétrica do sistema linearizado de (2.2)
no espaco dos parametros. Para isso, faremos uso do Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii,
veja [13], cujo enunciado segue abaixo.
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Considere um sistema Hamiltoniano linear, cuja funcao Hamiltoniana é da forma

1 n
H =23 opad + )+ cHy + 2 Hy oo (3.1)
k=1
onde Hy, H, - - - sao formas quadraticas nas variaveis x1,yq, - - - , T, ¥, com coeficientes

continuos e 27 periddicos em t.

Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii. Para e > 0 suficientemente pequeno, o sistema
liner com hamiltoniano (3.1) é estdvel se, e somente se, as quantidades oy nao estao
vinculadas pelas relacoes

o, +o0, =N, (32)

comkl=1,2---n e N==£1,4+2---.

Fazendo ¢ = x —xgen =y, com o = 0 para P, e vy = m para P, as funcoes
Hamiltonianas linearizadas de (2.2) sao dadas por

—1—¢ccosT

[ )

2 2
H(n, 71, 0,6,e) = %—(5 K 04) %, para P (3.3)
n

1 £
H ) = — — = bs. 3.4

(577777-7/117047 78) 2 +<(5+1—€COST Oé> 27 para 2 ( )
Para simplificar o trabalho, definimos s; = —1, so =1, =90 — 1, e 0o = 0 + 1. Dessa
forma, utilizaremos apenas uma expressao para representar os Hamiltonianos (3.3) e
(3.4), dada por:

2 2
n p §
H({,n,T,,u,a,(S, 5) = E + S; (m - OZ) 5, (35)

onde o indice 7 estd associado ao equilibrio P;, com 7 = 1,2. O polinémio caracteristico
do sistema pode ser expresso da seguinte maneira:

)\2_’_8'#—0@—}—@50087‘

0; — ECOST

Por se tratar de um sistema nao-autonomo, a analise da estabilidade torna-se mais com-
plexa. Para estudar a estabilidade paramétrica faremos uso da frequéncia do sistema
nao perturbado, € = 0, que é dada por

W= &(%—a) (3.6)
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No caso de um grau de liberdade, a equacao (3.2) assume a forma 2w = N, com
N ==+1,42,---. Assim, do Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii, se para algum nimero
inteiro N a frequéncia dada em (3.6) satisfaz 2w(u, a, §) = N, entao o sistema linear nao
perturbado nao é parametricamente estavel, ou seja, em qualquer vizinhanca existe um
sistema instavel. Analisando o sistema no espaco dos parametros (u, «v, 4, €), a equagao
2w(p, a,0) = N, N > 1, define uma superficie no subespaco (i, @, d,0). Assim, para
qualquer ponto (ug, ap, dg, 0) sobre essa superficie, se € > 0 entdo o ponto (1o, v, do, €)
pode ou nao ser estavel. Construiremos, portanto, superficies fronteiras das regioes de
estabilidade e instabilidade no espago dos parametros (i, «, 6, ). Essas superficies serao
definidas como graficos sobre o espaco (p, d,¢), expressas como séries de poténcias em
e e seus coeficientes dependendo de p e 6.

a = ap+ a1 + age? + aze® + aue® + O(e°), com aj = a;(p, ), j >0, (3.7)

2 o1, . .
sendo ap = £ — siNT para o equilibrio P;, 1 =1, 2.

Substituindo (3.7) no Hamiltoniano (3.5) e reorganizando em série de poténcias de
g, obtemos

N2 5 1, & H j j
H(f,n,T,u,a,é,g):?ﬁ —1—577 —siZ§ Oéj—FCOST gl. (3.8)
i1 i
Fazendo a mudanca de variaveis simpléticas

1
gz\/_w—0x7 n= \/woya WSISi <§_O‘O>

o Hamiltoniano (3.8) se torna

H(z,y, T, 1,0, €) = ?(IQ + y2) +eHy +*Ho+ -, (3.9)

2 . . ~ sy ., .
onde H; = —s;% (ozj — 5?% cos’ 7'), j > 1, sao formas quadraticas nas variaveis x,y
1
com coeficientes continuos e 27 periddicos em 7.

Com o intuito de simplificar o ultimo hamiltoniano, faremos a seguinte mudanca de
coordenadas simpléticas:

T = coswyTX + sinwyTY, Yy = —sinwyT + coswTY

onde wy = % Essa rotacao elimina o termo Hj, reduzindo substancialmente os calculos
subsequentes. Nessas novas coordenadas, o Hamiltoniano (3.9) assume a forma

1 Nt N7 _\° . :
H=—s Z N <cos TX + sin 7Y> (aj — % cos’ 7') =8 (3.10)

J=1

ReviSeM, Ano 2023, N°. 2, 1-19 7



Menezes Neto, J. L. de; Carvalho, A. C.; Carvalho, R. F. L.

onde o indice ¢ = 1,2 esta associado, respectivamente, aos equilibrios P, e P, como
pode ser visto na Equacao (3.5).

4 As Superficies que separam as regioes de Estabi-
lidade e Instabilidade

Para obtermos os coeficientes a; da expressao (3.7) das superficies que separam
as regioes de estabilidade e instabilidade, utilizaremos o método de Deprit-Hori. Este
método é descrito em detalhes em [13], e outras referéncias como [1, 8, 9] também
podem ser consultadas. Resumidamente, o método consiste no seguinte:

Considere um sistema Hamiltoniano da forma

de  9H dX  OH

dt — oxX’ dt  Or

com Hamiltoniano

oo Em
H(z, X te)=> %Hm(x, X, 1), (4.1)
m=0
onde z = (zq, -+ ,x,), X = (X1, -+, X,) s@o as posi¢oes e os momentos do problema

e € é um pequeno parametro positivo.

O método de Deprit-Hori permite a construcao de uma transformacao de coorde-
nadas simpléticas que leva o Hamiltoniano (4.1), dependente do tempo ¢, para um
Hamiltoniano autonomo da forma

K(p,P) = k02p2 + knupP + koo P, (4.2)

onde k;jj = > ° | kgn)em, com k;z(jm) dependendo de aq, s, ..., a,,. A equagao carac-

teristica associada a esse Hamiltoniano é dada por
M — (K2, — 4hoyokg) = 0.

Dessa forma, a regiao de estabilidade é definida pela desigualdade 4kogkos > k?,, en-
quanto a fronteira entre as regioes de estabilidade e instabilidade é dada pela igualdade
4]4320]{302 = k%l

Em nosso caso especifico, ao aplicarmos o método de Deprit-Hori ao Hamiltoniano
(3.10), obtemos um Hamiltoniano auténomo nas varidveis simpléticas p e P da forma
(4.2), cujo termo ky; é identicamente nulo. Dessa forma, a equagdo caracteristica é
dada por

A+ dkgokoz = 0.
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Assim, a regiao de estabilidade é determinada pela desigualdade kogkgy > 0, cuja fron-
teira é dada pela equacao kyokos = 0, ou seja, quando

k‘zo =0 ou kog =0. (43)

Ao igualarmos a zero os coeficientes de todas as poténcias de ¢ nas expressoes kog €
ko2, encontramos os coeficientes o;(p, §) em (3.7) e, portanto, as superficies fronteiras
no espago dos parametros (u, «v, 0, €).

4.1 As Superficies Fronteira para ¢ suficientemente pequeno

Para cada ressonancia 2w = N, N = 1,2,---, aplicamos o método de Deprit-Hori ao
Hamiltoniano (3.10), obtendo as superficies fronteira.

Teorema 4.1. As superficies fronteiras que separam as regioes de estabilidade e insta-
bilidade associadas a ressonancia 2w = 1 sao parametrizadas por

e g +aiie + e’ +afie’ +afie’ + O(), (4.4)
o = —— + g + o€+ o@aQ + af363 + Ozf4€4 + O<€5)7 (4~5)

onde

202’ 267 46;
2 2 3
LB (3 sip p (g Wsip — p=  sipt
s 53( T3, 3253)’ Ha 865< 65 602 T ase
Qqp = _afla Qg = Of;rga Qg = 0‘;%7 Qpy = ozﬂ.

Demonstra¢ao. Aplicando o método de Deprit-Hori ao Hamiltoniano (3.10) com N = 1,
obtemos um Hamiltoniano da forma (4.2), em que o coeficiente kq; é identicamente igual
a zero. Os coeficiente ko € koo sao dados por

koo = k%)e + k’%eQ + ké‘z)s?’ + O(e%),

koo = ke + ke + KD + ()
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onde

1 Si [ 1
W= 3 (F )

s 1 (s 3a 3
]C(Q) _ _ﬂ_sza2 1S 20 B
2 >~ 2 Ta\g e )t Tee
(3 _ 3 Si03 3si o1 3o Bsf
A *(@*W@*Tsz 8
5 s 3513
- (ot S - T
T 640
k(();) = —ké(l))—sioéh
2 9 3o b
« 25,00 11?
K = =k — 20105 — 5i(208 + ag) + 2 _ 2010

o3 o4

Usando as equacoes (4.3), podemos obter os coeficientes «; de (3.7) para duas
superficies no espaco dos parametros da seguinte forma:

Si

Para k%) =0, temos F (& — 2a1> =0, o que implica que af; = . Substituindo

i
297
esse valor na expressao de ké%), a equagao ké? = 0 se torna
2
S;vp - Sih M
N 3 T 4
2 407 160;

H Silt

o ~ 3
Substituindo os valores encontrados para a; e ag na expressao de kéo), encontramos o

=0,

o que implica

valor de aj;. O processo pode ser repetido até a ordem desejada, obtendo assim as
parametrizagoes dessas superficies conforme descrito em (4.4) e (4.5). ]

As duas superficies encontradas no Teorema 4.1 delimitam a regiao de instabilidade
associada a ressonancia 2w = 1. O indice ¢+ = 1 esta relacionado ao equilibrio P,
enquanto o indice i = 2 esta associado ao equilibrio P,, como mostrado na Equagao
(3.5). A Figura 2 apresenta trés se¢oes planares da regiao de instabilidade associada ao
equilibrio P;. Elas foram obtidas pela intersecao com os planos 4 = 5, u = 30 e u = 50,
com 6 = 4. Ja a Figura 3 esta relacionada ao equilibrio P, e mostra a interse¢ao da
regiao de instabilidade com os planos p = 10, g = 400 e p = 800, com § = 10.
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Figura 2: Respectivamente, se¢oes planares u = 5, p = 30 e . = 50 para o equilibrio
P, comd =4

068’
745

0.67 74.0

a 0.66 a 735

73.0
0.65
725

0.64f,

72.0
0.

Figura 3: Respectivamente, secoes planares ;1 = 10, o = 400 e ;1 = 800 para o equilibrio
P com 6 =10

Teorema 4.2. As superficies fronteiras que separam as regioes de estabilidade e insta-
bilidade associadas a ressonancia 2w = 2 sao parametrizadas por:

at = —s + g + adye® + adet + O(£%), (4.6)
— I -2 - 5
a = —s+ 5 + ane” + age” + O(e), (4.7)

onde o0s coeficientes sao dados por

043—2 = H (951 — 5/1181')7

1264
_ Iz
Qg = W(%i + p154),
I 3 2 2 3
af, = 305655 (2160s;6; — 198967 11 — 7268;0;14° + 7631°)
- H 3 2 2 3
= (—4325;6% — 31562 — 425,0; 5i°) .
2 34563i5§( 54 = 250" + 540)

Demonstracao. Nesse caso, usando N = 2, obtemos que os coeficientes kog € ko sao
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dados por

k(l) _ _Sial

20 1

JRC _af s n Bsip 5

20 16 4 165 480}

k(3) _ Qo Sia:{) 83 D b _ 55512@1#2
2 8 32 4 | 3200 288!
k‘(l) _ _S,L'Otl

02 1

2 2

JACI - Q7 S Sl ol

. 16 4 1667 48]
]{3(3) o _a1a2 . Si(l(:{' _ S;0l3 Qb Sia1ﬂ2
02 =

8 32 4 320 1 28861

Entao, as equacgoes koy = 0 e koo = 0 nos fornecem, respectivamente, as superficies
dadas por (4.6) e (4.7). O

instavel

Figura 4: Superficies dos casos N = 1,2 para o equilibrio P, com § = 4

A Figura 4 apresenta duas superficies associadas as ressonancias 2w = 1 e 2w = 2 do
equilibrio P;. Elas delimitam duas regioes de instabilidade e uma regiao de estabilidade
quando 6 = 4. Por outro lado, a Figura 5 esta relacionada as ressonancias 2w = 1
e 2w = 2 do equilibrio P, e mostra duas regioes de instabilidade e uma regiao de
estabilidade com ¢ = 10.
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instavel

Figura 5: Superficies dos casos N = 1,2 para o equilibrio P, com § = 10

Teorema 4.3. As superficies fronteiras que separam as regioes de estabilidade e insta-
bilidade associadas a ressonancia 2w = 3 sao parametrizadas por

981'
af = -+ g +agie +ahe” +afye’ +agie’ + O(E), (4.8)
I _% ﬁ - - 2 - 3 — 4 5
o = 1 + 5 + g€ + agpe” + agae” + age” + O(€°), (4.9)
onde
af; =0 od, = L(g(gi -~
’ 166} ’
!
O‘;—:’) = 3956 (45? — 4s;0;p + Iug)
+ H

= ——— (1920s;67 — 60807 v + 965;0;14> — 134°)

3 = 0y, gy = Oy, gy = 0y
_ 1
Qg3 = ~ 305 (467 — dsi0ip + p12) .

ReviSeM, Ano 2023, N°. 2, 1-19 13



Menezes Neto, J. L. de; Carvalho, A. C.; Carvalho, R. F. L.

Demonstracao. Para N = 3, os coeficientes ko € koe sao dados por

k:(l) _ _Sin
20 6

2 . . 2
P 01 s sip
20 54 6 +125§ 966}

1% ; 1 S; o«

k(3) _ _041062 _ Szal _ S;3 R _1
20 27 243 6 6 \8,  9)F

1 1 4 13s;0q 2 i3
4861 \5;, 288 ) T 19269

1 1 2 2 3 3 Sip(sip — 20;)
k(()2) = kéo)a k((n) = kéo)v k’(()z) = kgo) -

2

9609
Das equagbes (4.3), obtemos os coeficientes a; de (3.7) como nas equacoes (4.8) e
(4.9). -
4.0F ‘ ‘ : : - usF
instavel
351 ] 4.0f
estdvel instavel [ estavel
a 3.0t x o 3,5;
2.5} ] a0l -
estavel estavel instavel
2.0¢ instavel ] 25 ’
00 01 02 03 04 05 00 02 04 06 08 10
€ €

Figura 6: Secao planar p = 5 dos casos N = 1,2,3 para o equilibrio P, com § = 4;
Secao planar p = 50 dos casos N = 1,2, 3 para o equilibrio P, com § = 10.

Continuando o processo para inteiros N > 3, obtemos uma decomposicao intercalada
de regides de estabilidade e instabilidade no espago de parametros (u, «v, 0, ). Na Figura
6, apresentamos a esquerda essa decomposicao relativa ao equilibrio P, para N = 1,2,
e 3, quando p =5e d = 4. A direita, apresentamos a decomposicao para o equilibrio
P, para N = 1,2, e 3, quando = 50 e 6 = 10.

ReviSeM, Ano 2023, N°. 2, 1-19 14



Menezes Neto, J. L. de; Carvalho, A. C.; Carvalho, R. F. L.

5 Regioes de Estabilidade e Instabilidade para va-
lores arbitrarios de ¢ > 0: Analise Numérica

Na Secao 4 calculamos analiticamente as superficies de fronteira separando as regioes
de estabilidade e instabilidade para valores suficientemente pequenos de € > 0. Na pre-
sente se¢ao, utilizamos um método numérico, como descrito em [7, 13], para obtermos as
regioes de estabilidade e instabilidade no espago dos parametros para valores arbitrarios
de € > 0. Esse método também foi utilizada no trabalho [3].

5.1 Descricao do método numérico

Seja X (7) a matriz fundamental das solugbes do sistema linear dado pelo Hamiltoniano
(3.5) que satisfaz a condi¢ao X (0) = I, onde I5 é a matriz identidade de ordem 2. Esse
sistema é equivalente a equacao diferencial de segunda ordem

0; — ECOST

& + s (L . a) £=0. (5.1)

Usando a notagao

X(r) = ( (1) @12(7) > ’

T21 (T) T29 (T)

segue-se que z11(7) e z12(7) sdo solugdes de (5.1) enquanto x9(7) e x92(7) sdo obtidos
pelas igualdades xq1(7) = 2, (7) € z22(7) = 25 (7). Entdo podemos calcular numerica-
mente a matriz X (27) para cada valor dos parametros u, «,d e €.

O método para obter as regioes de estabilidade e instabilidade no espaco dos parametros
consiste em analisar a equagao caracteristica da matriz fundamental X (27) dada por

p? —2ap+1=0, 2a = x11(2m) + x90(27), (5.2)

onde |a|] > 1 implica que o equilibrio é instdvel, enquanto |a| < 1 implica em estabi-
lidade linear. Quando |a| = 1, obtemos a fronteira entre estabilidade e instabilidade,
ou seja, obtemos as superficies de fronteira que separam as regioes de estabilidade e
instabilidade.

5.2 Aplicando o método

Calculamos numericamente as regioes de estabilidade e instabilidade para valores ar-
bitrarios de € > 0, utilizando as mesmas condicoes usadas para os casos apresentados
na Figura 6. Isso nos permite comparar os dois casos.
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L

0.0 02 04 06 08 1.0

Figura 7: Secao planar calculada numericamente para p = 5,0 = 4, € [0,4] e e € [0, 1]
para o equilibrio P;. A regiao hachurada é de instabilidade e a branca de estabilidade

Assim como na Figura 6, consideramos o equilibrio P, com = 5, § = 4, o variando
em [0,4], e € variando em [0,1]. Os resultados obtidos estao apresentados na Figura
7. As regioes hachuradas em laranja representam as regioes de instabilidade, enquanto
as regioes em branco indicam estabilidade. Na parte inferior da figura, podemos ob-
servar uma faixa horizontal associada aos valores de « no intervalo [0, 1,6667], o que
é consistente com a Proposicao 2.1. De acordo com a proposicao, o equilibrio P, é
instavel para a < p/(8 —1) = 5/3 ~ 1,6667. E importante notar que essa faixa nao é
visivel na Figura 6 porque as superficies foram calculadas apenas na regiao de estabi-
lidade fornecida pela Proposicao 2.1. As outras regioes de instabilidade, de baixo para
cima, correspondem as segoes planares associadas as ressonancias 2w = 1 (o = 1,9167),
2w =2 (v =2,6667) e 2w =3 (a = 3,9167).

No caso do equilibrio Py, consideramos p = 50, 6 = 10, « variando no intervalo [2, 5]
e € variando no intervalo [0, 1]. A Figura 8 apresenta os resultados dos nossos calculos
numeéricos. De acordo com a Proposigao 2.1, o equilibrio é instével para o« > p/(0+1) =
50/11, o que corresponde a faixa horizontal na parte superior da figura. As regices de
instabilidade abaixo dessa faixa representam as regides de instabilidade associadas as
ressonancias 2w = 1 (a = 4,2954), 2w = 2 (o = 3,5454) e 2w = 3 (a = 2,2954).

6 Conclusao

Estudamos a estabilidade paramétrica de um péndulo planar eletricamente carregado
proximo a um fio horizontal de comprimento infinito que também esta eletricamente
carregado e sujeito a uma oscilagao harmonica vertical. O problema depende de quatro
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N
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40f

a3 5F

30F

26t

0.0 UIZ D.‘4 : 0.‘5 OIS 1.‘0

Figura 8: Secao planar calculada numericamente para p = 50,0 = 10, € [2,5] e
e € [0,1] para o equilibrio P,. A regiao hachurada é de instabilidade e a branca de
estabilidade.

parametros adimensionais (i, @, d,e). Quando g = 0, obtemos um péndulo simples
sem carga e sem oscilagdo no fio horizontal. Quando ¢ = 0 (e u # 0), obtemos um
sistema autonomo que descreve o movimento de um péndulo carregado sem oscilagao
no fio horizontal. Neste caso, determinamos as regioes de estabilidade dos equilibrios
no espago dos parametros (u,«,d). Em particular, concluimos que, para o péndulo
carregado, o equilibrio estavel P, do péndulo simples torna-se instavel quando p >
a(d—1) > 0, enquanto que o equilibrio instavel P, do péndulo simples torna-se estavel
quando g > a(d+1) >0

Para valores suficientemente pequenos de ¢ > 0, utilizamos o Teorema de Krein-
Gelfand-Lidskii e o Método de Deprit-Hori para construir superficies de fronteira que
separam as regides de instabilidade e estabilidade no espago de parametros (u, a, 9, €).
As expressoes dessas superficies foram calculadas analiticamente nos Teoremas 4.1, 4.2
e 4.3. Por outro lado, para valores arbitrarios de £ > 0, utilizamos um método numérico
para calcular as regioes de instabilidade e estabilidade no espaco dos parametros, cujos
resultados foram apresentados nas Figuras 7 e 8. Com isso, obtivemos uma decom-
posicao intercalada de regices de estabilidade e instabilidade no espago dos parametros.
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