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Resumo

Os ntmeros primos desempenham um papel fundamental na Teoria dos Numeros e
tém aplicagoes que vao além da Matematica. Em particular, na Teoria dos Cddigos e
também na Criptografia, as propriedades dos niimeros primos sao relevantes, porque,
a partir delas, é possivel garantir o armazenamento de dados e o envio de mensagens
de forma segura. E isto se evidencia no comércio eletronico quando dados pessoais
devem ser mantidos sob sigilo. A prova de que ,/p ¢ um nimero irracional, para
todo primo p, é conhecida, se nao por todos, mas pela maioria dos estudantes de
Matematica, e tal prova é, em geral, dada por meio de uma propriedade basica dos
nimeros primos: se p divide o produto de dois inteiros, entao, ele divide ao menos um
deles. Tal resultado é base de outros nao menos importantes, como, por exemplo, o que
é dado pelo Teorema Fundamental da Aritmética, que vem a ser o resultado basilar da
Teoria dos Ntimeros. Neste artigo, apresentamos uma prova da irracionalidade de %y/p
por meio de resultados da Teoria dos Residuos Quadraticos, especialmente, pela Lei da
Reciprocidade Quadratica de Gauss.

Palavras-chave: Numero irracional; Numero primo; Residuo quadratico; Reciproci-
dade quadratica.

Abstract

Prime numbers play a key role in number theory and have applications beyond Mathe-
matics. In particular, in the Theory of Codes and also in Cryptography, the properties
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of prime numbers are relevant, because, from them, it is possible to guarantee the
storage of data and the sending of messages in a secure way. And this is evident in
e-commerce when personal data must be kept confidential. The proof that \/p is an
irrational number, for every prime p, is known, if not by everyone, at least by the majo-
rity of Mathematics students, and such a proof is, in general, given by means of a basic
property of numbers primes: if p divides the product of two integers, then it divides at
least one of them. This result forms the basis of other equally important results, such
as, for example, what is given by the Fundamental Theorem of Arithmetic, which is
the basic result of the Theory of Numbers. In this article, we present a proof of the
irrationality of %/p using results from Quadratic Residue Theory, especially, by Gauss’s
Law of Quadratic Reciprocity.

Keywords: Irrational number; Prime number; Quadratic residue; Quadratic recipro-
city.

1 Introducao

O conjunto dos nimeros naturais sao os mais familiares dentre os conjuntos numéricos
classicos. Tais ntimeros sempre ocuparam e ainda ocupam uma posi¢ao de destaque na
Teoria dos Numeros. Segundo [8], ilustres matematicos se destacaram por estabelecer
importantes resultados relacionados a essa teoria. Entre eles, podemos citar Pitdgoras
(569-500 a.C.), Euclides (~ 350 a.C), P. Fermat (1601-1665), L. Euler (1707-1783), A.
Legendre (1752-1833), C. Gauss (1777-1855), J. Hadamard (1865-1963), G. H. Hardy
(1877-1947).

E importante destacar que esses matemadticos nao desenvolviam resultados com a
finalidade de que eles um dia viessem a ser aplicados em problemas do cotidiano. A
elegancia e desafios desses resultados eram suficientes para atrai-los, e isso também é
verdade para os atuais estudiosos da drea. Atualmente, aplicagoes em diversas areas
tais como Fisica, Quimica, Acustica, Biologia, Computacao, Codificagao e Criptografia
fazem da Teoria dos Niimeros uma area mais atraente, ao menos para os leigos que se
deleitam em aplicagoes da Matematica em problemas do dia a dia.

No conjunto dos niimeros naturais, ha a classe dos niimeros primos, que é certamente
a mais importante de nimeros inteiros. Isso se deve ao Teorema Fundamental da
Aritmética (TFA), o pilar da Teoria dos Nimeros, que afirma o seguinte: Todo nimero
natural a > 1 pode ser escrito, de maneira unica exceto pela ordem dos fatores, como um
produto de poténcias de primos. Em outras palavras, os nimeros primos sao suficientes
para gerar todos os inteiros diferentes de 0 e £1. Isso mostra a importancia desses
nuimeros para a Teoria dos Nuimeros. Do ponto de vista de divisibilidade, os primos sao
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os mais simples, pois os Unicos divisores positivos de um primo p sao 1 e o proprio p.

A Teoria das Congruéncias ou Aritmética Modular ocupa uma posicao de destaque
na Teoria Elementar dos Niimeros, e nela se estuda as propriedades de congruéncias que
sao extremamente uteis, pois sao uma forte ferramenta de investigagao sobre divisibili-
dade. Por meio de suas propriedades basicas, é possivel obter outras mais substanciais,
e delas decorrem resultados centrais da Teoria dos Numeros, como, por exemplo, o
Teorema de Fermat e o Teorema de Euler, os quais estabelecem duas importantes con-
gruéncias. O Teorema de Fermat assegura que, se p é um nimero primo e a é qualquer
inteiro relativamente primo com p, isto é, mdc(a, p) = 1, entao,

a’~' =1 (mod p). (1.1)
Ja o Teorema de Euler nos mostra que, se a e m sao inteiros, com mdc(a, m) = 1, entao,
a?™ =1 (modm), (1.2)

sendo ¢ a fungao de Euler. Nota-se que, quando m = p, obtém-se (1.1) a partir de
(1.2). Sendo assim, o Teorema de Fermat ¢ um caso particular do Teorema de Euler.
Ainda dentro deste contexto, destaca-se que as propriedades das congruéncias per-
mitem estudar substancialmente um dos mais notaveis problemas da Teoria Elementar
dos Numeros, a saber, a resolucao, em Z, de uma congruéncia quadratica da forma

2 = a (mod p),

em que p é um nimero primo positivo e a é um inteiro qualquer. Quando existe um
inteiro z tal que z3 = a (mod p), diz-se que a é um residuo ou resto quadrdtico mddulo
p. O estudo de tais niimeros ¢é a esséncia da Teoria dos Residuos Quadraticos, e os dois
problemas centrais relacionados sao os seguintes:

1. Dado um primo p, quais inteiros sao residuos quadraticos de p e quais nao sao;

2. Dado um inteiro a, determinar os primos p para os quais a ¢ um residuo quadratico
e aqueles para os quais a nao é um residuo quadratico.

O primeiro problema, em principio, é resolvido por meio do Critério de Euler, em-
bora ele nao seja pratico para primos relativamente grandes. O segundo é de fato mais
dificil, e exigiu quase cinquenta anos de esforgos de matematicos como Euler, Lagrange
e Legendre, antes que Gauss apresentasse a primeira solucao completa. A solugao dos
problemas supracitados envolve conceitos e resultados que sao classicos da Teoria dos
Residuos Quadraticos. De um modo geral, a forma mais eficaz de resolvé-los é por meio
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da Lei da Reciprocidade Quadratica, uma das grandes contribuicoes de Gauss a Teoria
dos Numeros. Ela conecta a solubilidade de duas congruéncias quadraticas,

2 =p (modq) e 2* = ¢ (modp),

em que p e q sao primos impares distintos. E Importante destacar que essa lei ja era do
conhecimento de Euler e Legendre, mas foi provada por Gauss, provavelmente, sem o
conhecimento dos trabalhos de ambos. Gauss, com a idade de 18 anos, no ano de 1795,
achava que este resultado era verdadeiro apods elaborar uma tabela de 10000 valores
para o Simbolo de Legendre (p/q). Contudo, ele sé encontrou uma prova depois de
um ano, e publicou em seu livro Disquisitiones Arithmeticae, no qual apresentou duas
demonstracoes, sendo uma delas usando Inducao Matematica. Porém, constata-se que
Gauss apresentou um total de 8 provas distintas da Lei da Reciprocidade Quadratica.
Para mais detalhes, veja [2].

O trabalho estd organizado da seguinte forma: Na Secao 2, apresentamos defini¢oes
e resultados basicos relacionados a Teoria dos Residuos Quadraticos. Antes disto, con-
sideramos as principais propriedades das congruéncias, de forma que se possa obter
resultados mais avancados. A Secao 3 é dedicada as contribuicées do nosso trabalho,
essencialmente, os resultados dados pelos Teoremas 3.4, 3.5, 3.6 e 3.7. Finalmente, na
Secao 4, apresentamos as consideragoes finais e perspectivas.

2 Definicoes e Resultados

Destacaremos a seguir os resultados necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
Para mais detalhes sobre o assunto, indicamos as referéncias [5] e [8]. Nelas, o leitor
podera verificar com mais acuidade os resultados aqui apresentados.

Definicao 2.1. Sejam a e b inteiros e m um ntimero natural. Diz-se que a é congruente
a b modulo m quando m divide a — b. Em simbolos,

a =b (modm) ou  a=,b.

A relagao de congruéncia modulo m possui propriedades importantes, e algumas
delas semelhantes as da relagao de igualdade entre inteiros. Com efeito, de inicio, ela
¢ uma relagao de equivaléncia sobre Z. O conjunto quociente de Z por esta relagao é,
em geral, indicado por Z,,. Por meio do Algoritmo da Divisao, tem-se

Loy =10, 1,...,m — 1},

em que 7 = {z € Z : x = r (modm)}. E claro que, se a € Z é um mltiplo de m,
entdao, em Z,,, @ = 0. Ademais, dados a, b, c e d inteiros quaisquer, valem as seguintes
propriedades:
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lLas,bec=,d= (a+c)=,((b+d) e ac=, bd.
2. a=,b= d¥=, b qualquer que seja k € N.

As propriedades reflexiva, simétrica e transitiva da relacao =,,, juntamente com as
trés propriedades descritas anteriormente, formam a base da Aritmética Modular. Com
elas, pode-se analisar, médulo m, nimeros relativamente grandes, como, por exemplo,
estudar médulo 11 o ntimero

22233 4 333722,

Neste caso, verifica-se que (222333 + 333%2%) = 6 (mod 11).

Defini¢ao 2.2. Sejam m e a inteiros, com m > 1 e mdc(a, m) = 1. Diz-se que a é um
residuo ou resto quadrdtico mdodulo m (ou de m), quando a congruéncia quadratica

2* = a (modm)

tem solugao inteira, isto ¢, existe um inteiro zg tal que 3 = a (modm). Do contrdrio,

a nao é um residuo quadratico médulo m (ou de m).

Quando a e b sdo inteiros congruentes médulo p, ou seja, a = b (mod p), entdo, a
é um residuo quadratico de p se, e somente se, b é um residuo quadratico de p. Dessa
forma, visto que {0,1,...,p — 1} é um sistema completo de residuos médulo p, entao,
para decidir sobre o carater quadratico de um inteiro qualquer, basta determinar quais
inteiros positivos menores do que p sao residuos quadraticos a fim de decidir o mesmo
para qualquer outro inteiro.

Exemplo 2.3. Consideremos o primo p = 11. Para determinar quais inteiros a, com
1 < a < 10, sao residuos quadraticos de p = 11, devemos verificar quais congruéncias
22 = a (mod 11) tém solugdes. Sob a congruéncia médulo 11, os quadrados dos inteiros
1,2,...,10 sao:

12=102=1, 22=92=4, 3¥=8=9, 42=7*=5, 5°=62=3.

Portanto, os residuos quadréticos (incongruentes) de p = 11 sao 1, 3, 4, 5 e 9, enquanto
que os nao residuos quadréticos (incongruentes) sao 2, 6, 7, 8 e 10. Para exemplificar
o que foi observado sobre inteiros congruentes, observemos o seguinte: uma vez que
1301 = 3 (mod 11) e 3 é um residuo quadratico de 11, entao, 1301 também o é.

Do exemplo anterior, observa-se que a quantidade de residuos quadréticos (incongru-
entes) de 11 coincide com a quantidade dos nao residuos quadraticos (incongruentes).
Isto se encaixa numa situacao geral, dada pelo seguinte teorema:
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Teorema 2.4. Se p é um primo impar, entao entre os inteiros 1,2,...,p — 1 existem
(p — 1)/2 residuos quadrdticos e (p — 1)/2 ndo residuos quadrdticos de p.

Uma prova para o teorema anterior pode ser encontrada em [8], no qual a base da
prova se baseia no seguinte fato: os residuos quadraticos de p pertencem as classes de
congruéncias que contéem os quadrados

2
292 (P17
b b ) 2

Portanto, entre os inteiros 1,2,...,p — 1, existem (p — 1)/2 residuos quadraticos de p,
e igual nimero que nao sao residuos quadraticos, pois

b1 p—1\ _p-1
2 2

Vamos indicar por R, o conjunto dos residuos quadraticos positivos de p e menores
»
do que p, dois a dois incongruentes médulo p, e por N, o conjunto dos nao residuos
) ) p
quadraticos positivos de p e menores do que p, também dois a dois incongruentes médulo
p. De acordo com o Teorema 2.4, os inteiros de R, sao obtidos reduzindo, médulo p, os

inteiros do conjunto
2
1 )12 92 p—1
o e (051))

Por exemplo, para p = 11, R, = {1%,2%,3% 42, 5%} = {1,4,9,16,25}. Logo,

Rin=1{1,3,4,59} e Nu=1{26,7,8,10}.

Um fato interessante é que todo inteiro a é um residuo quadratico de 2, isto é, a
congruéncia z* = a (mod 2) tem sempre solugao. Por outro lado, para um primo impar
p qualquer, decidir se um inteiro é ou nao um residuo quadratico é uma tarefa dificil,
a menos que se faga uso de resultados classicos do assunto, como o Critério de Euler
e a Lei da Reciprocidade Quadratica. Conforme observamos na Segao 1, os problemas
centrais relacionados a Teoria dos Residuos Quadraticos sao os seguintes:

1. Dado um primo p, quais inteiros sao residuos quadréticos de p e quais nao sao;

2. Dado um inteiro a, determinar os primos p para os quais a é um residuo quadratico
e aqueles para os quais a nao é um residuo quadratico.
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Definicao 2.5. Sejam p um primo impar e a um inteiro qualquer. Define-se o simbolo

de Legendre { %) ou (a/p) da seguinte forma:

1 se a é um residuo quadratico de p,
a - , "
<—> =<¢ —1 se anao é um residuo quadratico de p,

0 sep|a.

E necessario considerar propriedades aritméticas do simbolo de Legendre que possam
nos auxiliar a decidir sobre o carater quadratico de inteiros para primos arbitrarios.
Nesta direcao, o Critério de Fuler, dado a seguir, nos da uma caracterizacao bastante
importante.

Teorema 2.6 (Critério de Euler). Sejam p um primo impar e a um inteiro tal que
mdc(a,p) = 1. Entdo, a é um residuo quadrdtico de p se, e somente se,

a? V2 =1 (modp).
Para uma prova desse resultado, veja [8].
Exemplo 2.7. Paraa=2e p =11,
o1=1/2 — 95 = _1 (mod 11).

Portanto, 2 nao é um residuo quadratico de p = 11. Por outro lado, para a = 14 e
p = 1553,

14(155371)/2 — 14776
um numero com 890 digitos e, de fato, é bastante trabalhoso decidir se

14"% =1 (mod 1553) ou 147 # 1 (mod 1553).

O Exemplo anterior mostra que o Critério de Euler nao é tao eficiente quando con-
sideramos primos relativamente grandes. Por isso, faz-se necessario considerar outras
técnicas mais eficientes.

Teorema 2.8. Sejam p um primo impar e a e b inteiros quaisquer. FEntao, o simbolo
de Legendre tem as sequintes propriedades:

(1) Se a =b (modp), entio (a/p) = (b/p).
(2) (a®/p) =1, desde que p1 a.
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(3) (a/p) = a7 (modyp).
(4) (=1/p) = (~1)o072

(5) (ab/p) = (a/p) (b/p), ou seja, o simbolo de Legendre é uma funcao totalmente
multiplicativa.

Em [5], hd uma prova, usando apenas o Critério de Euler, de uma caracterizagao
dos primos para os quais 2 é um residuo quadratico; é o seguinte: se p ¢ um primo
impar, entao,

<2> 1 se p=1(mod8) ou p=7 (mod8), 2.1)
p) | -1 se p=3 (mod8) ou p=>5(mod8). '
Este é um exemplo de caracterizagao mais simples de ser resolvido sem o auxilio da

Lei da Reciprocidade Quadratica. Conforme destacamos, esse problema foi totalmente
resolvido por meio dessa lei.

Teorema 2.9 (Lei da Reciprocidade Quadrética). Sep e g sao nimeros primos impares

distintos, entdo
(g) (]%) EENCOICS)

Vamos agora a fungao de Euler, uma das mais importantes fungoes aritméticas.

Definigao 2.10. Para cada inteiro n > 1, indiquemos por ¢(n) o nimero de inteiros
positivos menores do que ou iguais a n que sao relativamente primos com n. A fungao
assim definida é chamada func¢ao ¢ de Fuler.

Em particular, ¢(8) = 4, pois os tinicos nimeros naturais menores do que ou iguais
a 8 que sao relativamente primos com 8 sao: 1, 3, 5 e 7. Se p é primo e k é um inteiro
tal que k£ > 1,

p(p*) =p* ="

Mais ainda, se m e n sdo nimeros naturais, com mdc(m,n) = 1,

p(mn) = p(m)p(n).

Por esta razao, sen > 1en = p’flp§2 ...pF é a fatoracdo canonica de n, entdo, por

meio de indugao sobre r, obtemos

p(n) = (P =) (52 =5 1) - (o — ')
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Por exemplo, como 1008 = 2* - 32 - 7, tem-se:
p(1008) = p(24)p(3%)p(7) = (2" = 29)(3% = 3)(7 — 1) = 288.

O Teorema de Dirichlet, em honra ao matematico alemao J. P. G. Lejeune Dirichlet
(1805-1859), é um resultado central na Teoria dos Nimeros e tem diversas aplicagoes em
diferentes ramos da Matemaética, como, por exemplo, na Teoria Analitica dos Ntumeros.
Este teorema fornece um resultado importante sobre a distribuicao dos niimeros primos,
e assegura que existem infinitos deles com determinados padroes aritméticos; isto vai
de encontro a percep¢ao de que os numeros primos se tornam cada vez mais escassos
a medida que os nimeros aumentam. O Teorema de Dirichlet tem uma prova relati-
vamente dificil e, por isso, nao serd aqui apresentada. Para este fim, recomendamos a
referéncia [4],

Teorema 2.11 (Dirichlet). Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1. Entao existem
nfinitos primos da forma ak + b, em que k € inteiro.

O resultado de Dirichlet diz nao somente que existe um nimero primo da forma
ak + b para algum k € 7Z, mas também que se considerarmos casos particulares de
inteiros a e b tais que mdc(a, b) = 1, entdo, a progressao aritmética ak + b, k € Z, tera
uma infinidade de primos. Por exemplo, para os inteiros a = 4 e b = 3, primos entre si,
existem infinitos niimeros primos da forma 4k + 3 com k € Z.

3 Resultados Principais

Nesta secao, apresentaremos as contribuicoes do nosso trabalho, dadas nos Teoremas
3.4, 3.5, 3.6 e 3.7. Comecamos pelo seguinte lema, que é uma consequéncia da Lei da
Reciprocidade Quadrética cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em [1, §].

Lema 3.1. Se p e q sao primos impares distintos, entao
geR, & ()P V2.pcR,

Lema 3.2. Sejam q > 2 um nimero primo e b € Z tal que (b/q) =1 e b =1 (mod4).
Entao, existe um inteiro impar a € {1,3,...,q — 2}, com b = a? (mod 4q).

Demonstragao. Como (b/q) = 1, a congruéncia quadratica

2? = b(mod q) (3.1)
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tem uma solucao zop = a em Z. Sem perda de generalidade podemos assumir que
a € {1,2,...,q— 1}. Com efeito, pelo Algoritmo da Divisao, existe um inteiro r tal
quer € {1,2,...,¢g — 1} e r = a(mod q) e, entdo, r também ¢é solucao de (3.1), o que
justifica a escolha de a. Ademais, é claro que ¢ — a também é solucao de (3.1) e, desde
que g é impar, a e ¢— a tém paridades diferentes com ¢—a € {1,2,...,q—1}. Portanto,
sem perda de generalidade, suponhamos que a é impar com a € {1,3,...,¢—2} e, assim,
a’ =1 (mod 4). Por outro lado, o fato b = 1 (mod 4) implica b = a*® (mod 4). Portanto,

q|b—a® e 4|b—ad’
Desse modo, b = a? (mod 4q), pois mdc(4, ¢) = 1. O

O resultado a seguir nos dé um critério sobre o carater quadratico entre dois primos
impares distintos.

Teorema 3.3. Sejam q e p primos impares distintos. Entao, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(1) q é um residuo quadrdtico modulo p.
(2) Existe um inteiro impar a € {1,3,...,q — 2} tal que

p=a® (moddq) ou p= —a* (moddq).

Demonstra¢ao. Suponhamos ¢ um residuo quadrético de p, isto é, (¢/p) = 1. Assim,

pelo Lema 3.1,
((_1)(p—1)/2p) .
— :
Agora, se p = 1 (mod4) ou p = 3 (mod4), entdo (—1)P~Y/2p = 1 (mod4). De fato,
p = 1 (mod4) implica (—1)?~1/2p = p =1 (mod4). Por outro lado, se p = 3 (mod 4),
(—=1)PY2p = —p=—-3=1(mod4).

Por isso, em ambos os casos, (—1)®~Y/2p = 1 (mod4). Desse modo, pelo Lema 3.2,
existe um inteiro impar a € {1,3,...,q — 2} tal que

(=1)®=Y2p = 42 (mod 4q).

Portanto,
p=a*(moddq) ou p= —a’®(mod4iq).
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Reciprocamente, existe um inteiro impar a € {1,3,...,¢ — 2}, com
p=a*(mod4q) ou p=—a®(modiq).

Sendo p = a? (mod 4q), entao, em particular, p = a® (mod4). Visto que, para todo in-
teiro fmpar a, a> = 1 (mod 4), obtemos p = 1 (mod 4). Agora, pela Lei da Reciprocidade

Quadratica,
00

Como p = a? (mod4q), tem-se p = a® (mod q) e, dai, (p/q) = 1. Por (3.2), obtém-se
(q/p) = 1. Agora, o fato p = —a? (mod 4¢) implica p = 3 (mod 4), pois —p = a? (mod 4)
e a? =1 (mod4). Dessa maneira,

@)+ ()=

Ainda pela Lei da Reciprocidade Quadratica,

(g) (g) N COICD)

Multiplicando a igualdade anterior por (—1/q),

(0 @) ()
Q-1 ()

Uma vez que (—1/q) = (=1)1"D/2, (=1/p) = (=1)®"D”? = —1 e (—p/q) = 1, temos

(@) _(—1) 5 (3.3)

Logo, (¢/p) = 1. Portanto, em ambos os casos, ¢ é um residuo quadratico de p. O

ou melhor,

Teorema 3.4. Se p € um primo impar, entao existe um primo q > 2, p # q, tal que

(g) = 1. (3.4)
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Demonstrac¢ao. Primeiramente, afirmamos que existe um inteiro b tal que 0 < b < 4p,
mdc(b,4p) =1 e

b# a*(mod4p) e b# —a®(moddp), Va € A,

em que A ={1,3,...,p—2}. Com efeito, notemos inicialmente que
p(4p) = ¢(4)e(p) = 2(p — 1),
de onde segue que existem 2(p — 1) inteiros entre os nimeros 1,2,...,4p que sao rela-

tivamente primos com 4p. Por outro lado, como a? # —a? (mod 4p) para todo a € A,
deduzimos que o conjunto A% = {a? —a® | a € A} possui exatamente p — 1 elementos,
digamos

A? = {ay,a,...,ap 9,0, 1}.
Consequentemente, pelo Algoritmo da Divisao, para cada ¢ =1,2,...,p — 1, existe um
inteiro r; verificando 0 < r; < 4p e

r; = a; (mod 4p).

Desse modo, podemos escolher um inteiro b entre os nuimeros 1,...,4p — 1 tais que
mdc(b,4p) = 1 e b # r; para todo ¢ = 1,2,...,p — 1 e, portanto, b satisfaz nossa
afirmacao. De fato, se existe a € A satisfazendo b = a? (mod 4p) ou b = —a? (mod 4p),
entao devemos ter b = r; (mod 4p) para algum i e, assim, 4p divide b — r;. No entanto,
como 0 < b, r; < 4p concluimos que b = r;, um absurdo. Por fim, invocando o Teorema
2.11, existe kg € Z tal que ¢ = (4p)ko + b é um ntmero primo. Logo, ¢ = b (mod 4p) e,
por conseguinte,

q # a® (mod4p) e q# —a®(moddp), Vac A.

De acordo com o Teorema 3.3, ¢ nao é um residuo quadratico médulo p, ou seja,

(0)--

Isto finalmente conclui a prova. O
Similarmente, pode-se provar o seguinte teorema.

Teorema 3.5. Se p é um primo impar, entao existe um primo q > 2, p # q, tal que

()
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Talvez a prova de que o ntimero real /2 é irracional seja a primeira a ser apresentada
para os alunos iniciantes de matematica. Para Pitadgoras, um matematico grego da
cidade de Samos, os niimeros racionais eram “completos”, no sentido de eles explicarem
todos os fendmenos naturais. Em [6], relata-se que um dos alunos de Pitdgoras, chamado
Hipaso, chegou & conclusio de que v/2 néo poderia ser escrito como uma fracao de dois
nuameros inteiros. Tal fato o levou a morte, pois a ideia de irracionalidade nao era
aceita, sob nenhuma hipotese.

Euclides, um matematico grego de Alexandria, foi o primeiro a provar a irracionali-
dade de v/2. A demonstracao dada por ele, feita por reductio ad absurdum, esta entre
as mais notaveis de toda a Matemadtica. Essa prova se encontra no classico livro Os
FElementos' de sua autoria. Desde entao, os nimeros irracionais passaram a ter um
tratamento & parte. HA vérias provas para a irracionalidade de v/2, todas baseadas
em resultados bésicos da Teoria Elementar dos Niimeros, como, por exemplo, por meio
do Teorema Fundamental da Aritmética, do Principio da Boa Ordenagao (PBO) e por
Fragoes Continuas, [7]. O mesmo principio utilizado por Euclides pode ser usado a
fim de provar que /p ¢ irracional qualquer que seja o primo positivo p. No teorema
seguinte, apresentamos uma prova por meio de residuos quadraticos.

Teorema 3.6. Se p € um primo impar, entio \/p € irracional.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, /p um nimero racional. Assim, existem a
e b inteiros tais que
pb* = a?,

em que b # 0. A luz do Teorema 3.4, tomemos um primo fmpar ¢ tal que p nao é um
residuo quadrético de g, isto é, (p/q) = —1. Agora, como as congruéncias

2? = a® (mod q) e 2% =b? (modq)

£)-()-

!Essa obra consiste no livro matematico mais bem-sucedido j& escrito. Com mais de mil edicoes,
ele é composto de treze volumes, fornecendo uma introdugao a Geometria Plana e a Geometria Sélida,
bem como a Teoria dos Numeros. Por exemplo, algumas propriedades da paridade de inteiros sao
dadas nas Proposicoes 21-29 do volume IX. O Algoritmo de Euclides para calcular o méximo divisor
comum de dois inteiros positivos é encontrado no volume VII nas Proposicoes 2 e 3, respectivamente;
e suas provas para a infinitude dos nimeros primos e uma condigao suficiente para que nimeros pares
sejam perfeitos sao encontradas no volume IX em suas Proposicoes 20 e 36, respectivamente.

tém solucao,
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De acordo com o item (5) do Teorema 2.8, o simbolo de Legendre é uma funcao total-
mente multiplicativa. Assim,

()= (0) () ) - ()
q q a) \¢q q)’
uma contradicao, pois (p/q) = —1. Portanto, /p é irracional. ]

Mais geralmente, usando argumento semelhante ao da prova do Teorema 3.6, pro-
varemos o seguinte resultado:

Teorema 3.7. Se p € um primo impar, entdo, 2/p € um niumero irracional para todo
inteiro positivo n.

Demonstracao. Suponhamos %/p um numero racional. Logo, por definicao, existem
inteiros positivos a e b tais que %/p = a/b, ou melhor,

pb*" = a*". (3.5)

Pelo Teorema 3.4, existe um primo ¢ > 2 satisfazendo (p/q) = —1. Por outro lado,
xo = a” e x(; = b" sdo, respectivamente, solucoes das congruéncias quadréticas

72 = a* (modq) e 2° = b* (modq).

5)-()

Assim, combinando (3.5) com (3.6), obtém-se

=(5)-(5)-0)

o que contradiz a escolha do primo q. ]

Portanto,

4 Conclusoes Finais e Perspectivas

A Teoria dos Residuos Quadraticos, um ramo da Teoria dos Niuimeros, possui resul-
tados substanciais com aplicagoes importantes, por exemplo, na busca de algoritmos
para fatoracao de nimeros inteiros, na construcao de bons cédigos e no estudo de cur-
vas elipticas e, neste ultimo caso, se aplica a corpos finitos, que sao fundamentais em
criptografia moderna. Em nosso caso, consideramos uma das principais contribuicoes
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de Gauss a Teoria dos Numeros, a Lei da Reciprocidade Quadratica, com a finalidade
de provar a irracionalidade de ntimeros da forma %/p, sendo p um ntmero primo e n
um inteiro positivo qualquer.

Embora o Teorema 3.7 seja considerado para nimeros primos impares, nao existe
restricdo para p = 2. Neste caso, para provar que v/2 é irracional usando o argumento
do Teorema 3.7, basta usar a caracterizacao dos primos p para os quais 2 é um residuo
quadrético ou nao de p dada em (2.1). Caracterizagdes como esta sao estabelecidas
para cada nimero primo p e isso decorre do Teorema 3.3, porém, a medida que o valor
de p cresce, isto se torna uma tarefa ardua. O leitor interessado pode ver [3] para uma
discussao detalhada sobre este topico.

E natural se questionar sobre uma prova para a irracionalidade de *+/p por meio
dos argumentos usados neste trabalho. No entanto, neste caso, o procedimento em
questao nao ¢é mais valido. Com efeito, suponhamos que exitam inteiros a e b tais que
b#0e 24/p = a/b, de onde segue que pb***! = a** 1. Agora, desde que

() () = (5)-6)

para qualquer niimero primo ¢, entao para aplicar nosso argumento é necessario conhe-
cer o carater quadratico de a e b médulo g, o que é uma tarefa dificil.
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