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Resumo

Encontrar a solução exata para um modelo matemático pode se tornar uma tarefa dif́ıcil,
ou até mesmo imposśıvel. Desta forma é imprescind́ıvel que técnicas para aproximação
de soluções sejam estudadas e empregadas toda vez que não seja posśıvel obter soluções
exatas. Neste artigo será considerada a teoria das perturbações para obter a solução de
uma equação diferencial com perturbação singular, onde será mostrado que a abordagem
padrão não fornece resultados satisfatórios. E portanto, uma nova abordagem se faz
necessária, neste caso será empregado o chamado método das expansões emparelhadas.

Palavras-chave: Perturbação singular; Solução assintótica formal; Expansão assintótica;
Emparelhamento assintótico

Abstract

Finding the exact solution to a mathematical model can become a difficult or even
impossible task. Thus, it is essential that techniques for approximating solutions be
studied and employed whenever it is not possible to obtain exact solutions. In this
article the perturbation theory will be considered to obtain the solution of a differential
equation with singular perturbation, where it will be shown that the standard approach
does not provide satisfactory results. Therefore, a new approach is needed, in this case,
the so-called method of matched asymptotic expansions will be used.
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1 Introdução

Soluções anaĺıticas de modelos matemáticos são muitas vezes dif́ıceis ou imposśıveis
de se obter, devido à não-linearidade, não-homogeneidade e em geral, suas condições de
contorno. Assim, dada a importância de se entender e encontrar uma solução para estes
modelos, se fazem necessárias ferramentas matemáticas para tal finalidade. Para isso,
há inúmeras técnicas matemáticas, mas neste artigo, destaca-se o uso de um conjunto
de técnicas oriundas da análise assintótica envolvendo um certo parâmetro pequeno. A
esse conjunto de técnicas denomina-se teoria de perturbações [1, 6, 7].

As técnicas de perturbação têm como finalidade decompor a solução do problema
original uε em uma sequência recorrente de problemas mais simples, envolvendo o
parâmetro pequeno 0 < ε ≪ 1, normalmente chamado de parâmetro de perturbação.
Com estes problemas mais simples, constrói-se uma solução assintótica formal u(∞)

(SAF) [2] do problema para uε, a qual é expressa como uma série de potências de ε.
E assim, obtém-se uma solução limite u0, quando ε é suficientemente pequeno, a qual
aproxima bem uε.

Sobre os tipos de perturbações, existem dois tipos: perturbação regular e per-
turbação singular. De forma geral, pode-se dizer que para um problema de perturbação
regular, a solução aproximada para valores pequenos de ε tem um comportamento
semelhante à solução limite, no sentido do cumprimento da equação diferencial e as
condições iniciais e/ou contorno. E no caso em que não há essa semelhança, temos
um problema de perturbação singular. Assim, a caracteŕıstica que os difere é que para
problemas de perturbação singular, a natureza do problema se modifica à medida que
o parâmetro pequeno ε diminui, enquanto que para problemas de perturbação regular,
a natureza do problema se mantém.

No contexto de equações diferenciais, a caracteŕıstica principal que difere os tipos
de perturbação é a presença do parâmetro ε acompanhando a derivada de maior ordem
na equação diferencial, ocasionando assim, no descumprimento da condição inicial e/ou
de contorno. Do ponto de vista f́ısico, o surgimento de perturbações singulares está
associado a regiões em que existem grandes mudanças no valor da variável dependente,
onde este tipo de região é chamada de camada limite [3]. Portanto, para obter soluções
satisfatórias em todo o domı́nio do problema, o estudo requer metodologias diferentes
nestas regiões, dado que a abordagem padrão para o caso de perturbação regular (ou
seja, tomando ε suficientemente pequeno) se mostra ineficiente. E para esta finalidade
será utilizado o método de expansões emparelhadas [4, 8].
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O método de expansões emparelhadas propõe a construção de soluções aproximadas
da solução exata em cada região, nas quais uma é uma boa aproximação na região
onde não há uma grande variação da variável dependente, chamada expansão exterior,
e outra que é uma boa aproximação na camada limite, chamada expansão interior. E
então, combina-se essas duas expansões através dos seus emparelhamentos, de forma
que se obtenha uma expressão válida para todo o domı́nio.

Para apresentar estas metodologias de solução será resolvido um problema de Dirich-
let singularmente perturbado, onde emprega-se o método das expansões emparelhadas.
Será apresentado também uma outra solução que aproxima a solução exata do pro-
blema, obtida de considerar a expansão em série de Taylor do termo não homogêneo
da equação diferencial.

2 Preliminares

Definição 2.1. (Śımbolo de ordem O grande [2]): Sejam o domı́nio D ⊂ Rn, n ∈ N, e
o conjunto E ⊂ R∗

+ de valores do parâmetro ε, 0 < ε ≪ 1. Seja Bε o espaço normado
das funções f : D → R com lei de formação x 7→ f(x, ε) e norma ∥f(x, ε)∥Bε definida
para cada ε ∈ E. A notação f(x, ε) = O(εN), N ∈ R, quando ε → 0+ na norma de Bε

é equivalente a afirmar que existem constantes A, ε0 ∈ R∗
+ tais que ∥f(x, ε)∥Bε ≤ AεN

para 0 < ε < ε0 ≪ 1.

Definição 2.2. (Expansão assintótica (EA) [2]): Sejam f, gk : D → R, k ∈ N, funções

do espaço normado Bε para cada ε ∈ E. A série infinita
∞∑
k=0

εkgk(x, ε) é uma expansão

assintótica de f(x, ε) se, e somente se, para qualquer N ∈ N, existe um número M0 tal
que, se m > M0, então

f(x, ε)−
m∑
k=0

εkgk(x, ε) = O(εN) , (2.1)

quando ε → 0+ na norma de Bε. Notação: f(x, ε) ∼
∞∑
k=0

εkgk(x, ε).

Definição 2.3. (Solução assintótica formal (SAF) [2]): Sejam B1ε, B2ε espaços nor-
mados, f ∈ B2ε e Lε : B1ε → B2ε um operador para cada ε. Seja uε ∈ B1ε a solução
exata da equação

Lεuε = f . (2.2)
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Uma solução assintótica formal de (2.2) é uma série infinita, não necessariamente
convergente,

u(∞)(x, ε) =
∞∑
k=0

εkgk(x, ε) , gk ∈ B1ε , (2.3)

tal que para qualquer N ∈ N existe um número M para o qual a relação

Lεu(m) − f = O(εN), (2.4)

em que

u(m)(x, ε) =
m∑
k=0

εkgk(x, ε) , (2.5)

é válida para todo m > M quando ε → 0+ na norma de B2ε.

Proposição 2.4 (Condição suficiente para uma SAF ser EA da solução exata [2]).
Seja Lε o operador em (2.2). Se Lε é linear e existem constantes A1 ∈ R∗

+, A2 ∈ R∗

independentes de ε, tais que ∥uε∥B1ε ≤ A1ε
A2∥f∥B2ε, então a SAF (2.3) é uma EA da

solução exata uε.

A demonstração pode ser encontrada em Bakhvalov e Panasenko [2].

3 Resultados Principais

Este espaço destina-se a apresentar o problema, onde primeiramente mostra-se que a
abordagem via teoria de perturbação regular é ineficaz, sendo assim necessária uma ou-
tra abordagem. Tendo isso em vista, propõe-se duas metodologias alternativas: série de
Taylor e emparelhamento assintótico. Vale ressaltar que estas diferentes metodologias
são empregadas na construção de SAF’s conforme (2.3) da solução exata do problema.

3.1 Formulação do problema

Para cada 0 < ε ≪ 1, procura-se uma SAF da solução exata uε ∈ C1(R+), em que
uε(t) = u(t, ε), do problema de perturbação singular adimensional

ε
duε

dt
+ uε = et , t ∈ R∗

+

uε(0) = 0.

(3.1)
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Tem-se que para cada ε, a solução exata do problema em (3.1) será dada por

uε(t) =
et − e−t/ε

1 + ε
. (3.2)

Este problema é um caso particular do Exemplo 3.1, pp.5-8, de [5].

3.2 Perturbação regular

Procurando uma SAF do problema em (3.1), de acordo com (2.4) e (2.5)) e obser-
vando que B1ε = C1(R∗

+), B2ε = C(R∗
+), f(t) = et, e que neste caso o operador é dado

por

Lε = ε
d

dt
+ 1 , (3.3)

tem-se

Lεu(m) − f = ε
du(m)

dt
+ u(m) − et

= ε
d

dt

[
m∑
k=0

εkgk(t)

]
+

m∑
k=0

εkgk(t)− et

=
m∑
k=0

g′k(t)ε
k+1 +

m∑
k=0

εkgk(t)− et

= (g0(t)− et)ε0 +
m∑
k=1

(
g′k−1(t) + gk(t)

)
εk + g′m(t)ε

m+1 , (3.4)

onde deve-se encontrar as funções gk(t) que garantam as condições de existência de uma
SAF, conforme a Definição 2.3.

Como g′m(t) ∈ B1ε, em particular tem-se que g′m(t) ∈ B2ε. Logo, g′m(t) se mantém
limitada em qualquer intervalo da forma [0, T ], T > 0, portanto, ∥g′m(t)∥B2ε ≤ A.
Então, tem-se que g′m(t)ε

m+1 = O(εm+1). Assim, para que Lεu(m) − f = O(εN) com
N = m+ 1, é suficiente que as funções gk(t) em (3.4) cumpram as condições

ε0 : g0(t)− et = 0, εk : g′k−1(t) + gk(t) = 0 , k ∈ {1, 2, ...,m} ,

ou seja, basta que todos os coeficientes até a ordem εm se anulem.
Assim, note que

gk(t) = (−1)ket , k ∈ {1, 2, ...,m} .
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No entanto, a SAF para o problema em (3.1) teria a forma

u(∞)(t, ε) =
∞∑
k=0

(−ε)ket . (3.5)

Note que qualquer truncamento de (3.5) satisfaz a equação diferencial em (3.1)
quando ε → 0+. De fato,

ε
du(m)

dt
+ u(m) = ε

d

dt

[
m∑
k=0

(−ε)ket

]
+

m∑
k=0

(−ε)ket

= ε

m∑
k=0

(−ε)ket +
m∑
k=0

(−ε)ket = (1 + ε)
m∑
k=0

(−ε)ket

= (1 + ε)et + (1 + ε)
m∑
k=1

(−ε)ket → et ,

quando ε → 0+. No entanto, observa-se que nenhum truncamento desta série satisfaz
a condição inicial de (3.1), mesmo considerando ε suficientemente pequeno, já que

u(∞)(0, ε) =
∞∑
k=0

εke0 =
∞∑
k=0

εk → 1 , (3.6)

quando ε → 0+, o que mostra que a expressão em (3.5) não reproduz o comportamento
da solução do problema (3.1). Na Figura 1 encontra-se a representação gráfica deste
fato, para ε = 0, 01 e os truncamentos de ordem ε0 e ε1 da série em (3.5).

Portanto, percebe-se que a abordagem padrão via perturbação regular não fornece
resultados satisfatórios, sendo assim, necessária uma outra abordagem.

3.3 Construção da SAF via expansão por série de Taylor

Fazendo ε → 0+, obtém-se da equação diferencial em (3.1) a seguinte equação
funcional algébrica

u0(t) = et, (3.7)

a qual não satisfaz a condição inicial em (3.1). Isso decorre do fato de que o problema
em (3.1) é um problema de perturbação singular. Note que (3.7) é o truncamento de
ordem ε0 da SAF em (3.5), ou seja, u(0)(t, ε) = u0(t).
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Figura 1: Gráficos para a solução exata uε e as SAF’s u(0) e u(1).

Temos que para t suficientemente grande, a expressão em (3.7) aproxima bem a
solução exata em (3.2) para ε suficientemente pequeno. De fato, quando ε → 0+,
tem-se de (3.2)

uε(t) =
et − e−t/ε

1 + ε
−→ et .

Mas note que da Figura 1 e (3.6) tem-se que a expressão em (3.7) não aproxima
bem a solução exata na vizinhança de t = 0. No entanto, deve-se encontrar uma SAF
que aproxime bem tanto na vizinhança de t = 0, quando para t suficientemente grande.
Para tentar encontrar tal SAF, considera-se uma transformação que dilata a variável t
na vizinhança de t = 0. Assim, considera-se uma nova variável independente

τ =
t

ε
. (3.8)

Com essa mudança, introduz-se uma nova incógnita vε(τ) = uε(ετ). Assim, pela
regra da cadeia tem-se

duε

dt
=

dvε

dt
· dτ
dt

=
1

ε

dvε

dτ
,
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e o problema em (3.1) transforma-se no seguinte problema de perturbação regular
dvε

dτ
+ vε = eετ , τ ∈ R∗

+

vε(0) = 0.

(3.9)

Procura-se uma SAF para o problema em (3.9) da forma (2.3), de acordo com
(2.4) e (2.5), mas agora em relação à variável τ e com coeficientes vk(τ). Neste caso,
B1ε = C1(R∗

+), B2ε = C(R∗
+), f(τ) = eετ e o operador é da forma

L =
d

dτ
+ 1 . (3.10)

Considera-se também a expansão pela série de Taylor com Resto Infinitesimal do
termo à direita de (3.9), em torno do 0 e em relação a ε. Ou seja, escrevendo

eετ =
m∑
k=0

(ετ)k

k!
+

1

(m+ 1)!

∂m+1(eετ )

∂εm+1

∣∣∣∣
ε=η

εm+1 =
m∑
k=0

(ετ)k

k!
+ τm+1eτηεm+1 , η ∈ (0, ε) .

Fazendo Lu(m) − f , obtém-se

Lu(m) − f =
d

dτ

[
m∑
k=0

εkvk(τ)

]
+

m∑
k=0

εkvk(τ)−
m∑
k=0

(ετ)k

k!
− τm+1eτηεm+1

=
m∑
k=0

(
v′k(τ) + vk(τ)−

τ k

k!

)
εk − τm+1eτηεm+1 . (3.11)

Como τm+1eτη ∈ B2ε, para todo intervalo da forma [0, ξ], com ξ > 0 tem-se que
∥τm+1eτη∥B2ε ≤ A, para algum A ∈ R∗

+.
Portanto, τm+1eτηεm+1 = O(εm+1). Assim, para que Lεu(m) − f = O(εN) com

N = m+ 1, é suficiente que as funções vk(τ) em (3.11) cumpram as condições

εk : v′k(τ) + vk(τ) =
τ k

k!
, k ∈ {0, 1, 2, ...,m}. (3.12)

Para finalizar a construção da SAF, deve-se considerar a condição inicial em (3.9),
da seguinte forma

v(m)(0, ε) =
m∑
k=0

εkvk(0) = v0(0) +
m∑
k=1

εkvk(0) = 0 +
m∑
k=1

εk · 0 , (3.13)
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fornecendo as condições iniciais vk(0) = 0 para k ∈ {0, 1, ...,m}, onde juntamente com
as equações em (3.12), definem a sequência recorrente de problemas de valores iniciais
para os coeficientes vk das potências de ε da SAF do problema (3.9)

εk :

 v′k(τ) + vk(τ) =
τ k

k!
vk(0) = 0

, k ∈ {0, 1, 2, ...,m} . (3.14)

Assim, de (3.14) segue que

v0(τ) = 1− e−τ , vk(τ) =
k∑

n=0

(−1)k−n τ
n

n!
. (3.15)

A obtenção de (3.15) encontra-se no Apêndice.
Portanto, obtém-se a seguinte expressão para a SAF do problema (3.9)

v(∞)(τ, ε) =
∞∑
k=0

εkvk(τ) = 1− e−τ +
∞∑
k=0

( k∑
n=0

(−1)k−n τ
n

n!

)
εk . (3.16)

Finalmente, voltando para a variável original, de acordo com (3.8), encontra-se a
seguinte expressão para a SAF do problema em (3.1)

u
(∞)
1 (t, ε) = 1− e−t/ε +

∞∑
k=1

k∑
n=0

(−ε)k−ntn

n!
, (3.17)

em que o sub́ındice 1 foi utilizado para diferenciar da SAF em (3.5) obtida via per-
turbação regular na subseção anterior.

Note que a SAF em (3.17) não cumpre a condição inicial em (3.1) de forma exata,
senão assintoticamente quando ε decresce para 0. Com efeito,

u
(∞)
1 (0, ε) =

∞∑
k=1

(−ε)k → 0 . (3.18)

Então a SAF em (3.17) é uma boa aproximação da solução exata em (3.2) na
vizinhança de t = 0 apenas para ε suficientemente pequeno.

Por outro lado, note que novamente para ε suficientemente pequeno

u
(∞)
1 (t, 0+) = 1 +

∞∑
k=1

tk

k!
=

∞∑
k=0

tk

k!
= et , (3.19)
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ou seja, a SAF em (3.17) reproduz o comportamento da solução exata em (3.2) apenas
para ε suficientemente pequeno.

Assim, a SAF constrúıda para o problema (3.1) aproxima bem a solução exata em
todo domı́nio de t para ε suficientemente pequeno. De fato, utilizando (3.2) e (3.19)
tem-se que

lim
ε→0+

|uε(t)− u
(∞)
1 (t, ε)| = lim

ε→0+

∣∣∣∣et − e−t/ε

1 + ε
− 1 + e−t/ε −

∞∑
k=1

( k∑
n=0

(−ε)k−ntn

n!

)∣∣∣∣
= lim

ε→0+

1

1 + ε

∣∣∣∣et − e−t/ε + (1 + ε)

[
−1 + e−t/ε −

∞∑
k=1

( k∑
n=0

(−ε)k−ntn

n!

)]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣et − 1−
∞∑
k=1

tk

k!

∣∣∣∣ = |et − et| = 0 .

Tomando as SAF’s u
(1)
1 , u

(2)
1 , u

(3)
1 e u

(4)
1 em (3.17), tem-se as seguintes expressões

u
(1)
1 = 1− e−t/ε + t− ε

u
(2)
1 = −e−t/ε + ε2 + (1− ε)(1 + t) +

t2

2!

u
(3)
1 = −e−t/ε + ε2(1 + t)− ε3 +

(
1 + t+

t2

2!

)
(1− ε) +

t3

3!

u
(4)
1 = −e−t/ε + ε4 +

(
1 + t+

t2

2!
+

t3

3!

)
(1− ε) + ε2

(
1 + t+

t2

2!

)
− ε3(1 + t) + ε4 +

t4

4!

Segue na Figura 2 a representação gráfica destas SAF’s, juntamente com a solução
exata. Note que para ε suficientemente pequeno, a aproximação tende a melhorar com
o aumento da quantidade de termos no truncamento, mas mesmo para ε muito pequeno
a aproximação só é boa para valores pequenos de t.

3.4 Construção da SAF via emparelhamento assintótico

Embora obteve-se uma aproximação da solução exata, dada por (3.17), esta requer
uma grande quantidade de termos no truncamento e que ε seja muito pequeno, o que,
em termos práticos e computacionais, não é muito eficiente. Assim, deve-se encontrar
uma outra SAF do problema (3.1) que aproxime bem a solução exata em (3.2), mas que
em questão de praticidade, seja melhor que a expressão em (3.17). Para isso, utiliza-se
o método das expansões emparelhadas.
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Figura 2: Gráficos para os truncamentos de u
(∞)
1 com ε = 10−4.

Já mostrou-se que a expressão em (3.7) aproxima bem a solução exata para t sufi-
cientemente grande, mas não é uma boa aproximação na vizinhança de t = 0. Assim,
(3.7) é chamada de expansão exterior e a denota-se por u0(t).

O método das expansões emparelhadas propõe o emparelhamento com outra ex-
pansão, chamada expansão interior, que seja boa na vizinhança de t = 0. Para isso,
considera-se a mesma transformação na variável independente feita em (3.8), obtendo-se
novamente, o problema em (3.9).

Considera-se os mesmos espaços B1ε e B2ε para obter a SAF de (3.9) pela expansão
em Taylor, f(τ) = eετ e o operador dado em (3.10). No entanto para esta SAF não
utiliza-se a representação em Taylor da função f .

Procedendo de forma análoga à feita anteriormente, obtém-se a seguinte expressão

Lu(m) − f = (v′0(τ) + v0(τ)− eετ ) ε0 +
m−1∑
k=1

(v′k(τ) + vk(τ)) ε
k + (v′m(τ) + vm(τ)) ε

m ,

onde para garantir a existência da SAF conforme (2.4) e que os truncamentos satisfaçam
a condição inicial em (3.9), obtém-se fazendo ε → 0+, as seguintes condições para os
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coeficientes da SAF

ε0 :


v′0(τ) + v0(τ) = 1

v0(0) = 0
, εk :


v′k(τ) + vk(τ) = 0

vk(0) = 0
, k ∈ {1, ...,m−1} . (3.20)

Note que para os coeficientes vk, k > 0, tem-se uma equação homogênea com
condições iniciais também homogêneas. Assim, vk ≡ 0, para k > 0. Portanto, para
esta SAF do problema em (3.9), tem-se apenas o termo v0, cuja expressão, com base
em (3.20), será dada por

v0(τ) = 1− e−τ ,

a partir do qual, voltando para a variável original obtém-se

vε0(t) ≡ v0

(
t

ε

)
= 1− e−t/ε . (3.21)

Note que a expressão em (3.21) satisfaz a condição inicial em (3.1) vε0(0) = 0, para
todo ε. Assim, a expressão em (3.21) é chamada expansão interior.

Com a expansão exterior dada em (3.7) que aproxima bem a solução exata para
t suficientemente grande e a expansão interior dada em (3.21) que aproxima bem a
solução exata na vizinhança de t = 0, propõe-se uma expansão composta uε

c(t) formada
pela superposição de ambas as expansões corrigida pelo emparelhamento delas

lim
t→0+

u0(t) = lim
t→+∞

vε0(t) = 1 ,

isto é
uε
c(t) = u0(t) + vε0(t)− lim

t→0+
u0(t) = u0(t) + vε0(t)− lim

t→+∞
vε0(t) .

Portanto
uε
c(t) = et − e−t/ε . (3.22)

Note que a expressão em (3.22) satisfaz a condição inicial em (3.1) e aproxima bem
a solução exata em todo o domı́nio para ε suficientemente pequeno, conforme mostra a
Figura 3.

A partir da Figura 3 pode-se observar que de fato a expansão composta aproxima
melhor a solução exata na medida que ε → 0+. Mas, pode-se mostrar analiticamente
que isso de fato ocorre, já que

lim
ε→0+

|uε(t)− uε
c(t)| = lim

ε→0+

∣∣∣∣et − e−t/ε

1 + ε
− et + e−t/ε

∣∣∣∣ = 0 . (3.23)
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Figura 3: Comparação dos comportamentos da expansão interior vε0(t), a expansão
exterior u0(t) e a solução exata uε(t) para valores decrescentes de ε.

Assim, foi obtido uma aproximação da solução exata do problema, que é boa tanto
na vizinhança de t = 0, quanto para t suficientemente grande. Mas isso não é por
acaso, já que os operadores em (3.3) e (3.10) são operadores lineares. Logo, como
cada expansão (exterior e interior) foi obtida a partir de um destes operadores, segue
da Proposição 2.4 que para cada região onde determinada expansão aproxima bem a
solução exata, esta é um truncamento de uma EA da solução exata do problema em
(3.1). E portanto, o emparelhamento destas expansões é também um truncamento de
uma EA da solução exata.
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4 Conclusões

Note que foi obtido duas boas aproximações para a solução exata do problema, a sa-
ber, as SAFs constrúıdas via série de Taylor (3.17) e emparelhamento assintótico (3.22),
respectivamente, as quais ao contrário da SAF constrúıda via perturbação regular (3.5)
cumprem a condição inicial do problema original. Em relação a SAF em (3.22), tem-se
que esta aproxima muito bem a solução exata e sua expressão é muito mais simples. No
entanto, obter tal aproximação requer a construção de duas SAFs e o emparelhamento
de soluções que sejam boas em determinada parte do domı́nio.

Em relação a SAF em (3.17), temos que seu método de obtenção é mais simples,
dado o fato de que só é preciso encontrar uma SAF, dilatando a variável temporal.
No entanto, diferentemente da SAF em (3.22), esta requer uma grande quantidade de
termos no truncamento para fornecer uma boa aproximação, o que segue de (3.19).
Vale ressaltar que na prática, utilizando a SAF em (3.17), a função et é aproximada
por seus polinômios de Taylor.

Portanto, ilustrou-se o fato de que o método das expansões emparelhadas é de
grande utilidade para problemas que envolvem perturbações singulares, visto que frente
ao método de Taylor, este se mostrou com uma expressão anaĺıtica muito mais simples
e com uma convergência na norma do espaço das funções cont́ınuas da solução exata
muito mais rápida, na medida que o parâmetro pequeno ε decresce.

Apêndice

Aqui será apresentada, de forma detalhada a obtenção dos coeficientes encontrados
em (3.15) para k ∈ {1, 2, ...,m}. De (3.14) segue que a solução geral para os coeficientes
vk será dada por

vk(τ) =
e−τ

k!

∫
eττ k dτ + C .

Será mostrado por indução matemática que∫
eττ k dτ = eτ

[
k∑

n=0

(−1)k−n k!

n!
τn

]
+ C .
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Para k = 1, tem-se que∫
eττ dτ = τeτ −

∫
eτ dτ + C

= (τ − 1)eτ + C

= eτ (−1 + τ) + C

= eτ

[
1∑

n=0

(−1)1−n 1

n!
τn

]
+ C .

Assim, supõe-se que a afirmação é válida para k = m. Logo, para m+ 1∫
eττm+1 dτ = eττm+1 − (m+ 1)

∫
eττm dτ

= eττm+1 − (m+ 1)

(
eτ

[
m∑

n=0

(−1)m−nm!

n!
τn

]
+ C

)

= eττm+1 + eτ

[
m∑

n=0

(−1)m+1−n (m+ 1)!

n!
τn

]
+ C1

= eτ

[
m∑

n=0

(−1)m+1−n (m+ 1)!

n!
τn + (−1)m+1−(m+1) (m+ 1)!

(m+ 1)!
τm+1

]
+ C1

= eτ

[
m+1∑
n=0

(−1)m+1−n (m+ 1)!

n!
τn

]
+ C1 .

Portanto, a afirmação vale para todo k ∈ N. Assim, a solução geral para os coefici-
entes vk será dada por

vk(τ) =
k∑

n=0

(−1)k−n τ
n

n!
+

e−τC1

k!
,

onde da condição inicial em (3.14), obtém-se a expressão em (3.15).
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