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Resumo

Encontrar a solugao exata para um modelo matematico pode se tornar uma tarefa dificil,
ou até mesmo impossivel. Desta forma é imprescindivel que técnicas para aproximagao
de solucgoes sejam estudadas e empregadas toda vez que nao seja possivel obter solugoes
exatas. Neste artigo serd considerada a teoria das perturbacoes para obter a solucao de
uma equagao diferencial com perturbacao singular, onde serda mostrado que a abordagem
padrao nao fornece resultados satisfatérios. E portanto, uma nova abordagem se faz
necessaria, neste caso serda empregado o chamado método das expansoes emparelhadas.

Palavras-chave: Perturbacao singular; Solucao assintética formal; Expansao assintotica;
Emparelhamento assintotico

Abstract

Finding the exact solution to a mathematical model can become a difficult or even
impossible task. Thus, it is essential that techniques for approximating solutions be
studied and employed whenever it is not possible to obtain exact solutions. In this
article the perturbation theory will be considered to obtain the solution of a differential
equation with singular perturbation, where it will be shown that the standard approach
does not provide satisfactory results. Therefore, a new approach is needed, in this case,
the so-called method of matched asymptotic expansions will be used.
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1 Introducao

Solugoes analiticas de modelos matematicos sao muitas vezes dificeis ou impossiveis
de se obter, devido a nao-linearidade, nao-homogeneidade e em geral, suas condigoes de
contorno. Assim, dada a importancia de se entender e encontrar uma solucao para estes
modelos, se fazem necessarias ferramentas matematicas para tal finalidade. Para isso,
h& intimeras técnicas matematicas, mas neste artigo, destaca-se o uso de um conjunto
de técnicas oriundas da andlise assintdtica envolvendo um certo parametro pequeno. A
esse conjunto de técnicas denomina-se teoria de perturbagoes [1, 6, 7.

As técnicas de perturbacao tém como finalidade decompor a solucao do problema
original ©* em uma sequéncia recorrente de problemas mais simples, envolvendo o
parametro pequeno 0 < € < 1, normalmente chamado de parametro de perturbagao.
Com estes problemas mais simples, constréi-se uma solucdo assintética formal (%)
(SAF) [2] do problema para u®, a qual é expressa como uma série de poténcias de e.
E assim, obtém-se uma solucao limite ug, quando ¢ é suficientemente pequeno, a qual
aproxima bem u°.

Sobre os tipos de perturbacoes, existem dois tipos: perturbacao regular e per-
turbacao singular. De forma geral, pode-se dizer que para um problema de perturbacao
regular, a solugao aproximada para valores pequenos de € tem um comportamento
semelhante a solucao limite, no sentido do cumprimento da equacao diferencial e as
condigbes iniciais e/ou contorno. E no caso em que ndo hé essa semelhanga, temos
um problema de perturbacao singular. Assim, a caracteristica que os difere é que para
problemas de perturbagao singular, a natureza do problema se modifica a medida que
o parametro pequeno € diminui, enquanto que para problemas de perturbacao regular,
a natureza do problema se mantém.

No contexto de equagoes diferenciais, a caracteristica principal que difere os tipos
de perturbacao é a presenca do parametro € acompanhando a derivada de maior ordem
na equagao diferencial, ocasionando assim, no descumprimento da condigao inicial e/ou
de contorno. Do ponto de vista fisico, o surgimento de perturbacoes singulares esta
associado a regioes em que existem grandes mudancas no valor da variavel dependente,
onde este tipo de regiao é chamada de camada limite [3]. Portanto, para obter solugoes
satisfatorias em todo o dominio do problema, o estudo requer metodologias diferentes
nestas regices, dado que a abordagem padrao para o caso de perturbagao regular (ou
seja, tomando ¢ suficientemente pequeno) se mostra ineficiente. E para esta finalidade
sera utilizado o método de expansoes emparelhadas [4, §].
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O método de expansoes emparelhadas propoe a construgao de solucoes aproximadas
da solucao exata em cada regiao, nas quais uma é uma boa aproximacao na regiao
onde nao hd uma grande variacao da variavel dependente, chamada expansao exterior,
e outra que é uma boa aproximacao na camada limite, chamada expansao interior. E
entao, combina-se essas duas expansoes através dos seus emparelhamentos, de forma
que se obtenha uma expressao valida para todo o dominio.

Para apresentar estas metodologias de solugao sera resolvido um problema de Dirich-
let singularmente perturbado, onde emprega-se o0 método das expansoes emparelhadas.
Sera apresentado também uma outra solucao que aproxima a solucao exata do pro-
blema, obtida de considerar a expansao em série de Taylor do termo nao homogéneo
da equacao diferencial.

2 Preliminares

Definicao 2.1. (Simbolo de ordem O grande [2]): Sejam o dominio D C R", n € N, e
o conjunto £ C RY de valores do parametro ¢, 0 < e < 1. Seja B. o espag¢o normado
das fungées f: D — R com lei de formagdo x +— f(x,e) e norma || f(z,¢)||s. definida
para cada € € E. A notagio f(x,e) = O(e), N € R, quando € — 0% na norma de B.
¢ equivalente a afirmar que ezistem constantes A,eq € RY tais que || f(z, )]s < AN
para 0 < € < gy K 1.

Defini¢ao 2.2. (Ezpansao assintotica (EA) [2]): Sejam f,gr : D — R,k € N, fungées

do espaco normado B. para cada € € E. A série infinita Zakgk(x, g) € uma exrpansao
k=0

assintotica de f(x,€) se, e somente se, para qualquer N € N, existe um niumero My tal

que, se m > My, entao

flz,e) — Zskgk(:v,s) = 0N, (2.1)

quando € — 0% na norma de B.. Notagao: f(x,e) ~ Zekgk(x,g).
k=0

Defini¢ao 2.3. (Solucdo assintdtica formal (SAF) [2]): Sejam Bi., Ba. espacos nor-
mados, f € Bo. e Lf . By, — Bs. um operador para cada €. Seja u® € By, a solucao
exata da equacao

Lfu® = f. (2.2)
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Uma solugdo assintdtica formal de (2.2) é uma série infinita, nio necessariamente
convergente,

U(OO) ('Tu 6) = nggk(xa 6) y 9k € B1€7 (23)
k=0

tal que para qualquer N € N existe um numero M para o qual a relagao
Leut™ — f = O(eN), (2.4)

em que

u™ (z,e) = Zskgk(x, £), (2.5)

¢ vdlida para todo m > M quando € — 0 na norma de Bs..

Proposicao 2.4 (Condicao suficiente para uma SAF ser EA da solugao exata [2]).
Seja L° o operador em (2.2). Se L® ¢ linear e existem constantes Ay € R, Ay € R*
independentes de e, tais que ||uf||p,. < A1e™2||f||B,., entio a SAF (2.3) é uma EA da
solucao exata uc.

A demonstracao pode ser encontrada em Bakhvalov e Panasenko [2].

3 Resultados Principais

Este espaco destina-se a apresentar o problema, onde primeiramente mostra-se que a
abordagem via teoria de perturbacao regular € ineficaz, sendo assim necessaria uma ou-
tra abordagem. Tendo isso em vista, propoe-se duas metodologias alternativas: série de
Taylor e emparelhamento assintético. Vale ressaltar que estas diferentes metodologias
sao empregadas na construcao de SAF’s conforme (2.3) da solugao exata do problema.

3.1 Formulacao do problema

Para cada 0 < € < 1, procura-se uma SAF da solugao exata u® € C'(R,), em que
u®(t) = u(t,e), do problema de perturbagao singular adimensional

£

+uf =¢' teRY
dt (3.1)

w*(0) = 0.

£
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Tem-se que para cada ¢, a solugao exata do problema em (3.1) serd dada por

et — e—t/s

ua(t) - 1+¢

(3.2)

Este problema é um caso particular do Exemplo 3.1, pp.5-8, de [5].

3.2 Perturbacao regular

Procurando uma SAF do problema em (3.1), de acordo com (2.4) e (2.5)) e obser-
vando que By. = C*(R?%), By. = C(R%), f(t) = €', e que neste caso o operador é dado
por

=t (3.3)
=co :
tem-se

du(™)
jSt +ulm — ¢t

—5— [Zs gr(t +Z€kgk(t) —
= Z gt + Z e*gn(t) —

= (go(t) — €")e +Z (gha () + () + gl ()™, (3.4)

Liul™ — f=¢

onde deve-se encontrar as fungdes g (t) que garantam as condicoes de existéncia de uma
SAF, conforme a Defini¢ao 2.3.

Como ¢/, (t) € By, em particular tem-se que ¢/, (t) € Ba.. Logo, g/,(t) se mantém
limitada em qualquer intervalo da forma [0,7], T" > 0, portanto, ||g,,(t)||s,. < A.
Entdo, tem-se que ¢, (t)e™*t = O(™*1). Assim, para que L°ul™ — f = O(¢V) com
N =m + 1, é suficiente que as fungoes gx(t) em (3.4) cumpram as condigoes

e got) —et =0, &g () +gr(t) =0, ke{1,2,....m},

ou seja, basta que todos os coeficientes até a ordem £™ se anulem.
Assim, note que

ge(t) = (=% ke {1,2,..,m} .
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No entanto, a SAF para o problema em (3.1) teria a forma

= (—e)fe’ . (3.5)

k=0

Note que qualquer truncamento de (3.5) satisfaz a equagao diferencial em (3.1)
quando € — 0. De fato,

du(m d | &
T - E[Z

+) (-
= si(—s)ket + Z(—s) (1+¢) f:
k=0

=(1+¢) 1+€Z Vel — et
k=1

o

quando ¢ — 0%. No entanto, observa-se que nenhum truncamento desta série satisfaz
a condicao inicial de (3.1), mesmo considerando ¢ suficientemente pequeno, ja que

:iekeoziakél : (3.6)
k=0 k=0

quando € — 07, 0 que mostra que a expressao em (3.5) nao reproduz o comportamento
da solugao do problema (3.1). Na Figura 1 encontra-se a representacao grafica deste
fato, para e = 0,01 e os truncamentos de ordem €” e ! da série em (3.5).

Portanto, percebe-se que a abordagem padrao via perturbacao regular nao fornece
resultados satisfatérios, sendo assim, necessaria uma outra abordagem.

3.3 Construcao da SAF via expansao por série de Taylor

Fazendo ¢ — 07, obtém-se da equacao diferencial em (3.1) a seguinte equagao
funcional algébrica
u'(t) = e, (3.7)

a qual nao satisfaz a condigao inicial em (3.1). Isso decorre do fato de que o problema
em (3.1) é um problema de perturbagao singular. Note que (3.7) é o truncamento de
ordem ¢ da SAF em (3.5), ou seja, u®(t,e) = u®(t).
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Insuficiéncia da SAF
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Figura 1: Gréficos para a solucdo exata u® e as SAF’s v ¢ v,

Temos que para t suficientemente grande, a expressao em (3.7) aproxima bem a
solugdo exata em (3.2) para e suficientemente pequeno. De fato, quando ¢ — 07,
tem-se de (3.2)

. et_e—t/e

~

Mas note que da Figura 1 e (3.6) tem-se que a expressao em (3.7) ndo aproxima
bem a solugao exata na vizinhanga de t = 0. No entanto, deve-se encontrar uma SAF
que aproxime bem tanto na vizinhanca de t = 0, quando para ¢ suficientemente grande.
Para tentar encontrar tal SAF, considera-se uma transformacao que dilata a variavel ¢
na vizinhanga de t = 0. Assim, considera-se uma nova variavel independente

t
T=o. (3.8)

Com essa mudanca, introduz-se uma nova incégnita v*(7) = u®(e7). Assim, pela

regra da cadeia tem-se
du® dv® dr  1dv®

At~ dt dt e dr’
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e o problema em (3.1) transforma-se no seguinte problema de perturbacao regular

dv®
dr

+v* =€, 7 €RL
(3.9)

v¥(0) = 0.
Procura-se uma SAF para o problema em (3.9) da forma (2.3), de acordo com

(2.4) e (2.5), mas agora em relagdo a varidvel 7 e com coeficientes v(7). Neste caso,
Bi. = CY(R%), Boe = C(RY), f(1) = €™ e o operador é da forma

d
L=—+1. 3.10
d7‘+ ( )

Considera-se também a expansao pela série de Taylor com Resto Infinitesimal do
termo a direita de (3.9), em torno do 0 e em relagao a . Ou seja, escrevendo

m k
gmtl — Z (e7) + et e (0,€) .

esfzgwg( S G

« k! m—+ 1)l gem+l = prd k!
Fazendo Lu™ — f, obtém-se
L) — = LIS )| 3 bty - 30 E g
dr g k!
k=0 k=0 k=0
. ! Tk k m+1_7mn_m+1
= Z U (T) + vp(T) — e T e ngmT, (3.11)
k=0 '

Como 7™te™ € By, para todo intervalo da forma [0,&], com € > 0 tem-se que
|7t e™|| g, < A, para algum A € R*.
Portanto, 7™*!e™emt!l = O(¢™*1).  Assim, para que Lfu™ — f = O(eV) com

N = m+ 1, é suficiente que as fungdes vy (7) em (3.11) cumpram as condigoes

Tk

¥l (1) +u(T) = T

ke {0,1,2,....m}. (3.12)

Para finalizar a construcao da SAF, deve-se considerar a condicao inicial em (3.9),
da seguinte forma

0™ (0,¢) = Zm: "0, (0) = vp(0) + Zm: u(0) =0+ -0, (3.13)
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fornecendo as condigoes iniciais v(0) = 0 para k € {0, 1,...,m}, onde juntamente com
as equagoes em (3.12), definem a sequéncia recorrente de problemas de valores iniciais
para os coeficientes vy das poténcias de e da SAF do problema (3.9)

ko) oup(T) +uk(r) = ke {0,1,2,...,m} . (3.14)

Assim, de (3.14) segue que

w(r)=1—eT",  ulr)= Z(—U’H‘% . (3.15)

A obtengao de (3.15) encontra-se no Apéndice.
Portanto, obtém-se a seguinte expressao para a SAF do problema (3.9)

zgg%k( = 1—e—T+Z(Z Z:)g’“ (3.16)

Finalmente, voltando para a varidvel original, de acordo com (3.8), encontra-se a
seguinte expressao para a SAF do problema em (3.1)

o k k nan
W) =1 ey 3y T (3.17)
k=1 n=0
em que o subindice 1 foi utilizado para diferenciar da SAF em (3.5) obtida via per-
turbacao regular na subsecao anterior.
Note que a SAF em (3.17) ndo cumpre a condigao inicial em (3.1) de forma exata,
senao assintoticamente quando e decresce para 0. Com efeito,

uf(0,6) =Y (—e)F = 0. (3.18)

k=1

Entao a SAF em (3.17) é uma boa aproximacao da solugdo exata em (3.2) na
vizinhanga de ¢t = 0 apenas para ¢ suficientemente pequeno.
Por outro lado, note que novamente para ¢ suficientemente pequeno

W (t,07) = +Z =, (3.19)
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ou seja, a SAF em (3.17) reproduz o comportamento da solucao exata em (3.2) apenas
para ¢ suficientemente pequeno.

Assim, a SAF construida para o problema (3.1) aproxima bem a solugdo exata em
todo dominio de ¢ para ¢ suficientemente pequeno. De fato, utilizando (3.2) e (3.19)
tem-se que

lim [us(t) — ul™(t, )| = lim

et _ eft/s . > k (_g)kfntn
- - —tfe _ N =)
T e Y (Y B

e—0t e—0t
k=1 “n=0
S k ( g)k‘—ntn
— t_—t/e 1 1 —t/e N
sg(gl—i—ge e+ (1+¢) +e ; ; oy
t — ¥ t t
=le —1—ZH =let—¢€'|=0
k=1

Tomando as SAF’s ugl), u§2), u§3) e u§4) em (3.17), tem-se as seguintes expressoes

u) =1—e -
2

t
u = e 2y (1—e)(1+1) + o

t2 t3
ugg):—e_t/€+52<1+t)—€3+ (1+t+§) (1—5)‘{“5

4) ) 4 2t 2 £ 3 4 t!
Uy = —e +e€ +(1+t+§+§)(1—6)+8 (1+t+§>—6(1+t)+8 +I
Segue na Figura 2 a representacao grafica destas SAF’s, juntamente com a solugao
exata. Note que para ¢ suficientemente pequeno, a aproximacao tende a melhorar com
o aumento da quantidade de termos no truncamento, mas mesmo para € muito pequeno
a aproximacao sé é boa para valores pequenos de t.

3.4 Construcao da SAF via emparelhamento assintético

Embora obteve-se uma aproximagao da solucao exata, dada por (3.17), esta requer
uma grande quantidade de termos no truncamento e que € seja muito pequeno, o que,
em termos praticos e computacionais, nao é muito eficiente. Assim, deve-se encontrar
uma outra SAF do problema (3.1) que aproxime bem a solugao exata em (3.2), mas que
em questao de praticidade, seja melhor que a expressao em (3.17). Para isso, utiliza-se
o método das expansoes emparelhadas.
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Aproximagdo da solugdo exata
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Figura 2: Gréficos para os truncamentos de u;” com € = 1074

J& mostrou-se que a expressao em (3.7) aproxima bem a solugao exata para t sufi-
cientemente grande, mas nao é uma boa aproximagao na vizinhanga de ¢t = 0. Assim,
(3.7) é chamada de expansao exterior e a denota-se por wug(t).

O método das expansoes emparelhadas propoe o emparelhamento com outra ex-
pansao, chamada expansao interior, que seja boa na vizinhanca de t = 0. Para isso,
considera-se a mesma transformagao na varidvel independente feita em (3.8), obtendo-se
novamente, o problema em (3.9).

Considera-se os mesmos espagos Bj. e By, para obter a SAF de (3.9) pela expansao
em Taylor, f(7) = €7 e o operador dado em (3.10). No entanto para esta SAF nao
utiliza-se a representacao em Taylor da funcao f.

Procedendo de forma analoga a feita anteriormente, obtém-se a seguinte expressao

Lu™ — f = (0)(7) 4 vo(7) €°+Z )+ (7)) F 4+ (W (7) + vm (7)) €™

k=1

onde para garantir a existéncia da SAF conforme (2.4) e que os truncamentos satisfagam
a condigao inicial em (3.9), obtém-se fazendo ¢ — 07, as seguintes condigdes para os
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coeficientes da SAF

vo(7) +vp(7) =1 U(T) +vk(7) =0
el , ek ke{l,..,m—1} . (3.20)
vo(0) =0 v(0) =0

Note que para os coeficientes v, £ > 0, tem-se uma equacao homogénea com
condicoes iniciais também homogéneas. Assim, v, = 0, para k > 0. Portanto, para
esta SAF do problema em (3.9), tem-se apenas o termo vy, cuja expressao, com base
em (3.20), serd dada por

vo(r)=1—¢"T,

a partir do qual, voltando para a variavel original obtém-se

vE(t) = o (é) =1 —et", (3.21)

Note que a expressao em (3.21) satisfaz a condic@o inicial em (3.1) v§(0) = 0, para
todo £. Assim, a expressao em (3.21) é chamada expansao interior.

Com a expansao exterior dada em (3.7) que aproxima bem a solucao exata para
t suficientemente grande e a expansao interior dada em (3.21) que aproxima bem a
solugdo exata na vizinhanga de ¢ = 0, propoe-se uma expansao composta u:(t) formada
pela superposi¢ao de ambas as expansoes corrigida pelo emparelhamento delas

lim up(t) = lim vg(t) =1,

t—0+ t——+o0
isto é
uE(t) = wo®) + v5(6) — Jim wolt) = wo(t) +vi(0) = lim_vi(t)
Portanto
us(t) = et —et/e . (3.22)

Note que a expressao em (3.22) satisfaz a condigao inicial em (3.1) e aproxima bem
a solucao exata em todo o dominio para ¢ suficientemente pequeno, conforme mostra a
Figura 3.

A partir da Figura 3 pode-se observar que de fato a expansao composta aproxima
melhor a solucao exata na medida que ¢ — 0%. Mas, pode-se mostrar analiticamente
que isso de fato ocorre, ja que

t_ —t/e
lim |u®(t) —ui(t)] = lim S

—el et =0. (3.23)
e—0+ e=0t| 14¢
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Figura 3: Comparagao dos comportamentos da expansdo interior v§(t), a expansao
exterior uy(t) e a solu¢do exata u®(t) para valores decrescentes de e.

Assim, foi obtido uma aproximagao da solugao exata do problema, que é boa tanto
na vizinhanca de t = 0, quanto para t suficientemente grande. Mas isso nao é por
acaso, ja que os operadores em (3.3) e (3.10) sdo operadores lineares. Logo, como
cada expansao (exterior e interior) foi obtida a partir de um destes operadores, segue
da Proposicao 2.4 que para cada regiao onde determinada expansao aproxima bem a
solucao exata, esta é um truncamento de uma EA da solucao exata do problema em
(3.1). E portanto, o emparelhamento destas expansoes ¢ também um truncamento de
uma EA da solucao exata.
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4 Conclusoes

Note que foi obtido duas boas aproximacoes para a solucao exata do problema, a sa-
ber, as SAFs construidas via série de Taylor (3.17) e emparelhamento assintético (3.22),
respectivamente, as quais ao contrario da SAF construida via perturbagao regular (3.5)
cumprem a condigao inicial do problema original. Em relagdo a SAF em (3.22), tem-se
que esta aproxima muito bem a solugao exata e sua expressao é muito mais simples. No
entanto, obter tal aproximacao requer a construcao de duas SAFs e o emparelhamento
de solugoes que sejam boas em determinada parte do dominio.

Em relacao a SAF em (3.17), temos que seu método de obtengao é mais simples,
dado o fato de que s6 é preciso encontrar uma SAF, dilatando a variavel temporal.
No entanto, diferentemente da SAF em (3.22), esta requer uma grande quantidade de
termos no truncamento para fornecer uma boa aproximagao, o que segue de (3.19).
Vale ressaltar que na prética, utilizando a SAF em (3.17), a funcao e’ é aproximada
por seus polinomios de Taylor.

Portanto, ilustrou-se o fato de que o método das expansoes emparelhadas é de
grande utilidade para problemas que envolvem perturbagoes singulares, visto que frente
ao método de Taylor, este se mostrou com uma expressao analitica muito mais simples
e com uma convergéncia na norma do espago das fungoes continuas da solucao exata
muito mais rapida, na medida que o parametro pequeno € decresce.

Apéndice

Aqui sera apresentada, de forma detalhada a obtencao dos coeficientes encontrados
em (3.15) para k € {1,2,...,m}. De (3.14) segue que a solucao geral para os coeficientes
v sera dada por

e T

(1) = 1 /eTdeT+C.

Sera mostrado por indugao matematica que

—-n k! n
/GTTk dr =€’ [Z(—l)k T

n=0
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Para k = 1, tem-se que

/6TTdT:TeT—/erT+O

Assim, supoe-se que a afirmacao é valida para k = m. Logo, para m + 1

/eTTWrl dr =™ — (m +1) /eTrm dr

=T — (m+ 1) <6T [Z(—l)m_"%T"

m |

+c)

n=0
- L (m+ 1)
:er,]_m+1+€7' Z(_l)m-i-l n( o )Tn +
n=0 :
(& _m—+ 1)' _ (m )

— e -1 m+1 n( (=1 m+1—(m+1) Tm+l +C
D D) =1 1
[m+1

m + 1)!

=[Syttt R

| n=0 :

Portanto, a afirmagao vale para todo & € N. Assim, a solucao geral para os coefici-

entes vy serd dada por

pen T e 70

n=0

onde da condi¢ao inicial em (3.14), obtém-se a expressao em (3.15).
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