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Resumo

Neste trabalho, realizamos uma investigacao acerca das matrizes geradoras da sequéncia
repunidade. Apresentamos a Proposicao 3.1, que descreve cada elemento da sequéncia
R, em termos das poténcias da matriz R. Além disso, como resultado dessa inves-
tigacao, demonstramos algumas identidades, destacando a Identidade de Cassini no
Corolério 3.5. Enquanto isso, a Proposicao 3.6 exibe a forma recursiva para a matriz
R. Por fim, fornecemos uma demonstracao para a Proposi¢ao 4.3 que estabelece uma
expressao para o determinante de uma matriz tridiagonal, desse modo o Corolario 4.4
e a Proposicao 4.6 mostram que a forma recursiva da sequéncia repunidade surge como
consequéncia no célculo do determinante de uma matriz tridiagonal como proposto na
Proposicao 4.3.

Palavras-chave: Matrizes Tridiagonais; Numeros Repunidades; Matriz Repunidade;
Sequéncias Lineares Recursivas.

Abstract

In this work, we conducted an investigation on the generating matrices of the repunity
sequence. We presented Proposition 3.1, which describes the sequence of R,, in terms
of powers of the matrix R. Furthermore, as a result of this investigation, we demons-
trated several identities, with a particular emphasis on the Cassini Identity discussed
in Corollary 3.5. Meanwhile, Proposition 3.6 exhibits the recursive form for the matrix
R, similar to the relationship seen in Equation 1.3. Finally, we provided a proof for
Proposition 4.3, establishing an expression for the determinant of a tridiagonal matrix.
Consequently, Corollary 4.4 and Proposition 4.6 demonstrate that the recursive form
of the repunity sequence arises as a consequence of calculating the determinant of a
tridiagonal matrix, as proposed in Proposition 4.3.

Keywords: Recursive Linear Sequences; Repunit Matrix; Repunit Numbers; Tridia-
gonal Matrices.
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1 Introducao

A sequéncia repunidade é formada pelos nimeros, elementos da sequéncia, que sao
escritos no sistema decimal como a repeticao da unidade, representada pelo conjunto
R, = {1, 11, 111,..., R,,...}, sequéncia A002275 em OEIS [20]. Alguns trabalhos
exploram as conexoes desta sequéncia com a cldssica sequéncia de Lucas, entre os quais
podemos destacar [6, 10]. As sequéncias de nimeros inteiros que satisfazem a relagao
de recorréncia

Lyy1=pL,+qL, 1 ,Yn>1. (1.1)

em que p e ¢ sao fixos, L; e Ly dados, sao denominadas de sequéncias de Lucas. Assim
a sequéncia de Lucas, dada na Equacao (1.1), é uma equacao de recorréncia de ordem
2. Por exemplo, considerando p = ¢ = 1, Ly = 1 e L1 = 2 obtemos a sequéncia
de Lucas 1,2,1,—1,—2,...; enquanto para p = 1, ¢ = —1, Ly = 2023 ¢ L; = 2
obtemos a sequéncia de Lucas 2023, 2025, 4048, . ... Para obter mais detalhes, consulte
as referéncias [5, 6, 17, 22].

No sistema decimal, de acordo com [1, 4, 7, 19, 21] a Equacao (1.2) apresenta a
formula de Binet para os ntimeros repunidades,

10" -1
R, = .
9

(1.2)
Na Proposigao 3.7 exibimos uma justificativa matricial para a expressao dada em (1.2).
Nesta notas abordamos algumas propriedades da sequéncia repunidade em termos ma-
triciais, em destaque propriedades associadas ao determinantes das matrizes relaciona-
das a esta sequéncia.
Podemos definir recursivamente a sequéncia repunidade, como sequéncia de Lucas,
por:
p=11, ¢g=-10, Ry=0,R1 =1 e R,,1 =11R, — 10R,,_; . (1.3)

em que R, denota a n—ésima repunidade, dada na Equacgao (1.2), e por conveniéncia
usamos Ry = 0. Jaroma [10] demonstrou que em qualquer sistema posicional com
base base b > 1 os nimeros repunidades formam uma sequéncia recorrente de Lucas
de ordem 2. Em Costa e Santos [6], considera-se a sequéncia formada pelos nimeros
repunidades R,, e algumas identidades que se aplicam a essa sequéncia numérica.

Na literatura, encontramos varios trabalhos que relacionam diferentes tipos de
sequéncias numéricas e matrizes, dos quais podemos citar [5, 8, 11, 12, 13, 14, 15].
No entanto, nao encontramos nenhuma sobre essa interessante classe de nimeros, as
repunidades, e sua representacao matricial. Em consoancia com as ideias de Jaroma
[10] na Segao 3 apresentamos uma representagao da sequéncia repunidade em termos
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matriciais, destacando em especial a Proposicao 3.1 que fornece o termo sucessor R,
da sequéncia repunidade em linguagem matricial.

Nessas notas apresentamos nosso estudo associados os numeros repunidades em
notagao matricial. Além da exibicao em forma matricial, nosso objetivo é mostrar
alguns resultados que obtivemos, aqueles sem indicagao de referéncia. Na Secao 2 re-
visitamos a definicao de determinante de uma matriz e alguns conceitos e resultados
auxiliares que usaremos no restante do texto. Como dito, na Secao 3 descrevemos a
sequéncia repunidade e alguns resultados em termos matriciais. Por fim, agora inspira-
dos em Falcon [8], na Segao 4 apresentamos outra representagao da sequéncia repunidade
pelas matrizes tridiagonais.

2 Determinante de uma Matriz

Ressaltamos que durante o texto faremos uso recorrente de propriedades e conceitos
referentes a matrizes e determinantes, polinomio caracteristico de uma matriz, auto-
valores e autovetores associados ao polindmio caracteristico, conteidos de um curso
elementar de algebra linear na graduagao. Diante disso, seria interessante que o leitor
possua alguma familiaridade com tais conceitos, caso precise consultar recomendamos
[9, 16]. Para que o texto fique o mais autocontido possivel, enumeramos dois resulta-
dos relevantes no desenvolvimento deste e apresentamos exemplos, para um leitor mais
experiente é possivel suprimir a leitura desta segao.

O determinante de uma matriz é uma funcao que associa a cada matriz quadrada
um escalar (ndmero real). O determinante de uma matriz A é denotado por det A ou
ainda por |A|. Dado uma matriz M, de ordem n, considere M | a matriz obtida de
uma matriz M,, suprimindo (eliminando) a linha i e a coluna j de M,,. Para as matrizes
de ordem 1, o valor do determinante é o préprio elemento, ou seja, | (au) | = a.

De modo geral, para uma matriz de ordem n > 2, calculo do determinante de uma
matriz pode-se utilizar o processo conhecido como expansao de Laplace (Lema 2.1), e
nos serd tutil adiante.

Lema 2.1. [9, 16] Seja M,, uma matriz de ordem n e j € {1,2,...,n}. Entao
det M, = > (—1)"ay; - det M, , .
i=1

Segue do Lema 2.1, que no caso de matrizes de ordem 2, obtemos a multiplicacao dos
elementos da diagonal principal e diminui-se do resultado a multiplicagao dos elementos

da diagonal secundaria, ou seja, = ad — bc. Para matrizes de ordem 3, obtemos

b
d
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que:
a b c
d e f|=(aei+bfg+cdh)— (afh+ bdi+ ceg) .
g h 1

No Lema 2.1 escrevemos a expansao de Laplace em termos da coluna j, ressaltamos
que a expansao para uma linha ¢ qualquer também é valida, e sera usada sem disting¢ao.

O préximo resultado auxiliar exibe um resultado interessante acerca do determinante
de uma matriz.

Lema 2.2 ([9, 16]). Dadas as matrizes A e B de ordem n, tem-se que det(A - B) =
det A - det B.

Exemplo 2.3. Dada a matriz {111 —50] . Temos que 1 _(} O‘ = 10 . Agora
-10/"
fazendo uso do Lema 2.2, temos que 1 0| = 10™.

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, lembramos que o polinomio de grau
n dado por p(\) = det(A — AI) é denominado polinomio caracteristico da matriz A,
em que I é a matriz identidade de ordem n. As raizes do polinomio caracteristico, se
existirem, satisfazem a relacado AX = AX, sendo X um vetor nao nulo. Neste caso, o
escalar \ é denominado um autovalor e o vetor X # 0 de autovetor; detalhes adicionais
podem ser consultados em [9, 16].

.. . . [11 =10
No proximo exemplo determinamos os autovalores e autovetores da matriz { 1 0 } ,

e nos sera util adiante.

Exemplo 2.4. Os autovalores associados a matriz 111 —30 sa0 A\ = 1l e Ay =
10, enquanto os autovetores sao v; = (1,1) e vy = (10,1). De fato, o polinémio
caracteristico associado uma matriz é dado por

p(A) = det Fl 1_ A __ﬂ =N —11A+10.

Disto obtemos: A\; =1 e Ay = 10. Agora, vamos determinar os autovetores associados
a estes autovalores. Considerando A\; = 1, temos que

SRR
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Donde obtemos, v; = (y,y) = y(1,1), fazendo y = 1 tem-se v; = (1,1). Procedendo
de modo andlogo, encontra-se v, = (10, 1), finalizando o cédlculo. Agora, fazendo R =

{111 _(} 0 e usando outros resultados vistos em um curso de algebra linear. E a matriz

R é diagonalizavel, pois seus autovetores sao linearmente independentes; e mais, temos

a matriz dos autovetores P = [110 11 e sua inversa P! = {_%l _1_0%} ; e além disso, a
9 9

matriz dos autovalores é D = 100 (1)] . Por fim, sabemos que R = P - D - P71, e disto

segue que R* = (P-D-pP~Yyr=p.p". p~1

3 Matriz Repunidade

Uma abordagem classica para o estudo das sequéncias recorrentes é a utilizacao de
uma matriz geradora, ou seja, alguns pesquisadores utilizam a representacao matricial,
e suas poteéncias, para descrever o comportamento de algumas sequéncias recorrentes
de niimeros inteiros; veja [3, 5, 8, 11, 12, 13].

Para um ntmero natural n, {L,} é a sequéncia de Lucas definida pela relagao de
recorréncia de segunda ordem, em que p e ¢ sao numeros inteiros fixados, tais que

Lypivy=pL,+qLly, 1, n>1.

p q

Agora considere a matriz de ordem 2, da forma L = L 01 , associada a sequéncia de

Lucas.
Vimos na Equacao (1.3), que fazendo L,, = R,, e tomando p = 11, g = —10, Ry =0
e Ry = 1 obtemos a recorréncia R, ,; = 11R, — 10R,,_;. Portanto, quando temos a
11 —-10
1 0

11 -10)° _ [11 —10] [11 —10] _ [111 —110 3.1)
1 0 1 0 1 0| |11 =10]|" '
Observamos que a posigao aj; da matriz R?, mostrada na Equagao (3.1), é igual ao

termo sucessor da recorréncia. Mostraremos que, de forma geral, a poténcia n da matriz
R, a posi¢ao ay; determina o termo R, ., da sequéncia repunidade.

sequéncia repunidade, obtemos a matriz R = [ } . Observe que ao fazermos R?

temos:
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Proposicao 3.1. Dada a matriz’ R = [111 _30} . Para todo natural n > 1, tem-se
n_ |Rapr —10R,
RY= { R, —10Rn_1}

Demonstracao. Aplicaremos a inducao sobre n. Para n = 1 temos que

11 —10]  [Ry —10R,
10| |R —10R,|

o que atesta a validade da sentenca para n = 1.
Rn—i—l _10Rn

R, —IORn_l] seja valida.

Considere que para algum n > 1 a sentenca R" = [

Vamos mostrar a validade para todo n + 1. Vejamos:

R =R"xR
~ [t —10]" L [ -10
10 1 0
_[Ru1 —10R, L [11 —10
| R —10R, 1 0
_ [11R,11 — 10R, —10R, 11
Il R, —10R,
_ [Rny2 —10R, 4
~|Rapr —10R,
Isto garante a validade da sentenca para todo n + 1. O

Além disso, da matriz repunidade R, como na Proposicao 3.1, podemos permutar
as linhas ou colunas, produzindo novas matrizes com propriedades analogas a anterior,
por exemplo:

1 .
} , entao

Proposigio 3.2. Para todo n > 1, seja R = {_20 11

o |—10R,-1 R,
R= [ ~10R, Rnﬂ}
Demonstracao. Aplicar inducao em n, como na Proposicao 3.1. O

Os proximos resultados, Proposicao 3.3 a 3.5, seguem como consequéncia das pro-
priedades inerentes a R.
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Proposicao 3.3. Para quaisquer m,n naturais, temos R+, = Ry Ryy1 — 10R,, 1 R,,.

Demonstracao. Aplicando a Proposicao 3.1 em R™™ obtemos que

Rm—i—n — Rm+n+1 _10Rm+n
Rm+n - 10Rm+n71

Por outro lado, utilizando as propriedades da multiplicacao de matrizes, temos que
R™ = R™ x R™, ou seja

RM™ w R = |:Rm+1 _10Rm :| « [Rn+1 _10Rn :|

R, —10R,_. R, —10R, .
 [Rus1Rus1 — 10RmR, —10Ry1 Ry — 10R Ry
“\RRoi1 — 10R, 1Ry —10R, Ry, + 10Ry_1 Ry

O resultado segue da igualdade entre matrizes. O

Em termos do determinante da matriz R, exibimos que:

Proposicao 3.4. Seja m, n naturais com m > 1, tem-se an+n — Rpini1Riin_1 =

10m+n—1'
Demonstracao. Aplicando a Proposicao 3.1 em R™*™ obtemos que

11 =101 [Rpins:i  —10Rmin
1 0 Rm+n _10Rm+n—1

Calculando o determinante em ambos os lados, do lado esquerdo usamos o Lema 2.3, e
do lado direito o Lema 2.1, e obtemos que

10m+t" =10 R?

m—+n

:10<R12n+n — Rm+n+1Rm+n—1) )

donde o resultado segue. O]

- 10Rm+n+1 Rm+n— 1

De acordo com Noronha e Alves [18], para uma sequéncia numérica S, as identidades
S — SpnSman = X e 5% — S, 1Sms1 = Y sdo conhecidas, respectivamente, por
Identidade de Catalan e Identidade de Cassini, em que X e Y sao numeros inteiros.

Costa e Santos [6] mostraram que quando S,, é a sequéncia repunidade tem-se X =
10m+n 4 10m=" — 2. 10™ v — 10m-1
eY = .

A seguir apresentamos uma demostracao para a Identidade de Cassini, como um
caso particular da Proposicao 3.4.
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Corolario 3.5 (Identidade de Cassini). Para todo m > 1, tem-se R?, — Ry 1Rpm_1 =
10mL,

Demonstracao. Basta fazer n = 0 na Proposicao 3.4 . O
Ainda sobre o sequéncia repunidade em linguagem matricial temos que:
Proposicao 3.6. Para todo n natural, tem-se R"? = 11R"*1 — 10R".

Demonstracao. Aplicando a Proposicao 3.1, a Equacao 1.3 e as propriedades operatorias
das matrizes:

LR _ 10R" = [11R, .5 —110Rn+11 B lmRn+1 —100R,, ]

11R,+;  —110R, 10R, —100R,_;
_ [11R,9 —10R,y; —10(11R,,; — 10R,)
| 11R,41 —10R, —10(11R, — 10R,_1)

[Russ —10R,s
N Rn+2 _10Rn+1

=R"?2
E obtemos o resultado. O

Para finalizar a secao, vamos mostrar, em linguagem matricial, a Férmula de Binet
das repunidades, vista na Equacdo (1.2), por meio do processo de diagonalizagao de
matrizes.

10" -1

Proposicao 3.7 ([1, 19, 21}). Para todo n > 0, entio R, = g

Demonstragao. Segue da Equacao (1.3) que R,y3 = 11R, — 10R,_1, e pela Pro-

posicao 3.1 temos a matriz R = [111 _g O} . Considere a matriz coluna V,, = [RJSH} ,
note que
v [ Bea| _ [11Re - 103,1}
i Rn+l Rn-i—l

|11 =10 (Rpsa|

-1 ][RR
Por outro lado,

Vi=R -V, 1=R*Vpg = - = R"- 1.
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Agora, como no Exemplo 2.4, temos que

V,=R"-Voy=P-D"- P71V
[0 1] fom o] [ 5 =5 [2
Sl 1o 1) |- F]10

170mt 1171 -1

910" 1][-1 1

1ot 1)

910" 1) -1

1 [10mH —1

9| 10" —1

Donde o resultado segue. O]

4 Matriz Tridiagonal

Nesta segao utilizaremos as matrizes tridiagonais, definidas por Cahill e outros [2]
e Falcon [8] , como todas as matrizes quadradas em que os elementos nao nulos apare-
cerem apenas na diagonal principal, na superdiagonal ou na subdiagonal, ou seja, sao
aqueles localizados apenas na diagonal principal e os que estao acima e abaixo dela.
Especificamente, consideramos uma matriz M, quadrada de ordem n > 1 definida por:

(a b 0 0 0 0 O]
c d e 0 0 00
0 ¢ d e 000
Mo | ) N (4.1)
0000 -+ ¢ d e
0000 -+ 0 ¢ d]

em que a, b, ¢, d e e sao contantes reais nao nulas.

Exemplo 4.1. Paraa=1, b=2, c=3, d=4, e =5en =4, a Matriz M,,, fornecida
na Equacao (4.1), é igual a

S O W

M,

O W kN
W = Ot O
= Ot O O
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que é um exemplo de matriz tridiagonal de ordem 4. Enquanto que a matriz

=
I

O OO W

O O Wk N

O Wk ot O

W =~ Ot O O

= Ot O O O

¢ uma matriz tridiagonal de ordem 5.

No préximo exemplo, e no restante do texto, dado uma matriz quadrada M, de
ordem n, indicaremos por |M,|, ou equivalentemente por det M,,, o determinante da
matriz M,

Exemplo 4.2. Fazendo uso da definicao de determinante e do Lema 2.1, temos que:

|Mi| :==a ;
|M2|:det{i Z} coluna 2 py /i e
a b 0 | 0 b
Myl =det | ¢ d e C°@a3d|Mz|—e[0 c}=d|M2|—ec|M1|;
0 ¢ d

De uma forma geral temos que

Proposicao 4.3 ([8]). Seja a matriz M,, tridiagonal e para todo n > 2 temos:
|Myi1| = d| M| — ce| My, 1] .

Demonstracao. Aplicaremos a inducao em n. Para n = 2, veja Exemplo 4.2. Admita
que o resultado é vélido para algum n > 2. Assim

b 00 --- 0000
c e 00 00
0 ¢c d e 00 0O
|Mpia| = det '
00 0O c e
00 0O 0 c e
000 0 - 0 0 ¢ d
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Entao,
[a b 0 0 0 O]
c e 000
0 ¢ d e 000
M, | coluréa mt 0 et - o
00 00 c d e
_O 0 00 0 c d_
[a b 0 0 0 0]
c e 000
0 ¢c d e 000
—e - det L .
00 00 c d e
_O 000 0 0 c|
[(a b 00 -+ 0 0]
linha c d e 0 - 00
— dan| — e-c-det 0 ¢c d e - 00
_O 000 c d_
= d|M,| — ec|M,_1] .
Temos o resultado. 0

O resultado na forma da Proposi¢ao 4.3 é apenas enunciada o em [8]. Aqui exi-
bimos a demonstracao, a qual vimos que é uma consequéncia direta da definicao de
determinante de uma matriz, aplicando a expansao de Laplace (Lema 2.1).

Indicamos por M,, a matriz tridiagonal ao especificarmos a = 11, b = —1, ¢ =
—10, d = 11 e e = —1 na matriz M,, dada na Equagao (4.1):

11 -1 0 0 -~ 0 0 0
-0 11 -1 0 --- 0 0 0
0 —10 11 =1 -~ 0 0 0
M, — (4.2)
0 0 0 0 --- —10 11 -1
0 0 0 0 -~ 0 —10 11|
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Para n > 1 vale o seguinte resultado envolvendo os ntimeros repunidades de ordem
n em termos do determinante da matriz tridiagonal M,,.

Corolario 4.4. Considere a matriz a tridiagonal M,, dada na Equagdo (4.2). Para
todo n > 0, temos que |My 1] = Ryio .

Demonstracao. Paran = 0,1 ou 2, um calculo direto mostra que
M| =11 = Ry,
|IMy| =11|M;| — (—=10) - (—=1) = 11Ry — 10 = Ry,
[(Ms| =11[Ma| — (=10) - (=1)[M1] = 11R5 — 10 - Ry = Ry.
Para n > 2, basta aplicar a Proposicao 4.3, e obtemos que:
(Mipa| = 1M | = (=10) - (=1)[ My -
Agora usando indugao em n, tém-se | M, 1| = Ryo . O

Considere a matriz tridiagonal M) dada por

[0 1 0 0 0 0
-1 0 —-10 © 0 0
0 —1 11 —10 0 0
M = o o0 -1 11 0 0 (4.3)
0 0 0 0 --- 11 =10
0 0 0 0 -+ =1 11

Exemplo 4.5. O calculo direto do determinante da matriz tridiagonal M para n =0
en=1¢

IMij|=0=Rye|M{|=0.-0—(—-1)-1=1=R; .
Faremos também para n = 2 e n = 3, serd o mesmo procedimento adotado para
qualquer n > 3 na Proposicao 4.6 a seguir, vejamos:

0 1 0
IMj|=1|-1 0 —10 :—‘_01 _1110‘=11=Rg,
0 —1 11
0 1 0 0
-1 0 =10 0 -1 -0
Mil=|y O, 17 _qol=-—]0 1 -10
0 -1 11

0o o0 -1 11

11 —-10
S| B NE
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A verificacdo do caso geral seguira com auxilio da expansao de Laplace, como no

Exemplo 4.5 .

Proposicao 4.6. Considere a matriz tridiagonal M, de ordem n+ 1 dada na Equagdo

(4.3). Para todo n > 0 o n-ésimo nimero repunidade € dado por R, = |M]|.

Demonstracao. No Exemplo 4.5 temos o céalculo até n = 3. Para n > 4, fagcamos o
determinante da matriz tridiagonal M, |, ou seja,

0 1 0 0 0 0
-1 0 —-10 O 0 0
0 -1 11 -10 0 0
, o 0 -1 11 0 0
|Mn+1| - : : : : . : :
0 O 0 o --- 11 =10
0 O 0 o -~ =1 11
0 0 0 0 o --- -1
-1 —-10 0 0 0 O
O 11 =10 --- 0 0 O
0o -1 11 0 0 O
0 0 0 11 —-10 0
0 0 o --- —1 11 0
0 0 0 0 -1 11
11 -10 0 0 O
-1 11 0 0 O
_ _(_1 ] : . : :
=1 0 0 11 —-10 0
0 o --- —=1 11 0
0 0 0 -1 11
Agora segue do Corolério 4.4 que
7/1+1 = ’Mn’ = Ryq1 -

o O OO

e}

| = |Mn+1| .

[]

Vale ressaltar que em [3], Catarino e colaboradores, abordam propriedades andlogas
para a sequeéncia de Mersenne, apresentando alguns casos particulares. Revisando a
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literatura, encontramos outros autores que estudaram relagoes entre determinantes de
certas matrizes tridiagonais em termos de sequéncias recursivas, como pode ser con-
sultado em Kilic e Omiir em [13], Kili¢ e Tagci em [14], Kili¢ e Stanica em [15], entre
outros pesquisadores.

5 Consideracoes finais

Neste discutimos alguns resultados acerca da sequéncia repunidade, um caso parti-
cular da sequéncia de Lucas, com vistas as propriedades associadas a uma matriz de
ordem 2, nesse sentido, exibimos uma matriz geradora da sequéncia repunidade, como
pode ser visto nas Proposicoes 3.1 e 3.6; e como consequéncia obtemos a Identidade de
Cassini como caso particular da Proposigao 3.4. Para além disso, exploramos alguns re-
sultados em termos das matrizes tridiagonais, em especial destacamos a Proposicao 4.3
que exibe uma demonstracao para o resultado proposto por Falcon [8], a partir desta
verificacao propomos alguns resultados que relacionam as matrizes tridiagonais com os
nimeros repunidades. Com este trabalho esperamos fomentar mais estudos referentes
a esta classe de nimeros, fornecendo novas abordagens para o estudo das sequéncias do
tipo Lucas e suas diversas formas de representagao.
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