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Resumo

Este trabalho realiza um estudo referente ao novo tipo de polinômios de Padovan ge-
neralizados em torno da sua distância. Nesse sentido, realiza-se uma investigação ma-
temática desses polinômios, com base em sua definição apresentada nesta pesquisa.
Dessa forma, são discutidas as respectivas matrizes geradoras e a função geradora des-
ses números .

Palavras-chave: Função geradora; matriz geradora; polinômios de Padovan generali-
zados.

Abstract

This work performs a study regarding the new type of generalized Padovan polynomials
in the sense of their distance. In this sense, a mathematical investigation of these
polynomials is carried out, based on their definition presented in this research. Thus,
the respective generating matrices and the generating function of these numbers are
discussed.
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1 Introdução

Muitos estudos de sequências numéricas são encontrados na literatura atualmente.
Nesse sentido, tem-se trabalhos abordando as generalizações de sequências, aprofun-
dando o estudo desses números [2, 3]. Com base nisso, tem-se o trabalho de Bednarz
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e Wolowiee-Musial [1], em que trata dos polinômios de Fibonacci generalizados no
contexto da sua distância. Assim, são introduzidos nesta pesquisa os polinômios gene-
ralizados de Padovan, diante de suas respectivas distâncias.

Como forma de realizar uma generalização desses números, ressalta-se a sequência
de Padovan (P ), possuindo relação de recorrência dada por: Pn = Pn−2 + Pn−3, n ⩾ 3.
Os valores iniciais dessa sequência são dados por: P0 = P1 = P2 = 1, e o x3−x− 1 = 0
sendo o seu polinômio caracteŕıstico [4, 5, 6].

Doravante, será realizada uma investigação matemática dessa sequência, permitindo
introduzir os polinômios generalizados desses números em torno da sua distância.

2 Os polinômios de Padovan generalizados

Esta seção introduz os polinômios generalizados de Padovan, definindo suas re-
corrências, com o viés de discutir posteriormente algumas propriedades matemáticas.
Desse modo, temos a definição referente à sequência Polinomial de Padovan e a definição
da generalização dos polinômios de Padovan, de forma a introduzir ao leitor a noção
dos polinômios de Padovan, para que possa ser estudada a definição dos polinômios de
Padovan em função da distância.

Definição 2.1. A sequência polinomial de Padovan (Pn(x)) é dada por:

Pn(x) = xPn−2(x) + Pn−3(x), n ⩾ 3, (2.1)

com os valores iniciais P0(x) = P1(x) = P2(x) = 1.

Definição 2.2. A generalização dos polinômios de Padovan (Pn(k, x)), para inteiros
com n ⩾ 0, k ⩾ 3, x ⩾ 1, n ⩾ k, é dada por:

Pn(k, x) = xPn−2(k, x) + Pn−k(k, x), (2.2)

com Pn(k, n) = n+ 1, em que n = 0, 1, 2, . . . , k − 1.

Definição 2.3. Os polinômios de Padovan (pn(k, x)) em função da distância, para
inteiros com n ⩾ 0, k ⩾ 3, n ⩾ k, é dada por:

pn(k, x) = xpn−2(k, x) + pn−k(k, x), (2.3)

com pn(k, n) = Pnx
n, em que n = 0, 1, 2, . . . , k − 1.
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Por vez, essas recorrências pode ser escrita no formato:

pk+i(k, x) = xk+i + (i+ 1)xi, (2.4)

com i = 0, 1, 2, . . . , k − 3.
Assim, temos na Tabela 1, alguns valores calculados de k e n para a sequência, com

base na Definição 2.3, para uma melhor compreensão do leitor.

Tabela 1: Polinômios de Padovan em função da distância.
Fonte: Elaborado pelos autores

n 0 1 2 3 4 5 6
pn(3, x) 1 x x2 x2 + 1 x3 + x x3 + x2 + x x4 + 2x2 + 1
pn(4, x) 1 x x2 2x3 x3 + 1 2x4 + x x4 + x2 + x
pn(5, x) 1 x x2 2x3 2x4 2x4 + x 2x5 + x
pn(6, x) 1 x x2 2x3 2x4 3x5 2x5 + 1

3 Alguns resultados

Nesta seção, abordaremos propriedades matemáticas que se originam das definições
apresentadas anteriormente. A compreensão dessas propriedades é fundamental para
uma análise mais profunda da sequência de Padovan e suas aplicações. A seguir, des-
tacamos algumas propriedades que podem ser discutidas.

Proposição 3.1. A função geradora dos polinômios de Padovan em função da distância
é dada por:

g(t) =
1 + xt+ t2(x2 − x)

1− xt2 − tk
(3.1)

Demonstração. Com base na sequência g(t) = p0(k, x) + p1(k, x)t + p2(k, x)t
2 + . . .,

tem-se:

xt2g(t) = p0(k, x)xt
2 + p1(k, x)xt

3 + p2(k, x)xt
4 + . . .+ pk(k, x)xt

k+2 (3.2)

tkg(t) = p0(k, x)t
k + p1(k, x)t

k+1 + p2(k, x)t
k+2 + . . .+ pk(k, x)t

2k. (3.3)
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Dessa forma, realizando g(t)− xt2g(t)− tkg(t), tem-se:

g(t)− xt2g(t)− tkg(t) = p0(k, x) + p1(k, x)t+ . . .+ pk(k, x)t
k (3.4)

− [p0(k, x)xt
2 + p1(k, x)xt

3 + . . .+ pk(k, x)xt
k+2] (3.5)

− [p0(k, x)t
k + p1(k, x)t

k+1 + . . .+ pk(k, x)t
2k] (3.6)

g(t)[1− xt2 − tk] = p0(k, x) + p1(k, x)t+ p2(k, x)t
2 − p0(k, x)xt

2 (3.7)

g(t)[1− xt2 − tk] = 1 + xt+ x2t2 − xt2 (3.8)

g(t)[1− xt2 − tk] = 1 + xt+ t2(x2 − x) (3.9)

g(t) =
1 + xt+ t2(x2 − x)

1− xt2 − tk
. (3.10)

Iniciando os estudos referentes as matrizes dessas sequências, tem-se a matriz gera-
dora dos polinômios de Padovan em função da distância. A forma matricial é obtida
com base na recorrência da Definição 2.3. Com isso, a primeira coluna da matriz repre-
senta os coeficientes da fórmula de recorrência e as colunas seguintes são preenchidas
com uma matriz identidade. Por fim, a última linha é completada com zeros.

Assim, para k = 3 a matriz é dada por:

QP (3, x) =


0 1 0 0
x 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 (3.11)

Dessa forma, ao ser elevada a n-ésima potência, tem-se o elemento a11 da matriz
retornando o valor pn(k, x), para n ⩾ 2.

A matriz geradora dos polinômios de Padovan em função da distância, para k = 4,
é dada por:

QP (4, x) =


0 1 0 0 0
x 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

 (3.12)
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A matriz geradora desses números para k = 5, é dada por:

QP (5, x) =


0 1 0 0 0 0
x 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0

 (3.13)

Diante disso, a Tabela 2 apresenta alguns resultados dos polinômios de Padovan em
função da distância, para determinados valores de k.

Tabela 2: Alguns resultados dos Polinômios de Padovan em função da distância.
Fonte: Elaborado pelos autores
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
QP (3, 1) 1 0 1 0 2 0 3 0 5 0 8
QP (3, 2) 1 0 2 0 5 0 12 0 29 0 70
QP (4, 1) 1 0 1 0 1 1 1 2 1 3 2
QP (4, 2) 1 0 2 0 4 1 8 4 16 12 33
QP (5, 1) 1 0 1 0 1 0 2 0 3 0 4
QP (5, 2) 1 0 2 0 4 0 9 0 20 0 44

Generalizando a forma matricial dos polinômios de Padovan em função da distância,
temos:

QP (k, x) =


0 Ik

x
0k−2

1 0k

 , (3.14)

em que I é a matriz identidade de tamanho k e 0k é uma matriz linha com todas as
entradas nulas.

Assim, conclúımos a exploração dos polinômios generalizados de Padovan nesta
pesquisa. Este estudo fornece uma visão aprofundada das propriedades desses po-
linômios na teoria dos números e na matemática em geral. Eles desempenham um
papel significativo na compreensão das relações matemáticas subjacentes à sequência
de Padovan e têm implicações em uma variedade de contextos matemáticos. Este co-
nhecimento contribui para um entendimento mais completo e apreciação das estruturas
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matemáticas recorrentes, enriquecendo o campo da matemática e suas aplicações. A
pesquisa e exploração cont́ınuas desses polinômios têm o potencial de levar a descobertas
matemáticas adicionais e aplicações práticas em diversos campos. Portanto, a inves-
tigação sobre os polinômios generalizados de Padovan permanece um tópico relevante
e promissor no campo da matemática.

4 Conclusão

Com base nos polinômios de distância de Fibonacci, foi posśıvel realizar um estudo
dos polinômios generalizados da sequência de Padovan em torno da sua distância. As-
sim, definiu-se as suas respectivas recorrências, visando obter propriedades matemáticas
inerentes à esses números.

Por fim, foram discutidas as matrizes geradoras e a função geradora desses números,
permitindo a realização de uma investigação matemática da sequência primitiva de
Padovan. Para trabalhos futuros, busca-se a visualização e aplicação desses polinômios,
aprimorando o estudo de sequências.
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