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Resumo

O presente trabalho introduz o estudo da func¢ao de Perrin no conjunto dos nimeros
reais, p : R — R, tal que z € R, p(z +3) = p(z + 1) + p(z). Assim, de posse
da sua recorréncia e definicao, sao trabalhados alguns teoremas e proposi¢oes ma-
tematicas. Dessa forma, realiza-se uma evolugao matematica em torno dos niimeros
dessa sequéncia, destacando o estudo da sua respectiva funcao de Perrin com o niimero
plastico, assim como acontece na sequéncia de Padovan.

Palavras-chave: Evolucao matematica; Funcao de Perrin; nimero plastico; sequéncia
de Perrin.

Abstract

The present work introduces the study of Perrin’s function in the set of real numbers,
p: R — R, such that x € R,p(z + 3) = p(x + 1) + p(x). Thus, in possession of its
recurrence and definition, some theorems and mathematical propositions are worked
on. In this way, a mathematical evolution is carried out around the numbers of this
sequence, highlighting the study of their respective Perrin function with the plastic
number, just as it happens in the Padovan sequence.

Keywords: Mathematical evolution; Perrin function; plastic number; Perrin sequence.

1 Introducao

Inicialmente estudada e desenvolvida pelo engenheiro francés Olivier Raoul Perrin
(1841-1910), a sequéncia de Perrin é uma sequéncia de terceira ordem com férmula de
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recorréncia P, = P,_s + P,_3,n > 3 com os valores iniciais Py = 3,P, =0, P, =2. O
seu polinémio caracterfstico é dado por z® —x — 1 = 0, apresentando o ntimero plastico
como solu¢ao real, cujo valor aproximado é 1,32 [1, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

De fato, percebe-se um ntumero cada vez maior de pesquisas referentes aos nimeros
de Perrin, dando énfase ao seu processo de evolugao matematica. Com isso, para este
presente estudo, tem-se uma investigacao da funcao de Perrin, baseada nos trabalhos
[2, 3], em que tratam da fungao de Fibonacci.

Desse modo, é entao considerada a funcao de Perrin definida no conjunto dos
nimeros reais (R), ou seja, fungao p : R — R tal que para todo = € R,

p(z+3) =plx+1)+p(z).

Além disso, mostra-se que se p é uma funcao de Perrin, entao

Py a1 133 11 3
! I S S 2 S
) \/2+6 3+\/2 sV =Y

2 Funcao de Perrin

Doravante, é entao definida a funcao de Perrin.

Definicao 2.1. A funcao p definida nos nimeros reais € considerada uma funcao Perrin
se satisfaz a formula:

p(z+3) = px +1) + p(x),
para todo x € R.

Seja a fungao p(x) := a” uma func¢ao de Perrin em R, onde a > 0. Dessa forma,

a"a® = pla +3) = p(e + 1) + plz) = a*(a + 1).

: _ _3/1 .1 [23 11 [23 _
A881m,tem—sea3—a+1coma—i’/i—kg g—l—i/g—g 5 = ¢. Logo,

sf1 1 /23  s/1 1 /23 .

ple) = VT@V?*%?@V? =Y

é a funcao de Perrin e tnica desse tipo em R.

Para {u,} - e {v,} ~ _ sendo a sequéncia de Perrin. Definindo a fungao p(x)
para p(z) := ug) +vyt, em que t = x — [z] € (0,1). Entdo p(z +3) = Uppis) + Vgt =
U] +3 + Vialpst = (Uaj+1 + Ul41) + (Vg1 + Viaj+1)t = p(z + 1) + p(z) para qualquer
x € R. Assim, conclui-se a demonstracao de p como sendo uma funcao de Perrin.
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Proposicao 2.2. Dado p € uma fun¢do de Perrin. Definimos g(x) := p(x+t), em que
t € R, para qualquer x € R. Entdo g ¢ uma funcao de Perrin.

Demonstracao. Dado z € R, tem-se que g(z+3) = p(z+3+t) = p(x+t+1)+p(x+t)
g(z + 1) + g(x), validando a proposigao.

Ol

Para exemplificar, temos que p(x) = ¥* é uma fungdo de Perrin, entdao g(x)
Pp* = ¢p'p(x) é uma fungao de Perrin, para todo t € R.

Teorema 2.3. Seja p(x) fungdo de Perrin e (P,), oy @ sequéncia de Perrin com Py =
3,PL =0,P, =2. Entio p(x +n) = P,_1p(x + 1) + P,_op(x) para qualquer x € R e
n = 3 e inteiro.

Demonstracao. Se n = 3, entao p(x + 3) = p(z + 1) + p(z) = Pep(z + 1) + Pip(z).
Se n =4, entao

plr+4)=plx+2)+plx+1)
= Pip(z + 1) + Fop(z) + Fop(z + 1) + P-1p(x)
= (P + R)p(x + 1) + (P + P-1)p(x)
= Pyp(z + 1) + Pop(a).

Supondo que n = k, k € Z, tem-se
p(x+ k) = P_p(z + 1) + Pr_ap(z).
Supondo que n =k + 1,k € Z, tem-se

ple+k+3)=plx+k+1)+plx+k)
= Bp(x + 1) + Pe_1p(x) + Peap(x + 1) + Pr_op(x)
= (P + Pr)p(r + 1) + (Peo1 + Pr2)p(2)
= Prop(x + 1) + Pryip(2).

]

Corolario 2.4. Se {P,} é um nimero da sequéncia de Perrin com wvalores inciais
Py=3,P,=0,P, =2, entao tem-se que

wn - Pn—ﬂ/)—i_Pn—Q
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Demonstragio. Se p(z) = 1" é uma fungao de Perrin, com a = {/3+3,/% +
v/ % — %, / % = 1), pode-se aplicar no Teorema 2.3, resultando em a**" = p(z + n) =

P, 1p(x+1)+ P,_op(z) = P,_9a®"' + P,_5a®. Por fim, tem-se: a" = P,_ja+ P, o [

Teorema 2.5. Se {u,} é um nimero da sequéncia de Perrin, entdo Ufptn] = Po1Upg+1+
Pn—Qu[:L‘] € Ulg4n]-1 = Pn—lu[x] + Pn—QU[x}—l-

Demonstracao. Aplicando o Teorema 2.3, tem-se que

Ugtn] + Uzgn]—1t = p(x +n)
= Pyop(z 4+ 1) + Poop()
= Py 1[Ufpr1) + Upgr)—1t] + Paoofuf) + tz-11]
= Poa[ugren + ut] + Pooluge) + up1t]
= [Po1Up)+1 + Poortg] 4+ [Paoouje) + Pootifz 1]t

3 Quocientes da funcao de Perrin

Nesta secao, sao discutidos os limites do quociente de fungao de Perrin.

Teorema 3.1. Se p(x) € a fungdo de Perrin, entdo o limite do quociente pgf(;r)l) existe.

p(z+1

Demonstracao. Considerando o quociente p(x)) da fungao de Perrin p(z), tem-se qua-

tro casos:
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Considere (iii). Se tem-se o := p(x) >0, 5 :=p(x + 1) < 0, entao:
p(x+3) = 3a,
p(z+4) =25,

p(r +5) =20 — 30,

p(x +6) = 3o — 23,

p(r+7) =2a — 50,

p(x + n) = P, 30— P, of.
Dado 2/ € R, existe x € R e n € Z, tal que '’ = z + n. Entao:

p(z'+1) plx+n+1)

p(e) — plz+n)

o Pn—QO-/ - Pn—lﬁ
B Pn—?)a - Pn—?ﬁ
P P

C PRLYT P,
— P,_ Py
Pas ™ Pyl
_a—yp
1
ga— b
=1,

r+1
onde lim,,_ . P;“ = 1. Assim, lim M
similar a demonstragao do caso (iii).

Analisando o caso (ii): p(z) > 0,p(x + 1) > 0. Desse modo, realizando a multi-
plicacdo de trés termos consecutivos da func¢ao p(z), tem-se que:
p(z+3)p(z+2)p(x+1)
plz+2)p(zx+1) p(o)

= 1. A demonstragao do caso (ii) é

p(z +2)p(z + 1)p(z) =

p(z+3) 3)
pr)
Como lim ]M = 1. Assim
nhee p()
5 plx+3) _ ,fp(z+3)
e | )
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Logo,

p(z) p(x
P,
:31 n+1
+ 5
=\3/1+¢=\/1+ 1+ V1+
>1

Com isso, pode-se mostrar que a parte do numerador do quociente é positivo.
]

4 Conclusao

O estudo definiu a funcao de Perrin, realizando uma investigacao dos seus respectivos
teoremas e proposicoes matematicas. Com isso, pode-se perceber uma contribuicao
para o estudo investigativo e aprofundado dessa sequéncia de Perrin. Nao obstante, foi
possivel trabalhar os quocientes da funcao de Perrin, observando os limites do quociente
da fungao desses nimeros.

Por fim, para pesquisas futuras, busca-se uma integracao dessa pesquisa com outras
areas, aprimorando assim o processo de investigacao e evolucao matematica em torno
da sequéncia da Perrin.
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