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Resumo

O presente trabalho introduz o estudo da função de Perrin no conjunto dos números
reais, p : R −→ R, tal que x ∈ R, p(x + 3) = p(x + 1) + p(x). Assim, de posse
da sua recorrência e definição, são trabalhados alguns teoremas e proposições ma-
temáticas. Dessa forma, realiza-se uma evolução matemática em torno dos números
dessa sequência, destacando o estudo da sua respectiva função de Perrin com o número
plástico, assim como acontece na sequência de Padovan.

Palavras-chave: Evolução matemática; Função de Perrin; número plástico; sequência
de Perrin.

Abstract

The present work introduces the study of Perrin’s function in the set of real numbers,
p : R −→ R, such that x ∈ R, p(x + 3) = p(x + 1) + p(x). Thus, in possession of its
recurrence and definition, some theorems and mathematical propositions are worked
on. In this way, a mathematical evolution is carried out around the numbers of this
sequence, highlighting the study of their respective Perrin function with the plastic
number, just as it happens in the Padovan sequence.

Keywords: Mathematical evolution; Perrin function; plastic number; Perrin sequence.

1 Introdução

Inicialmente estudada e desenvolvida pelo engenheiro francês Olivier Raoul Perrin
(1841-1910), a sequência de Perrin é uma sequência de terceira ordem com fórmula de
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recorrência Pn = Pn−2 + Pn−3, n ≥ 3 com os valores iniciais P0 = 3, P1 = 0, P2 = 2. O
seu polinômio caracteŕıstico é dado por x3−x− 1 = 0, apresentando o número plástico
como solução real, cujo valor aproximado é 1,32 [1, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

De fato, percebe-se um número cada vez maior de pesquisas referentes aos números
de Perrin, dando ênfase ao seu processo de evolução matemática. Com isso, para este
presente estudo, tem-se uma investigação da função de Perrin, baseada nos trabalhos
[2, 3], em que tratam da função de Fibonacci.

Desse modo, é então considerada a função de Perrin definida no conjunto dos
números reais (R), ou seja, função p : R −→ R tal que para todo x ∈ R,

p(x+ 3) = p(x+ 1) + p(x).

Além disso, mostra-se que se p é uma função de Perrin, então
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2 Função de Perrin

Doravante, é então definida a função de Perrin.

Definição 2.1. A função p definida nos números reais é considerada uma função Perrin
se satisfaz a fórmula:

p(x+ 3) = p(x+ 1) + p(x),

para todo x ∈ R.
Seja a função p(x) := ax uma função de Perrin em R, onde a > 0. Dessa forma,

axa3 = p(x+ 3) = p(x+ 1) + p(x) = ax(a+ 1).

Assim, tem-se a3 = a+ 1 com a = 3
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é a função de Perrin e única desse tipo em R.
Para {un}∞n=−∞ e {vn}∞n=−∞ sendo a sequência de Perrin. Definindo a função p(x)

para p(x) := u[x] + v[x]t, em que t = x− [x] ∈ (0, 1). Então p(x+3) = u[x+3] + v[x+3]t =
u[x]+3 + v[x]+3t = (u[x]+1 + u[x]+1) + (v[x]+1 + v[x]+1)t = p(x + 1) + p(x) para qualquer
x ∈ R. Assim, conclui-se a demonstração de p como sendo uma função de Perrin.
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Proposição 2.2. Dado p é uma função de Perrin. Definimos g(x) := p(x+ t), em que
t ∈ R, para qualquer x ∈ R. Então g é uma função de Perrin.

Demonstração. Dado x ∈ R, tem-se que g(x+3) = p(x+3+t) = p(x+t+1)+p(x+t) =
g(x+ 1) + g(x), validando a proposição.

Para exemplificar, temos que p(x) = ψx é uma função de Perrin, então g(x) =
ψx+t = ψtp(x) é uma função de Perrin, para todo t ∈ R.

Teorema 2.3. Seja p(x) função de Perrin e (Pn)n∈N a sequência de Perrin com P0 =
3, P1 = 0, P2 = 2. Então p(x + n) = Pn−1p(x + 1) + Pn−2p(x) para qualquer x ∈ R e
n ⩾ 3 e inteiro.

Demonstração. Se n = 3, então p(x+ 3) = p(x+ 1) + p(x) = P2p(x+ 1) + P1p(x).

Se n = 4, então

p(x+ 4) = p(x+ 2) + p(x+ 1)

= P1p(x+ 1) + P0p(x) + P0p(x+ 1) + P−1p(x)

= (P1 + P0)p(x+ 1) + (P0 + P−1)p(x)

= P3p(x+ 1) + P2p(x).

Supondo que n = k, k ∈ Z, tem-se

p(x+ k) = Pk−1p(x+ 1) + Pk−2p(x).

Supondo que n = k + 1, k ∈ Z, tem-se

p(x+ k + 3) = p(x+ k + 1) + p(x+ k)

= Pkp(x+ 1) + Pk−1p(x) + Pk−1p(x+ 1) + Pk−2p(x)

= (Pk + Pk−1)p(x+ 1) + (Pk−1 + Pk−2)p(x)

= Pk+2p(x+ 1) + Pk+1p(x).

Corolário 2.4. Se {Pn} é um número da sequência de Perrin com valores inciais
P0 = 3, P1 = 0, P2 = 2, então tem-se que

ψn = Pn−1ψ + Pn−2
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Demonstração. Se p(x) = ψx é uma função de Perrin, com a := 3
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= ψ, pode-se aplicar no Teorema 2.3, resultando em ax+n = p(x + n) =

Pn−1p(x+1)+Pn−2p(x) = Pn−2a
x+1+Pn−2a

x. Por fim, tem-se: an = Pn−1a+Pn−2

Teorema 2.5. Se {un} é um número da sequência de Perrin, então u[x+n] = Pn−1u[x]+1+
Pn−2u[x] e u[x+n]−1 = Pn−1u[x] + Pn−2u[x]−1.

Demonstração. Aplicando o Teorema 2.3, tem-se que

u[x+n] + u[x+n]−1t = p(x+ n)

= Pn−1p(x+ 1) + Pn−2p(x)

= Pn−1[u[x+1] + u[x+1]−1t] + Pn−2[u[x] + u[x]−1t]

= Pn−1[u[x]+1 + u[x]t] + Pn−2[u[x] + u[x]−1t]

= [Pn−1u[x]+1 + Pn−1u[x]] + [Pn−2u[x] + Pn−2u[x]−1]t

3 Quocientes da função de Perrin

Nesta seção, são discutidos os limites do quociente de função de Perrin.

Teorema 3.1. Se p(x) é a função de Perrin, então o limite do quociente p(x+1)
p(x)

existe.

Demonstração. Considerando o quociente p(x+1)
p(x)

da função de Perrin p(x), tem-se qua-
tro casos:

i p(x) > 0, p(x+ 1) > 0;

ii p(x) < 0, p(x+ 1) < 0;

iii p(x) > 0, p(x+ 1) < 0;

iv p(x) < 0, p(x+ 1) < 0.

ReviSeM, Ano 2024, No. 1, 54–60 57



Vieira, Alves, Catarino

Considere (iii). Se tem-se α := p(x) > 0, β := p(x+ 1) < 0, então:

p(x+ 3) = 3α,

p(x+ 4) = −2β,

p(x+ 5) = 2α− 3β,

p(x+ 6) = 3α− 2β,

p(x+ 7) = 2α− 5β,

. . .

p(x+ n) = Pn−3α− Pn−2β.

Dado x′ ∈ R, existe x ∈ R e n ∈ Z, tal que x′ = x+ n. Então:
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onde limn−→∞
Pn+1

Pn
= ψ. Assim, lim

n→∞

p(x+ 1)

p(x)
= ψ. A demonstração do caso (ii) é

similar a demonstração do caso (iii).
Analisando o caso (ii): p(x) > 0, p(x + 1) > 0. Desse modo, realizando a multi-

plicação de três termos consecutivos da função p(x), tem-se que:

p(x+ 2)p(x+ 1)p(x) =
p(x+ 3)

p(x+ 2)

p(x+ 2)

p(x+ 1)

p(x+ 1)

p(x)

=
p(x+ 3)

p(x)
.

Como lim
n→∞

p(x+ 1)

p(x)
= ψ. Assim:

ψ3 =
p(x+ 3)

p(x)
=⇒ ψ = 3

√
p(x+ 3)

p(x)
.

ReviSeM, Ano 2024, No. 1, 54–60 58



Vieira, Alves, Catarino

Logo,

ψ = 3
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Com isso, pode-se mostrar que a parte do numerador do quociente é positivo.

4 Conclusão

O estudo definiu a função de Perrin, realizando uma investigação dos seus respectivos
teoremas e proposições matemáticas. Com isso, pode-se perceber uma contribuição
para o estudo investigativo e aprofundado dessa sequência de Perrin. Não obstante, foi
posśıvel trabalhar os quocientes da função de Perrin, observando os limites do quociente
da função desses números.

Por fim, para pesquisas futuras, busca-se uma integração dessa pesquisa com outras
áreas, aprimorando assim o processo de investigação e evolução matemática em torno
da sequência da Perrin.
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