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Resumo

Neste artigo apresentaremos um método unificado de solucao para equagoes polinomiais
com graus dois, trés e quatro por meio de uma relagao entre um dado polinomio e o
polindmio caracteristico de uma determinada Matriz Circulante. Mais precisamente,
provaremos que dado um polindémio de grau menor do que cinco, é sempre possivel obter
uma matriz circulante por meio das igualdades polinomiais anteriormente citadas, e
assim, utilizando resultados da Algebra Linear e de Ntumeros Complexos, mostraremos
como determinar as raizes do polinomio em questao.

Palavras-chave: Matrizes Circulantes, Polinomios, Raizes.
Abstract

In this article we will present a unified solution method for polynomial equations with
degrees two, three and four through a relation between a given polynomial and the cha-
racteristic polynomial of a given Circulating Matrix. More precisely, we will prove that
given a polynomial of degree less than five, it is always possible to obtain a circulating
matrix through the previously mentioned polynomial equalities, and thus, using results
from Linear Algebra and Complex Numbers, we will show how to determine the roots
of the polynomial in question.

Keywords: Circulant Matrices, Polynomials, Roots.
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1 Introducao

A busca por solucoes para problemas envolvendo equacoes sempre foi central, sendo
um dos grandes problemas da Matemadtica e tendo vario(a)s matematico(a)s como pro-
tagonistas na busca por essas respostas. Mais ainda, quando nao era possivel encon-
trar tais solugoes, essas pessoas desenvolveram ferramentas e técnicas que auxiliaram
o avanco de algum passo légico para a obtencao da solugao. Dessa maneira, grande
parte dos caminhos que levaram ou nao as solugoes de equacoes acabaram se tornando
métodos ou resultados de grande importancia para o crescimento das dreas da Ma-
tematica que lidam diretamente com essa questao, como a Algebra, a Analise e a Teoria
dos Numeros.

E preciso lembrar que dentro do tema das equacoes ha um universo de problemas re-
lacionados, por exemplo, podemos destacar as equagoes diferenciais ordinarias (EDOs)
ou parciais (EDPs)!, que tém sido um forte objeto de estudo e pesquisa dos matemadticos
(e pesquisadores de outras areas também) nas ultimas décadas.

O estudo de equagoes também existe em um contexto com menos estruturas (que
derivadas ou integrais), como é o caso das equagdes que envolvem apenas polinémios,
as Fquacoes Polinomiais. Nao as subestimemos, as equacoes polinomiais apesar de
serem estruturalmente mais simples, ainda nao sao completamente entendiveis ou so-
luciondveis, mesmo com as técnicas que existem atualmente ou com auxilios computa-
cionais. Destacamos as famosas equacoes Diofantinas®, que apenas entendemos com-
pletamente a classe das equacoes Diofantinas lineares. Dentre as equagoes Diofantinas
nao lineares, uma em particular deixou a comunidade mateméatica ocupada por cerca
de 358 anos, o problema conhecido como o Ultimo Teorema de Fermat é extremamente
simples de entender, consistia em provar que a equagao

a4yt = 2", (1.1)

nao admitia como solugdo uma terna de nimeros inteiros (z, ¥, z) quando n é um nimero
maior do que dois, 0 que parece ser, a primeira vista, algo contraditério, pois no caso
n = 2 a equagao (1.1) torna-se um problema famoso e cuja soluc¢do é conhecida como
Ternas Pitagdricas®.

'Em linhas gerais, as Equacoes Diferenciais sdo aquelas que envolvem uma funcao e suas derivadas
(derivada total no caso de EDOs e derivada parcial no caso das EDPs), e desejamos descobrir que fungao
é solugao para a equacao ou quando isso nao for possivel, se ainda conseguimos obter propriedades
para essas solugbes como estabilidade, regularidade, limitagdo, crescimento rapido (blow-up), dentre
tantos outros aspectos.

2Equacdes que admitem apenas niimeros inteiros como solucio para suas varidveis.

3As ternas (x,y,2) com x = p? — ¢%, y = 2pq e z = p? + ¢° sdao chamadas de Ternas Pitagoricas, e
s@o solugoes de (1.1) com n =2 e p,q € N com p > q.
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As solugbes para equacgoes polinomiais a uma variavel que conhecemos hoje, em
termos dos coeficientes, tém forte contribuicao de Frangois Viete, que foi um ma-
tematico francés do século XV que criou a notacao algébrica sistematizada para iden-
tificar varidveis em um problema de equacoes. Além disso, sabemos pelo Teorema de
Abel-Rufinni que nao hd uma solucao por meio de radicais para equagoes polinomiais
completas de grau maior do que quatro. Uma solucao por meio de radicais é aquela que é
obtida apenas utilizando operagoes basicas de adigao, subtragao, divisao, multiplicacao
e também operacao de extrair raizes de niimeros.

O objetivo deste artigo é expor as técnicas utilizadas na resolugao de equagoes
polinomiais cujo grau é menor do que cinco por meio da teoria das matrizes circulantes,
sendo este um elo entre a Algebra Linear e as Equagoes Polinomiais.

Este trabalho teve por base os artigos [6] e [10], que tratam sobre resultados en-
volvendo matrizes circulantes e, em particular, aborda o seu uso na busca por solugoes
de equagdes polinomiais. Tivemos por base também a dissertagdo de mestrado [3] do
Programa PROFMAT da UFRPE, cujo trabalho deu o titulo de mestre ao primeiro
autor deste trabalho. Utilizamos ainda os materiais [6, 7] para melhorar alguns pontos
que nao foram considerados em [3]. Ainda que este tema tenha sido abordado por di-
versos autores, descreveremos precisamente todos os métodos envolvidos, expandindo
os céalculos e fazendo detalhamentos teéricos de modo que a abordagem aqui seja ino-
vadora. Em nossa analise serao necessarios conhecimentos sobre Niumeros Complexos,
Matrizes, Sistemas e Determinantes os quais nao desenvolveremos aqui mas que podem
ser visto em detalhes [3].

O artigo esta divido da seguinte maneira: Na Secao 2, trazemos os resultados sobre
as Matrizes Circulantes, defini¢oes e resultados da Algebra Linear associados. Na Secao
3, apresentamos como a teoria das matrizes circulantes nos d4 uma maneira unificada
para encontrar solugoes para equagoes polinomiais de graun =2, n =3 en =4, e
comentarios sobre casos de graus maiores do que 4. Finalmente, trazemos na ultima
secao a conclusao do trabalho.

2 Matrizes Circulantes

Na primeira parte desta secao, apresentaremos defini¢coes e resultados basicos de
Algebra Linear relacionados as matrizes circulantes. Tais matrizes sao casos particulares
das matrizes de Toeplitz. Indicamos as referéncias [2] e [8] em caso de necessidade de
revisao dos conceitos de Algebra Linear.

Definicao 2.1 (Matriz de Toeplitz). Uma matriz quadrada T, = (¢;;) de ordem n é
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dita Matriz de Toeplitz quando t;; = t;_;, e nessa situacao,

o ty g oo e gy
t te ty :
T, — la 4
t_q t_o
: T
Lty o b to |

As matrizes de Toeplitz tem sua aparicao em diversos contextos da Matematica,
como nas solucoes de equacoes diferenciais ou integrais, e em funcoes spline*. Ela
aparece também na Engenharia no estudo de processamento de sinais. Em geral, ela
surge em diversos problemas e métodos da Fisica, da Matemadtica e da Estatistica [7].

Um caso particular das matrizes de Toeplitz ocorre quando t = t_(,_p) = tp—n,
comk=1,2,...,n—1, o que junto com a Defini¢ao 2.1 se traduz da seguinte maneira:
cada linha desta nova matriz é obtida por um deslocamento a direita (e ciclico) da linha
imediatamente superior. Matrizes com essa propriedade sao conhecidas como Matrizes
Clirculantes.

Defini¢ao 2.2 (Matriz Circulante). Uma matriz quadrada C' de ordem n ¢é dita uma
Matriz Circulante quando seus coeficientes sao reais, e cada linha na posicao ¢ é formada
por um deslocamento ciclico de ¢ — 1 posicoes, para a direita, das coordenadas do vetor
(co,€1,Cay ..y Cn_1), € Messa situagao,

CO Cl 02 DY DY Cn—l

Cn—1 Co &

C = Cn—2 Cpn—1
; C1 Ca
Ch—1 Co C1
C]. ) .. Cn_2 CTL— 1 CO

Denotaremos a matriz circulante C' por C(cg,cq, ..., ¢n—1), sendo cg, ¢,
elementos da primeira linha de C'.

..y, Cp—1 OS

4 Splines sao funcoes definidas por partes, onde estas sdo funcoes polinomiais. Splines sio usados
no ajuste de curvas e Teoria da Aproximagao.
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Exemplo 2.3. Sejam a, b, ¢, d nimeros reais. Sao exemplos de matrizes circulantes de
ordem n < 5

0 b a b ¢
Cla) = [a], c<a,b>=[b } Clabe)=| ¢ a b
b ¢ a

a b c d

e Cla,b,c,d)= igzz

b ¢ d a

Conforme a Definicao 2.2, a expressao “circulante” se refere aos deslocamentos
ciclicos ordenados das coordenadas do vetor (cy, ..., ¢,—1) dado, mais ainda, denotando
C = C(co, 1y ey cn-1) = (Cij)i<ij<n, entao o termo Cj; que ocupa a i-ésima linha e
Jj-ésima coluna ¢ dado por

Cz'j = C(j—14) mod n-

Atribuindo cores a cada termo, temos uma rapida visualizacao de como os elementos
¢;’s estao distribuindo em uma matriz circulante

Figura 1: Visualizagao por cores de elementos em uma matriz circulante 6 x 6. Fonte:
Autores.

Algumas das aplicagoes das Matrizes circulantes estao relacionadas com a transfor-
mada de Fourier discreta e no estudo de c6digos ciclicos para corre¢ao de erros (ver

[7])-
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Denotaremos por C,, a matriz circulante C,, = C(0,1,0,...,0), ou seja,

010 - 0
001 . 0
C, =
000 " 1
(100 -+ 0]

Veremos que esta matriz tem um papel fundamental na escrita de matrizes circu-
lantes no seguinte resultado.

Proposicao 2.4. Dada uma matriz circulante C = C(ag, ay,...,an—1), entdo o po-
linomio q(x) = ap + a1 + asx® + ...an_12" "' satisfaz

C =q(C,) = apl +a,C, + ayC? + -+ -+ a, 1C" 1 (2.1)

em que I denota a matriz identidade de ordem n e C* é o produto de C,, por C, uma
quantidade k de vezes.

Demonstracao. A demonstracao consiste em calcular a expressao do lado direito da
igualdade em (2.1) e verificar que obtemos exatamente a matriz circulante C. O traba-
lho entdo se resume a provar que C*, com k € 0,...,n — 1 é dado por

CS - C(ek+1)7 (22)

em que e € o vetor da base canonica de R™ que possui 1 na k-ésima coordenada e zero
em todas as outras. Faremos uma inducao forte em k. Note que, pela definicao de C,,,
C,=Cl =C(ey).

Suponha entao que vale a hipétese de indugao C~! = C,,(e;), vamos entao verificar
se vale C' = C,(e;41). Realizando o produto das matrizes, e denotando por v' o
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transposto do vetor v,

Ci = O, = Cu(e;)Ch

€;
€11 [0 1 0 --- 07
: 0 0 1 0
- n oo EE
€1 Oo0¢0 --- 1
: 100 |
| €i—1 |
e T
€i+1
= | en |[eh el e ey ] =Culen)
€1
L €i—1 |

pois note que o produto envolvendo elementos da linha da primeira matriz com colunas
da segunda matriz s6 é nao nulo quando ocorre um produto da forma e, na linha por
e na coluna. Assim, teremos um produto e; da primeira linha com e; na (i + 1)-ésima
coluna, logo a primeira linha é e;;;. J4 na segunda linha, representada por e;, 1, s6
terd elemento nao nulo no produto quando a coluna for e; 1 que ocorre na (i + 2)-ésima
coluna, portanto a segunda linha serd e;;5 e assim por diante. Assim, a propriedade
vale para todo 7 € N.

Uma vez que provamos (2.2), provar a identidade (2.1) se resume a expansao do
célculo envolvendo soma das matrizes a,C* = C(ager,1), a qual omitiremos. ]

A escrita acima nos permite relacionar os autovalores de uma matriz circulante
C qualquer com os autovalores de ), por meio do polinomio ¢ associado a C. Este
resultado é visto no seguinte teorema.

Teorema 2.5 (Teorema da Aplicagdo Espectral). Dada uma matriz circulante C' =
C(ag,ay,...,an—1). FEntdo todos os autovalores de C sao da forma q(\) em que \ €
autovalor de C,, e q(x) = ag + a1 + a2 + ... + a,_12"~'. Em simbolos,

n—1
Spec (C’ = ZakCif) = {

k=0

-1

3

apA® X € Spec(Cy) } .

k=0
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Demonstrag¢ao. Seja A um autovalor de C,, e v = v(\) um autovetor associado, ou seja,
Cpv = Mv e C*v = \*v. Pela Proposigao 2.4, C' = q(C,,). Mostraremos que ¢()\) é um
autovalor de C' com autovetor v. De fato,

(NI =Cv = (Ao —Cv=qNv—q(Cp)v
= q(Nv — [ag] + a0, + ... + a1 C" o
(Mo = [agv + a1Cn (V) + ... + a1 C (V)]
= g\ — [agv + a1 (M) + .. + a1 (A7)
(A)
(A)

I
2

= qN)v —[ag+ aiA + ... + ap_ A"
= qA\)v—q(MNv=0.

Mostraremos agora que dado um autovalor o de (', entao existe um autovalor A de C,
tal que 0 = ¢(\). Considere o polinomio

r(z) = q(x) — o, (2.3)
que possui grau n — 1. Pelo Teorema Fundamental da Algebra (ver [1]), r(x) é comple-

tamente fatoravel em C[z], dessa forma podemos escrever

n—1

r(z) = ap_ H(az — i), (2.4)

i=1

em que p; sao as raizes complexas de r(z). Seja w = w(o) um autovetor de C' associado
a 0. Segue por defini¢cao que

Cw=ow <& (C—-0ol)w=0,

e como w # 0, pois é um autovetor, isso nos diz que a matriz C' — ol nao é invertivel.
Combinando as expressoes para r(z) dadas em (2.3) e (2.4), segue que

n

C—-ol =a,, H(C’n — i1). (2.5)

i=1

Como C' — ol é uma matriz nao invertivel, entdo para algum k£ € {1,..,n — 1}, a
expressao (2.5) nos garante que C,, — il nao é invertivel, ou seja, uy é autovalor de
C.,. Mais ainda, como py, é raiz de r(z), entao

0=r(u) =qlu) —0 = o =q(w),

isso finaliza a demonstracao. O
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Proposicao 2.6. Os autovalores de C,,, A\, sao exatamente as n raizes da unidade do
polinémio y = z", ou seja A\, = exp(i2kw/n) , k=0,1,...n— 1.

E possivel demonstrar este fato por meio do Principio da Inducao Finita sobre n,
considerando o determinante da matriz \I — C,,.

Como veremos na proxima secao, as matrizes circulantes que utilizaremos serao
da forma C(0,b,c¢,d,...) com trago igual a zero. Isto ocorrerd devido a mudanga de
varidvel y = x + 2= assim temos o seguinte coroldrio.

nan ’

Corolario 2.7. Dada uma matriz circulante da forma C(0,b,¢,d, ...), entdo
Spec (C(0,b,¢,d,...)) = {bA\y+ A +dX}... : k=0,1,...n},

onde A\, = exp(i2km/n).

3 Matrizes Circulantes e Equacoes Polinomiais

Mostraremos nesta secao como resolver equacgoes polinomiais envolvendo um po-
linomio de grau n < 5 utilizando matrizes circulantes e os resultados vistos na secao
anterior. Provaremos que o problema de encontrar raizes de polinomios de graun < 5 é
equivalente a resolver um sistema de equacoes. Com efeito, dado tal polinomio, podemos
supor que este ¢ igual ao polinomio caracteristico de uma matriz circulante de ordem
n. Fazemos isso pelo fato de sabermos todas as raizes do polinomio caracteristico de
qualquer matriz circulante, dai o sistema é obtido por meio da igualdade de polinémios.

Mais precisamente, o procedimento pode ser sistematizado em passos: Seja p(z) =
X"+ 12" 1+ ...+ a2+ ag um polindmio de grau n < 5 no qual desejamos encontrar
suas raizes, entao:

12 Passo: Eliminacao do coeficiente de grau n — 1 e simplificagao. Faremos a
mudanca de varidvel considerando x = y + «, escolhendo um valor apropriado para «
de modo que em p(y) o coeficiente de y"~! seja zero. Note que

y) = anly+a)" +a,1(y+a)" "+ ... +ai(y+a)+ag

= a, (y" +ny" a4+ .+ nya 4+ a")
+a,1 (Y +H (=Y a4+ (n—1Dya" P+ a7
+o.+a(y+ o) +ao

= "+ (apna+ ap )y o+ (apna™ T Fapi(n— Do+ L+ ay)y
+ (anoz" +a, 10" 4 aa+ ao) )
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Como queremos que o coeficiente do termo y"~! seja nulo, entao forcamos a condicao

Ap—1
ana+a,1=0 = a=-— .
na,
Dessa maneira, pondo
QAp—1
nay,

obtemos
P(y) = any”™ + bp—2y™ > + ... + by + by.

Observe que o polinémio p(x) ndo tem as mesmas raizes que p(y), mas existe uma
bijecao entre as raizes destes polinomios, a saber x +— x + #"1
e
Agora, como o intuito é resolver a equagao p(y) = 0, podemos considerar um po-
linomio p obtido a partir de p, mas cujo coeficiente do termo maior grau é igual a um,
basta dividir a expressao por a, (que é diferente de zero por hipétese). Podemos entao

trabalhar com o polinomio da forma

p(Y) =y + ooy + .. + 1y + co,

em que ¢; = %,i:O,...,n—Q.

22 Passo: Traducao matricial e cdlculo do polinémio caracteristico. Consi-
deramos um vetor desconhecido v cuja primeira coordenada é nula, e associado a este
vetor, tomamos uma matriz circulante C' = C'(v) e calculamos o polinémio caracteristico

po(y) = det(yl — C).

32 Passo: Igualdade de polindmios. Impomos a condi¢ao de igualdade pco(y) =
p(y), que resulta em um sistema de equagdes cujas incégnitas sao os coeficientes a se-
rem encontrados da matriz circulante C' (coordenadas do vetor v). Assim, ao fim deste
passo, encontramos os coeficientes do polinémio ¢ associado com a matriz circulante C'
em questao. O intuito por tras dos trés primeiros passos é que, por meio da igualdade
pc(y) = p(y), encontraremos as raizes de p(y) por meio dos resultados para matrizes
circulantes pe(y).

Observacao 3.1. Na resolucao dos sistemas, vamos encontrar varios valores para esses
coeficientes da matriz circulante que tem o polinomio caracteristico igual ao polindomio
de y. Para a solucao dos exemplos, faremos uma escolha particular desses coeficientes, o
que nao tira a generalidade do resultado, uma vez que outra escolha ocasionard apenas
uma permutacgao entre as solugoes.
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4° Passo: Encontrando as raizes de p(y). Pelo Teorema 2.5, todos os autovalo-
res da matriz circulante C' (raizes do polinémio caracteristico pc(y)) sdo os valores de
q(A), em que A sao os autovalores da matriz circulante C,,, com n o grau de p, e ¢ é o
polinémio associado a C'(v). Da igualdade, encontramos as raizes de p(y).

59 Passo: Encontrando as raizes de p(z). Uma vez encontradas as raizes de p(y),
substituimos essas raizes na expressao (3.1) da mudanca de varidvel e obtemos as raizes

de p(x).
3.1 Equacgoes polinomiais de grau n = 2 (quadraticas).

Utilizando o procedimento descrito no comeco da se¢ao, procuraremos por solugoes de
equacoes polinomiais quadraticas.

12 Passo. Considere um polinomio do segundo grau p(z) = asx? + ayx + ag. Como,
por definicdo, as # 0, entao podemos escrever

a a
p(x) = ap <x2 + =+ —0) = axp(z),
asz asz

Portanto, encontrar as raizes de p é equivalente a encontrar as raizes de p. Fazendo
a=%e =2 entao podemos escrever
az as

p(z) = 2* + ax + B,

mais ainda, fazendo a mudanga de variavel x =y — 5, obtemos

ply) = (y—g>2+a(y—g>+ﬁ

2 2
2 2
a2 > >
=y ay+4+ay 2+ﬁ
2 45—042

22 Passo. Consideremos agora a matriz circulante C' = C(0,b) e o polinémio carac-
teristico de C,

—b
po(y) = det(yl — C) = det ( —yb } ) — % — b2
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32 Passo. Fazendo pe(y) = p(y), obtemos

483 — a? 48 — a?
2_b2: 2 - :> _b2:— :> — -
Y vy A 1

/2
Sem perda de generalidade, adotaremos b = Y= Y Uma vez encontrado o valor

2
e

de b, determinamos completamente a matriz circulante C' = C(0,b) = C < , 5

cujo polindomio caracteristico po(y) é igual a p(y).

42 Passo. Associado a C, podemos considerar o polinémio ¢(y) = by = —”aZ_May. Pelo
Teorema 2.5, os autovalores de C' (raizes de pco(y)) sao os valores g(\), em que A sdo os

autovalores da matriz circulante Cy = C'(0,1). Perceba que

daQ[—CmJ»:da( A _1>:AW—L

-1 A
ou seja, os autovalores sao \; = —1 e Ay = 1. Assim os autovalores de C' sao dados por
a? — 40 a? — 40
q(—1) = T o T yioe q(1) = 9 Ya-

52 Passo. Segue pela mudanca de varidvel que x =y — §, assim

o JP B o+ /2" =45
: |

Ir = e X9 =

2

O
\/ a?—43

Observagdo 3.2. Perceba que se tivéssemos optado pela escolha b = —~—— terfamos
obtido as mesmas solugoes, porém com indices trocados. Isso reforga a observagao 3.1.

Nao abordaremos exemplos de equagoes quadraticas por serem usualmente aborda-
das desde o Ensino Bésico.

3.2 Equagoes polinomiais de grau n = 3 (ctbicas).

No que segue, faremos uma abordagem analoga ao tratamento do caso n = 2.
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12 Passo. Seja p(x) = aszz® + axz® + a1 + ag, um polindomio de grau 3 qualquer.
Como ag # 0, por definigao, entdo podemos escrever p(x) = azp(z), em que p(x) =
23 + az? + fx + v, com

a a a

a==, f=— e y=—,

as as as
de maneira que, encontrar as raizes de p(z) equivale a encontrar as raizes de p(x). Mais
ainda, fazendo a mudanga de varidvel x = y — ¢, obtemos:

(0% (07

ply) = (y—§)3+a<y—%>2+ﬁ<y—§>+7

- y3_3y2(9)+3y(%>2_(%)na{yu?y_%%jmy-%ﬂ

3 3 3 3 3
2 2 3 3
_ A (2 o o of
_y+(3 3+B>y+< 27 9 3+7>
_ 3+3ﬁ—a2 27y — 9aB + 203
YT 27
= ¥+ 8y +7,

com § = —wgaQ e = —277_92af+2"‘3.
22 Passo. Vamos associar a p(y) uma matriz circulante C' = C(0, b, c) e q(y) = by + cy?
o polinomio associado a C'. Calculando o polinomio caracteristico de C' na variavel y,

obtemos

y —b —c
po(y) =det(yl —C)=det | —c y —b | =y*>— (3bc)y —b* — .
—b —c y

32 Passo. A partir da igualdade pc(y) = p(y), obtemos

_ _ 3 _ 33_ B3
331))(3 Sﬁ i N bc = ) N b’c’ = 7
_b —C :ry b3+03 _,y b3+03:_’y
Utilizando as Relacoes de Girard, que nos dao informagoes sobre as raizes de um
polinomio por meio de relagoes entre os seus coeficientes, observando a tltima relagao,
temos que b® e ¢ sdao raizes da equacao polinomial de grau dois na varidvel t,
B
2+t — — =0,
T

|| w T
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assim, ¢é possivel resolver essa equacao acima e obter as solugoes

~ [~ 433
t—b?’—_nyr Hiatea
L =b =

2

e, sem perda de generalidade, tomaremos

~ ~ 33
po | VT

2

Usando que be = —f3 /3, obtemos

~ ~ 33
3| =7 — /P + o

2

C =

Encontrados os valores de b e ¢, podemos determinar o polinomio ¢ associado a
matriz C,

AR A |-+ Y
2 v 2

q(y) = 2

4° Passo. Pelo Teorema 2.5, os autovalores de C' (rafzes de pc(y)) sdo os valores de
q(A\), em que A sdo os autovalores da matriz circulante C3 = C(0,0,1), ou seja, as

raizes cubicas da unidade, portanto \; = 1, Ay = cos( ) + isen (?”) —% + z\/Tg e

A3 = COS( ) + 7sen (4;) = —% — z%. Assim,

(I VAt N A A A

yn=q(l) = + :

2 2
1 V3
2 = q(——+z—)
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~ ~ 33 ~ ~ 33 2
2 2 2
52 Passo. Para obter as solucoes na variavel x, consideramos a mudanca de varidvel
r=y— %5 donde z; =y; — § parai=1,2,3.
0

Veremos o procedimento aplicado no seguinte exemplo:
Exemplo 3.3. Determine as raizes de p(z) = 2° — 32 — 3z — 1.

Solucao. Primeiramente, note que utilizando a relacao de Girard, o produto das
raizes ¢ igual a 1, portanto, as possibilidades para raizes inteiras seriam z = 1 ou
r = —1, mas nenhum desses valores é um zero para p(z). Além disso, nao existe, como
veremos, uma raiz de facil expressao a ser deduzida, e portanto nao conseguimos fatorar
o polinomio como produto de polinomios de graus menores. Seguiremos entao o roteiro
dado pelo algoritmo anterior. o

Fazendo a mudanga de varidvel z =y — “=* = y + 1, obtemos

py) =(y+17°=3y+1)>=3y+1)—1=y*—6y—6.

Vamos associar a p(y) a matriz circulante C' = C(0,b,¢) e seja q(y) = by + cy? o
polindmio associado a C.
Determinando o polinomio caracteristico de C, temos

y —b —c
po(y) =det(yl —C)=det | —c y —b | =¢*— (3bc)y —b* — .
—b —c y

Forgando a condigao p(y) = pc(y), temos o sistema

—3bc = —6 N bc=2 N b33 =8
b -3 =—-6 B+ =6 BP+c3=6

Note que b® e ¢® sao raizes da equacao polinomial, t> — 6t +8 = 0. Entao t; =2 e

ty = 4. Podemos entdo considerar t; = b o que nos dé b = v/2, e pela relacio be = 2,
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temos que ¢ = /4. Portanto q(y) = by + cy? = v/2y + V4y>. Sabemos que as rafzes
cubicas da unidade sao da forma

—1+4+1v3 —1—-14v3
)\1:1, )\2:+2\/_ € /\3:TZ\/_7

portanto segue que q(A1), g(A2) e q(A3) sao as raizes de pc(y) = p(y), donde

o= q(\) = V2(1) + VA(1)? = V2 + V4,
v2 = q(A) = \/_< 1—”\/_) \/Zl<_1+i\/§>2

2

= [( V2 V1) +iv3 (V2 - 2V4)
o) )

- [( V2 Vi) 5 (V2 -2V |
Pela mudanga @ — y + 1, as rafzes de p(z) = o — 322 — 3z + 1 sio

T, = gy +1=1+V2+ V4,

52— va-va) v B (va-2vi)],

vy = y3+1:%[(2—7_—%)—1'\@(5’/5—2\3/1)].

Ty = Yyppt+1l=

3.3 Equacgoes polinomiais de grau n = 4 (quartica).

Finalmente, consideraremos o caso n = 4. Nesse ponto, ja sabemos que, ao procurar
por raizes de polindmios, podemos sempre dividir pelo coeficiente do maior grau para
sempre trabalhar com o polinémio cujo coeficiente do termo de maior grau é igual a um.
Ou seja, podemos trabalhar com o polindémio da forma p(x) = z* + ax® + Bz +yx + 4.
Apesar do detalhamento abaixo ser feito em mais etapas, segue de maneira andloga ao
que fizemos nos casos anteriores.
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12 Passo. Fazendo a mudanca de varidvel x =y — ¢, obtemos o polinomio
a4 a\3 a2 «
o) = (v=3) +a(v=3) +(-7) +7(r-7)+e
2 an 3 a4
= o= (§) o () —w(3) + (3)
v g) T 1) 74

ol (§) e (§) - () o[- () ()]

(0
+r(v-7)+9
3a? a®  af 3ot o?B8  ay
4 2
_ _ 2 Q@ % _ox AP AT
y+[5 8}y+[8 2+7}y+[256+16 4+}
88 — 3a? o’ —4af + 8y —3a* + 160283 — 64y + 2560
_ o4, |88 —38a)
- y+{ 8 }y+{ 8 v 256
= Y+ By + Ay + 0,
em que
-~ 88—-3a® _ o —4aB+8y -~ —3a 4 16028 — 64ary + 2566
b=—"%— 7% 8 ¢ 0= 256 ‘

Assumiremos que B,’y e 6 nao sejam todos nulos, de modo a nao considerar o caso
trivial p(y) = y*.

29 Passo. Como nos casos anteriores, iremos associar p(y) a uma matriz circulante
C = C(0,b,¢,d) e a q(y) = by + cy? + dy?, o polinoémio associado a C. O polindmio
caracteristico de C' é dado por

po(y) =det(yl —C) =det [ 4oy —b (3.2)
—b —c —d vy
=yt — (4bd + 2¢%)y? — de(B* + d?)y + (¢* — bt — d* — 4bcPd + 2b7d?).
32 Passo. Igualando os polinomios p(y) e pc(y), obtemos o seguinte sistema
4bd + 262 = —f3
4e(b* + d*) = -7 : (3.3)

A b dt — 4bcPd + 20%d? =
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Perceba que se ¢ = 0, entdo 7 = 0, e assim, p(y) = y* + Byz =+ S, que é uma equagao
biquadrada e poderia ser reduzida a uma equacao quadratica por meio de uma mudanca
de varidvel z = y2, e resolvida pelo método para grau 2.

Supondo agora ¢ # 0, perceba que podemos reescrever as duas primeiras linhas de
(3.3) pondo bd e b? + d? em fungao de c,

—5—202

bd = 2 =¢

4 )

e -
[ p—

+ 4¢’

e entao reescrever a terceira linha em funcao de ¢ da seguinte maneira:

— (6% + d?)% — 262d?] — 4(bd)c* + 22
(B2 + d2)? — 4(bd)c? + 4(bd)>

4
L (Y (B2 (22
B 4 4 4

_ c4—i+<3+202>c n (52-1—450 —|—4c>

6 = bt —dt—abPd + 20%d* = ¢t — (b + dY) — 4bPd + 20%d?
C J—

16¢2 4
~ 2 5
— c4—%+ﬁc +2¢* +5 + B+
C
¥’ 3
= 4 — —
gl 2T

Multiplicando ambos os lados da primeira e iltima igualdade da expressao anterior por
2
<> obtemos

864 5”262 6 504 5”2 — 46 ) ~2
e = e T .
5 T 16 R T

Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = ¢, obtemos a seguinte equacao cibica em t
) )

52 B2 — A2
3+ =t t—— =0.
+2 16 64 0

Portanto, o sistema (3.3) é equivalente ao seguinte sistema
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) B
—B —2¢?
bd = ——
4
Rad2=—L
4c
. . (3.4)
Bo, [B2—45 7
34—t t——=0
AR 64

Ao resolvermos a ultima linha deste sistema, obteremos um valor para t e, conse-
quentemente para c. Substituindo este valor na primeira e segunda linha, obtemos os
valores de bd (e consequentemente o valor de b*d?) e b? + d?. Podemos entao resolver a
equagao s? — (b +d?)s+ (b*d*) = 0 e descobrir os valores de b* e d?, e consequentemente
de b e d. Uma vez que temos os valores de b, ¢ e d, entao q(y) = by + cy® + dy?® esta
determinado.
4° Passo. Pelo Teorema 2.5, os autovalores de C' (raizes de pc(y)) sdo os valores de
q(A), em que A sao os autovalores da matriz circulante Cy = C(0,0,0,1), ou seja, as
raizes quartas da unidade. Portanto A\; = 1, Ay = i, A3 = —1 e \y = —i. Assim,
substituindo esses valores em ¢(y), encontraremos as raizes de p(y). Dessa forma,

g(1) = b+c+d=y

g(-1) = —b+c—d=y,

g(i) = bi—c—di=ib—d)—c=uy; (3.5)
Q(—i) = —b’i—0+di=i(d—b)—c:y4

[0

52 Passo. Considerando a mudanca z; = y; — §,

de p(x), finalizando assim o resultado.

1 =1,2,3,4, encontraremos as raizes

0

Veremos como aplicar o método no seguinte exemplo
Exemplo 3.4. Determine as raizes de p(z) = 2* — 122° + 622? — 140z + 125.

Solucao. Note que, pelas relacoes de Girard, as possibilidades de raizes inteiras
seriam os divisores de 125, mas nenhum desses valores é raiz de p(z), portanto nao ha
raizes inteiras para p(z). Como veremos, todas as raizes serdao complexas. Fazendo a

2 — y + 3, obtemos

mudanca de variavel z =y — ~—= =

p(y) = (y +3)* = 12(y + 3)* + 62(y + 3)* — 140(y + 3) + 125 = y* + 8y* + 16y + 20.

Vamos agora impor a condicao de que este polinomio seja igual ao polinomio ca-
racteristico da matriz C' = C(0, b, ¢, d). Determinando o polinomio caracteristico de C,
temos
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y —b —c —d
—-d y —-b —c

pely) =det(yl —C)=det | _ = ", = | (3.6)
—b —c —d vy
=yt — (4bd + 2¢%)y* — 4e(b? + d?)y + (c* — b* — d* — 4bcPd + 2b*d?).

Assim, da igualdade pc(y) = p(y), obtemos o seguinte sistema:
4bd + 2¢* = —8
4e(b? + d*) = —16 : (3.7)
= bt —d* — 4bPd + 20°d* = 20

Organizando as duas primeiras linhas, temos bd = _8%202 e b +d> = —‘—é. Substi-

tuindo essas duas ultimas equagoes na terceira linha,

20 = =t —d* — 4btd + 202 d?
= = (0* + d*)? — 4bc?d + 4b*dP

4\ 2 —8 — 92 —8—2¢2\?
_ 4 - _4— 2 4—
() () e (PT)

multiplicando o lado esquerdo e o tltimo termo do lado direito da igualdade por ¢?,
vamos obter a seguinte equacao na variavel ¢

S +4ct - —4=0.
Fazendo t = ¢?, ficamos com a equacao ctibica

B4t —t—4=0.

Chegando nesse ponto, podemos novamente utilizar o método para equagoes cibicas
e obter as solucoes da equacao na variavel t. Perceba, porém, que a soma dos coeficientes
¢ igual a zero, portanto t = 1 é uma solucao desta equacao. Note agora que

B4t —t—4d=(t—1)(t>+5t+4),

portanto, observando o polinomio quadratico em ¢, as outras raizessaot = —4 et = —1.
Escolhendo, sem perda de generalidade, ¢ = 1, obtemos duas possibilidades ¢ = 1 ou
¢ = —1. Escolheremos ¢ = —1 e substituindo este valor de ¢, obtemos o seguinte sistema
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—8-2 —10
dbd +2 = —8 bl = —— = — pp_ 2

AP + &) = —16 bz+d2:116 B ad? =4

Portanto b? e d? sdo solucoes da equacao quadratica

25
2 _4s+ = =0.
S 3+4

As solucoes desta ultima equacgao sao

4 — 31 44 31
= € SS9 = .
2 2
Portanto, b? = s; e d> = sy, donde b = +,/51 = + (%) ed=+,/s9 = % (%)

Como b e d devem satisfazer o sistema (3.7), entdo uma possivel solucio é b = %7 e
d= -3,
2

51

Encontrados os coeficientes b, ¢ e d, determinamos completamente o polinémio ¢(y).
Para obter as solugoes de p(y), basta considerarmos:

(

n=ql)=b+c+d= (3;7’) +(~1)+ —S;Fi) ——1—i
yzzq(—l):—b+c—d:—(3;i)+(—1)‘—(—3—2”) =141

ys=q(i)=bi—c—di=i(b—d)—c=1i 322+3—2H —(-1)=1+3i
94:‘1(—2'):—bi—0+di=i(d—b)—c=i(—3;ﬂ—3;Z> — (1) =1-3
k

(3.8)
Para obter as solugoes para na variavel x, basta utilizar a mudanca de varidvel x; =
y; + 3.
|
Em [3] hd outros exemplos considerando polindmios com graus 2, 3 e 4.

3.4 Equacoes polinomiais de grau n > 4 .

Descoberta a férmula para equagao quartica, muitos matemaéaticos achava que so seria
uma questao de tempo para encontrar a resposta da equacao de quinto grau aplicando a
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an—1
nan ’

técninca de reducao de grau, pois ao considerarmos a mudanca de variavel x = y—
podemos converter a equagao

An " + ap 12" 4 . @y + ag = 0,

em um equacao de grau n na variavel y sem o termo de grau n — 1.

Matematicos como Euler, Lagrange, Bezout e muitos outros se propuseram a encon-
trar férmulas para obtencao de solucoes para equagoes com graus maiores. Um médico
chamado Paolo Ruffini (1765 - 1822), deu uma prova em 1799, sem o devido rigor
matematico, de ser impossivel a solucao por radicais para equagoes com grau maiores
ou iguais a cinco. Niels Henrik Abel (1802 - 1829), tendo verificado este trabalho de
Ruffini, conseguiu provar por meio da algebra cléssica a insolubilidade dessas equagoes
por radicais. Em 1832, Evariste Galois (1811 - 1832) provou a impossibilidade para
equacoes de grau maior ou igual a cinco por meio de radicais.

4 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos um método unificado de solugao de equagoes polino-
miais quando o grau é menor do que cinco, por meio de uma reformulacao que utiliza
resultados de Algebra Linear, Numeros Complexos e Matrizes Circulantes. Para isso,
desenvolvemos grande parte da teoria basica acerca das matrizes circulantes que sao
necessarias para a aplicacao direcionada, e fizemos alguns exemplos de como aplicar
a teoria. Acreditamos que este método nos da uma perspectiva construtiva e dedu-
tiva, chegando aos mesmos resultados para as conhecidas férmulas para resolucao de
equacoes polinomiais com graus 2, 3 e 4, além de proporcionar um elo entre os temas das
equacgoes advindas da Algebra Abstrata, a traducao matricial e resultados da Algebra
Linear e dos Nimeros Complexos.

Agradecimentos

Agradecemos ao Programa de Pés-Graduagao de Mateméatica em Rede Nacional (PROF-
MAT) da Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE) por todo o apoio e
suporte. Agradecemos também aos comentarios e sugestoes dos revisores, cujas visoes
e impressoes melhoraram bastante a versao final deste trabalho.

Referéncias

[1] Artin, M., Algebra, Addison Wesley Longman; 2"¢ ed., 2010

ReviSeM, Ano 2024, N°. 1, 97-119 118



Cavalcanti, A. S; Costa e Silva, B.; Tanaka, T. Y.

[2] Boldrini, J. L., Costa, S. I. R., Figueiredo, V. L., Wetzle, H. G., Algebra Linear.
3'4 ed. Sao Paulo: Harper Row do Brasil, 1980.

[3] Cavalncanti, A. S.; Silva, B. C. Matrizes Circulantes: Aplicagao na Resolugdio de
Equagoes Polinomiais. Dissertagao de PROFMAT, Universidade Federal Rural de
Pernambuco, 2016.

[4] de Melo, R. O. L. V., O método de circulantes, as férmulas de Cardano e o teorema
de Fermat para n = 3. Dissertagdo de PROFMAT, Universidade

Federal da Paraiba, 2017.

[5] dos Anjos, C. N., Sobre Matrizes Circulantes. Dissertacao de PROFMAT, Univer-
sidade Federal da Paraiba, 2015.

[6] Geller, D., KRA, I., Popescu, S., Simanca, S. (2004). On Circulant Matrices. Noti-
ces of the American Mathematical Society, v.59, n.3, March, 2012. Disponivel em
http://www.ams.org/notices/201203/rtx120300368p.pdf. Acesso em 18 nov.
2015.

[7] Gray, R. M. Toeplitz and circulant matrices: A review, 2006. Disponivel em https:
//ee.stanford.edu/~gray/toeplitz.pdf.

[8] Hefez, A., Fernandez, C. S. Introdugdo a Algebra Linear. 1 ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2012.

[9] Junior, P. J. S. de O., Equagdes Polinomiais e Matrizes Circulantes. Dissertagao
de PROFMAT, Universidade Federal da Paraiba, 2015.

[10] Kalman, D., White, J. E. Polynomial Equations and Circulant Matrices. American
Mathematical Monthly, 108, p. 821-840, 2001.

Recebido em 30 de Agosto de 2023.
12 Revisao em 07 de Novembro de 2023.
Aceito em 25 de Janeiro de 2024.

ReviSeM, Ano 2024, N°. 1, 97-119 119


http://www.ams.org/notices/201203/rtx120300368p.pdf
https://ee.stanford.edu/~gray/toeplitz.pdf
https://ee.stanford.edu/~gray/toeplitz.pdf

	1 Introdução
	2 Matrizes Circulantes
	3 Matrizes Circulantes e Equações Polinomiais
	3.1 Equações polinomiais de grau n = 2 (quadráticas).
	3.2 Equações polinomiais de grau n = 3 (cúbicas).
	3.3 Equações polinomiais de grau n = 4 (quártica).
	3.4 Equações polinomiais de grau n > 4 .

	4 Conclusão

