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Resumo

Neste estudo, analisamos um péndulo matemético planar com ponto de suspensao que
oscila verticalmente, regido por uma lei harmonica. O bulbo do péndulo é carregado
eletricamente e esta localizado entre duas linhas horizontais com distribui¢ao uniforme
de cargas elétricas, ambas equidistantes do ponto de suspensao. Determinamos o for-
malismo hamiltoniano deste fenomeno mecanico, a seguir encontramos dois pontos de
equilibrios, e analisamos a estabilidade linear deste sistema. Este sistema dinamico pos-
sui trés parametros adimensionais, a saber, u relacionado a carga elétrica, o parametro
¢ referente a amplitude do ponto de suspensao e a advindo da frequéncia do sistema.
Investigamos a estabilidade paramétrica dos pontos de equilibrio, por fim, exibimos
as superficies que separam as regioes de estabilidade e instabilidade no espago dos
parametros, usando o método de Deprit -Hori.

Palavras-chave: péndulo carregado; estabilidade linear; estabilidade paramétrica; su-
perficies limite de estabilidade; sistemas Hamiltonianos.

Abstract

In this study, we analyzed a planar mathematical pendulum with a suspension point
that oscillates vertically, governed by a harmonic law. The pendulum bulb is electrically
charged and is located between two horizontal lines with uniform distribution of electri-
cal charges, both equidistant from the suspension point. We determine the Hamiltonian
formalism of this mechanical phenomenon, then we find two equilibrium points, and
we analyze the linear stability of this system. This dynamic system has three dimensi-
onless parameters, namely, u related to the electrical charge, the parameter ¢ referring
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to the amplitude of the suspension point and « arising from the system frequency. We
investigate the parametric stability of the equilibrium points, finally, we display the
surfaces that separate the regions of stability and instability in the parameter space,
using the Deprit -Hori method.

Keywords: charged pendulum; parametric stability; linear stability; boundary surfa-
ces of stability, Hamiltonian system.

1 Introducao

Os péndulos sao objetos de estudos desde muitos séculos atras. Seus diferentes tipos
e particularidades vém sendo frequentemente explorados na literatura cientifica, sendo
utilizados como aplicagoes de teorias advindas de diversas areas do conhecimento, em
geral, Matematica, Fisica e da Engenharia. Especificamente, em Mecanica Cléssica,
o péndulo matematico planar, aborda um modelo de um sistema composto por uma
massa (uma bola massiva) pendurada em um pivo (o ponto de suporte) por um cabo
nao flexivel, de tal forma que a bola possa balancar livremente e o centro de massa
do sistema esteja posicionado no bulbo do péndulo. Devido ao seu grande nimero
de variantes e aplicagoes, este problema ¢é conhecido como um dos problemas mais
estudados em Mecanica. A variante do ponto de suporte nao fixo deste fendémeno,
com ou sem carga elétrica, tem recebido bastante atencao. Em [3, 12, 19, 20, 23, 30]
os autores estudam o péndulo (nao carregado) com ponto de suspensao oscilando na
vertical ou na horizontal. Em [2, 5, 6] os autores tratam de um péndulo carregado
com oscilagao harmonica na vertical, mas no primeiro problema tem a presenca de uma
carga positiva fixa, no segundo, a presenca de um fio infinito horizontal carregado e
no terceiro, o ponto de suspensao do péndulo estd no centro de uma circunferéncia
carregada.

Neste artigo, abordamos o caso em que o ponto de suporte S oscila de forma
harmonica na vertical, o bulbo do péndulo apresenta uma carga elétrica de intensidade
q e o sistema esta posicionado equidistante entre duas retas horizontais uniformemente
carregadas (conforme Fig. 1). O problema é descrito em sua formulacao Hamiltoniana
por

2
H(z,y,1,6) = LA e cos(7) cos(x) — a cos(x)

—plog [(2 — cos(x) — e cos(7))(2 + cos(x) + € cos(T))]
como pode ser visto na equacao (2.18), e apresenta trés parametros: € é um parametro

suficientemente pequeno, associado a amplitude da oscilagao e ao comprimento do
péndulo, « esta associado a frequéncia da oscilacao e ao comprimento do péndulo e
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1 esta associado as cargas elétricas no bulbo e nas retas horizontais. Quando ¢ = 0,
temos um péndulo carregado com ponto de suporte fixo, enquanto no caso u = 0, obte-
mos um péndulo com o bulbo sem cargas, cujo ponto de suporte oscila verticalmente,
seguindo um movimento harmoénico, conforme visto em [3]. Os pontos P, = (0,0) e
Py = (m,0) sao equilibrios para todos os valores dos parametros e estao localizados na
linha vertical que contém o ponto de suspensao S. O objetivo deste estudo é avaliar a es-
tabilidade paramétrica desses equilibrios através do Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii
e do processo de normalizac¢ao de Deprit-Hori, como descrito em [24] do sistema Hamil-
toniano associado ao Hamiltoniano do problema proposto, para um ¢ suficientemente
pequeno. Esse método aplica-se em uma variedade de problemas, incluido na Mecanica
Celeste [1, 9, 11, 25, 26, 27] e na Mecanica Cléssica [2, 4, 5, 6, 8, 22, 28].

O artigo foi desenvolvido com a estrutura exibida a seguir. Na Secao 2 descrevemos o
problema na sua formulacao Lagrangeana e Hamiltoniana, explanando de maneira deta-
lhada, a modelagem matematica do problema. Posteriormente, encontramos as regioes
de estabilidade linear do problema nao perturbado (¢ = 0) no plano dos parametros
(o, ). Essas regides sdo importantes, pois os resultados das se¢oes seguintes sao restri-
tas perante elas. Na Segao 4, realizamos algumas mudancas de varidveis simpléticas no
Hamiltoniano linearizado para cada equilibrio. O Hamiltoniano resultante reduz subs-
tancialmente os calculos de normalizacao da segao seguinte. Na Secao 5, normalizamos
o Hamiltoniano, via método de Deprit-Hori, obtendo um Hamiltoniano auténomo o
qual serd utilizado para obtermos as superficies fronteiras que separam as regioes de es-
tabilidade e instabilidade no espago de parametros (p, a, €). Calculamos os coeficientes
de suas parametrizagoes até a quarta ordem em termos do parametro p. Ao analisar
se¢oes planas particulares, isto é, u = constante , obtemos as curvas de fronteira de
estabilidade/instabilidade em cada plano. No caso particular p = 0, obtemos as curvas
de fronteira da equacao de Mathieu, correspondendo aos coeficientes obtidos como os
encontrados em [3], [7] e [24].

2 Formulacao do Problema

Suponha um péndulo de comprimento [ com ponto de suspensao S oscilando verti-
calmente pela lei harmonica p = a cos(wt) variando com relagao ao tempo. A massa m
do bulbo estd eletricamente carregada com carga ¢ e o péndulo esta situado entre duas
retas horizontais, as quais estao equidistantes do ponto O a uma distancia d de O para
cada reta.

Consideremos que tais retas horizontais possuem uma distribuicao homogeénea de
cargas elétricas positivas de densidade linear o e carga total (), conforme ilustrado na
Fig. 1.
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Figura 1: Péndulo carregado com ponto de suspensao oscilante entre duas retas hori-
zontais uniformemente carregadas.

Seja 6 o angulo que o péndulo faz com a vertical, entao as coordenadas (z,y) do

péndulo sao:
x = [sen(0) (2.1)
y=—(p+1lcos(6)) |

com p sendo a distancia entre o ponto O e o ponto de suspensao S. Derivando tempo-
ralmente as equagoes em (2.1), obtemos

::c =10 c.os(H). (2.9)
y=—(p—Il0sen(d)) .
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Primeiramente, queremos determinar a Lagrangeana do sistema, dada pela diferenca
entre as energias cinética T' e potencial V. A energia cinética é dada por:

1

1 (2.3)
= m|(1fcos(9))’ + (5 — lsen(9))? |.

Ja a energia potencial total V' é obtida somando a energia potencial gravitacional V, com
a energia potencial eletrostatica V.. Esta, por sua vez, devido a distribuicao uniforme
de cargas elétricas, é a soma da energia potencial eletrostatica associada a reta abaixo
do bulbo do péndulo com a energia potencial eletrostatica associada a reta acima do
ponto O.

Calculemos primeiro a energia potencial gravitacional:

Vy, = mgy

= —mg(p+lcos(h)). (2:4)

Para o calculo da energia potencial eletrostatica, consideremos um elemento dife-
rencial dr do fio abaixo do péndulo, com carga diferencial dQ) = odr. Suponhamos
também que a origem do sistema de coordenadas estd no ponto O; (projecao ortogonal
da carga ¢ sobre o fio abaixo do bulbo). Fixemos no ponto O; uma base ortonormal
formada pelos vetores u; e uz, de modo que uy aponta para a carga e seja s; a distancia
de g ao fio situado abaixo do péndulo.

Desse modo, a posigdo de ¢ em relagdo a essa base é dada por (0,s1) = sjua.
Se (z,0) = xuy é a posigao da taxa de variacao dz, entao a forga eletrostética em ¢
associada ao fio abaixo do bulbo pode ser obtida com uma integral imprépria:

+oc0 k
Fh1 = / %(—xul + 81112)d33 s (25)
—oo (2% +57)2

onde s; = d—p—1cos(f) e ko ¢ a constante de Coulomb. Desta forma, se ¢ é uma carga
qualquer com posicao (z,y), a forga eletrostatica em ¢ relativa ao fio situado abaixo do
ponto de suspensao O ¢é descrito da forma,

_ 2koqo

Fhl u27 (26)

onde y representa a distancia da carga ao fio situado abaixo do ponto O.
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Analogamente, obtemos que a forca potencial eletrostatica associada a reta situada
acima do ponto O ¢é dada por:
2]€0QO’

Fh2 = us , (27)
S2

onde sy = d + p + lcos(0).
De forma semelhante ao caso anterior, se ¢ é uma carga com posi¢ao (z,y), entao a

forca eletrostatica Fj,, é

2k
Fh2 = - ;qo-u2 ’

na qual y é a distancia da carga ¢ a reta posicionada acima do ponto O.

2.1 Energia potencial eletrostatica

A energia potencial eletrostatica de uma carga ¢ com posicao (z,y) é definida como a

integral de linha
(z,y)
V.=—- / F-dr,
o)

onde O é a origem do sistema de coordenadas do problema. A energia eletrostatica
total sera definida por V. = Vj, + V},,, onde V},, é a energia potencial entre a carga
situada no bulbo e a linha reta eletrizada abaixo, assim como, V}, € a energia potencial
entre a carga situada no bulbo e a linha reta eletrizada acima.

Suponhamos que O = (g, yo) = Touz + Youz. Note que, yy = d, isto é, a distancia
de O ao fio abaixo do péndulo.

Seja r(t) = (1 = t)(x0,50) + t(z,y) = (1 = t)zo + ta, (1 —t)yo +ty) ,0 <t <1, a
parametrizacao do segmento que liga os pontos (g, o) a (z,y). Entao, derivando r(t)
em relacao a t, obtemos,

7(t) = (v — 20,y — Yo)

Assim, a energia potencial eletrostatica é dada por:
(zy) 1 .
Ve == [ FEp == [ Fe0) o
o) 0
De forma que r(t) = (Z(t),y(t)) e, como estamos trabalhando diante do eixo y, entao,

—/01 F(r(t)) - #(t)dt = — /01 (o, (2&) (T =20,y — yo)dt .

1 —t)yo+ty
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Realizando o produto escalar entre os dois vetores, obtemos

L 2koqo ) / ' 2koqo (y — wo)
- 0,— 22 ). (z—wgy—yo)dt =— | T H
/0 ( (L =t)yo +ty ( 9 = bo) o (1=10)yo+ty

Como o numerador do integrando independe de ¢ e reorganizando o denominador con-
venientemente, temos,

1
! 1 log (yo + t(y — wo))
—2koqo(y — vy /—dt = —2koqo(y —y
i 0) o Yo+t(y—1yo) i 0) (v — vo)
1
0]

Vi, (x,y) = —2koqo log <£> : (2.8)

Yo

= —2koqo llog (yo + t(y - yo))

= —2koqo[logy — log yol,

segue naturalmente que,

Dessa forma, em uma carga g qualquer, a energia potencial eletrostatica em relacao ao
fio abaixo do péndulo é dada por:

s
Vh, = —2koqo log (j) ; (2.9)

sendo s; a distancia da carga ao fio abaixo do péndulo. Analogamente, para o fio acima
do ponto O, obtemos

Vi, = —2koqo log (%2) : (2.10)
Portanto, a energia potencial eletrostatica total em ¢ é:

Ve = Vi + W,

a1 (%) s () 211

Considerando que s; = d—p—1cos(), s = d+p+1lcos(d) e yo = d, a energia potencial
eletrostatica torna-se:

v, = —2koqallog (d+p+ lcos(e)) + log (d_ P- ZCOS(Q))] . (2.12)

d d

Finalizaremos a secao, descrevendo a equagao do movimento e o formalismo hamil-
toniano associado.
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2.2 Equacao do movimento

Em conformidade com o estudo realizado através da equacdo (2.12) e sabendo que a
funcao Lagrangeana é da forma L = T — V, em especial, para o problema sugerido,
V =V, + V., chegamos a expressao:

o= (p‘2 + 1262 — 2150 sen(@)) +mg(p + L cos(0))

2 log (d +p +dl COS(9)> log (d —p —dl 008(9))] | (2.13)

+2k0q0

Em seguida, determinemos a equagao de movimento, pelas equagoes de Euler-Lagrange,

d (0L oL
definido por, 7 <%> 20 = 0. No problema proposto temos,

o g—g = —mipd cos(0) — mgl sen(h)
1 1

21k —
T atkogo d—p—Ilcos(0) d+ p+lcos(d)

] sen() ,

0L .
o — =ml?0 —mlpsen(d) ,
5 psen(f)

o que implica na expressao,

. —
dt \ 90

Desta forma, a equacao é descrita como segue,

d (8_L> = mi20 — mlpsen(0) — mipd cos(6).

mi20 — mlpsen(0) — mipl cos(0) + miph cos(0) + mgl sen(6)
1 1
] sen(f) = 0.

21k —
Tetkogo d+p+lcos(@) d—p—1lcos(f)

Dividindo ambos os membros da equagao acima por [ e cancelando os termos opostos,
ficamos com,

1 1
d+p—+1lcos(f) d—p—lcos(h)

mlf — mpsen(0) + mgsen() + 2koqo ] sen(f) = 0.

(2.14)
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Agora, tomemos 7 = wt, e denotemos por ('), as derivadas em relacdo a essa nova
variavel temporal. Dessa maneira,

0 =w0" e p=uw?, (2.15)

e substituindo em (2.14), obtemos,

mlw?0" + mw?a cos(7) sen(6) + mg sen(0)

! — ! ]sen(@) = 0.

d+ acos(t)+lcos(d) d—acos(r)—lcos(f)

(2.16)

—|—2k’0q0'

Multiplicando ambos os membros da equacao (2.16) por e por conveniencia

mlw?’
do estudo que se almeja, facamos d = 2¢, a = ;%43, ¢ = §, p = ;% e tomando o tal que

2 ~ .
dkoo” — 1. a equacgdo do movimento torna-se
mly ’

0" + & cos(7) sen(f) + arsen(h)
1 — ! ] sen(d) = 0.

2+ ecos(T) +cos(f) 2 —ecos(T)— cos(6)

(2.17)

+

Quando p = 0, esta equagao descreve o movimento de um péndulo cujo ponto de
suspensao oscila de forma harménica na diregdo vertical, como descrito em [3],[7] e
[24]. Os valores # = 0 e § = 7 representam pontos de equilibrio para todos os valores
dos parametros. Nosso objetivo é estudar a estabilidade paramétrica desses equilibrios
usando a formulacao Hamiltoniana.

Fazendo z = 0 e y = ', a equagao (2.17) pode ser escrito pelo sistema Hamiltoniano

xl = Hy7 y/:_Hxa

cuja funcao Hamiltoniana é dada por:

H(x,y,7,e) = % — e cos(T) cos(x) — accos(x) (2.18)

—plog [(2 — cos(z) — e cos(7))(2 + cos(x) + € cos(T))].

3 Estabilidade linear

Os pontos P, = (0,0) e P, = (m,0) representam equilibrios para todos os valores dos
parametros deste sistema Hamiltoniano. Quando ¢ = 0 (amplitude nula), temos um
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sistema autonomo com um grau de liberdade que descreve o movimento de um péndulo
carregado com ponto de suspensao fixo. Dessa forma,

H(z,y,p,a) = y; — acos(z) — plog [(2 — cos(z))(2 + cos(x))]. (3.1)

A seguir, temos o seguinte resultado sobre a estabilidade linear desses pontos de equilibrios.

Proposicao 3.1. Para e =0, o sistema definido por (2.18)) é linearmente estdvel nas
regioes,

< %a para o equilibrio Py e p < —%a para o equilibrio Ps,

e instdvel nas regioes,

3

> %a para o equilibrio Py e p > —35a para o equilibrio P.

Demonstracao. Utilizaremos a técnica de linearizacao do sistema hamiltoniano associ-
ado a forma (3.1) em torno dos pontos P, = (0,0) e P, = (m,0). Primeiramente, para
Py, o sistema Hamiltoniano linearizado é descrito da forma,

Y

( v ) ~ JDH(P)P

0 1
-1 0
hessiana da fung¢ao Hamiltoniana no ponto de equilibrio. Assim,

(0)= (50) G i) (0)- oo

(v) - (o) (D) () e
<z) - (—aiiuw(g) (3.4)

O sistema (3.4) é dito sistema Hamiltoniano linearizado com Hamiltoniana quadrética
dada por:

onde, J =

¢ a matriz simplética padrao de ordem 2 e D*H(P,) é a matriz

Com isso,

1
H(z,y)= 52757,
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onde 7 = ( z ) e S = D?H(P) . Assim, para o ponto P, = (0,0), a forma quadratica
nao perturbada é expressa por:

1 2\ , 1,
H(x,y)—2 <a S,u)x —i—2y : (3.5)

Analogamente, para o ponto P, = (m,0) temos que o sistema linearizado é dado
pela seguinte expressao

<§): (afgué)(i) (3.6)

com Hamiltoniana quadratica nao perturbada:

1 2 1
H = —a—Zp)a®+ =9, .

Feito tal estudo, perceba que os valores de H,, nos pontos de equilibrios P, e P>,
sao respectivamente,

Hm:oz—gu e Hm:—oz—%,u.

Logo, o resultado segue do Teorema de Dirichlet, como pode ser visto em [32], fazendo
H,, >0, em ambos os casos. ]

4 Estabilidade paramétrica

Nesta se¢ao, estamos interessados em estudar a estabilidade paramétrica do sistema
Hamiltoniano associado & funcdo (2.18) no espago dos parametros (i, «,¢). Para al-
cangar esse objetivo, utilizaremos o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii, descrito em [7],
[24], segundo o enunciado a seguir.

Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii. Considere um sistema Hamiltoniano linear,
cuja fungao Hamiltoniana é da forma

1 n
H:§Zak(xi+y,§)+eHI+52H2+m, (4.1)

k=1
onde Hy, Hy, ... sdo formas quadrdticas nas varidveis r1,yi, ..., Tn, Yo cOM coeficientes
continuos e 2m-periddicos em t e o = dgwi (0 = 1 ou O, = —1). Para € > 0 suficien-

temente pequeno, o sistema linear com hamiltoniano (4.1) € estdvel se, e somente se,
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0s coeficientes oy, nao estao vinculadas pelas relagoes
O'k—i-O'l:N, (42)

comk/l=12,....n e N==41,42....

O sistema definido por (2.18) é um sistema Hamiltoniano que varia com o tempo e
depende dos parametros pu, « e €. Investigaremos a estabilidade do sistema linearizado
em torno dos equilibrios P; = (0,0), quando p > %a, e P, = (m,0), quando u < —%oz.

Fazendo ¢ = x —xg e n =y, com o = 0 para P, e vy = m para P, as funcoes
Hamiltonianas linearizadas sao dadas, respectivamente, por:

o & (14 ecos(T))

HEn mpee) = 55 {5 ST O 2 os(m)) (1 — gcos(T))] (4:3)
B n? & (1 —ecos(T))

HEm 7 meve) = 2 2 [g cosTHat 2”(3 —ecos(7))(1+ scos(r))} -(44)

Aplicando a transformagao simplética (§,7) — (z,y) dada por:
E=w Pz, p=w'Py,

2 2 - .
onde w? = o — = para P, w=—a-— < para P, e fazendo a expansao em séries de
poténcias dos Hamiltonianos (4.3) e (4.4) obtemos as seguintes expressoes:

2 2 2j
_ W9 2 z Hx 3741 5 9
H(z,y, 7,1, a,6) = §(I +vy )+%COS(T) € — 9 ; 5% cos g —
2 32j+1 _ 1 o
B Z cos™ ¢? | para P, = (0,0), (4.5)

20 32j+1
g2l

2-1

ZE2 quQ Z 32j +1 2j-1 .

H(z,y, 7, p,0,6) = g(x2 + %) — 5 o8 (1) e+ S 2 Sar o8
j>1
2 3%+l _q o
B Z cos™ % para P = (7,0). (4.6)

20 32j+1
g2l

Conforme o Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii, se 2w(j, &) = N para algum nimero
inteiro N, o sistema linear nao perturbado € instavel. Analisando o sistema no espaco de
parametros (p, o, €), a equagado 2w(p, ) = N define uma curva no subespacgo (u, «, 0).
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Portanto, se € > 0, o ponto (g, g, €) pode ou nao ser estavel, dependendo do ponto
(140, v, 0) na curva. Para separar as regioes de estabilidade e instabilidade, serao cons-
truidas superficies fronteiras no espaco de parametros (u, o, €), e expressas como séries
de poténcias de e, com coeficientes dependentes de pu:

a =g+ a1e + e’ + aze® + aue’ + O(e%), (4.7)

onde o; = a;(p) para j > 1 sdo fungoes de p. ag = (3N? + 8u)/12 para P, e g =
—(3u+8N?)/12 para P, sao curvas no plano (p, o, 0) dadas pela equagao 2w(ju, ) = N.

A expressao de « na equagao (4.7) desempenha um papel essencial por permitir
identificarmos as superficies fronteiras que separam as regices de estabilidade e insta-
bilidade no espago de parametros. Para tal, substituiremos (4.7) nos Hamiltonianos
(4.5) e (4.6), realizaremos uma expansao em série de poténcias em ¢, e rearranjando
adequadamente obtemos

H(xayﬂ',/%aﬁ) :HO+H15+H252+---, (48)
com, Hy = £ (2? + y?), onde, para o ponto P; = (0,0),

2 10

Hi = % (oq + cos(7) — ELLCOS(T)> :
1 32+ 1 ,

Haj = — {0423' - (T) MCOS%(T)} ?, (4.9)
N = 320+
1 32j+2 -1 )

Hojt1 = — |:042j+1 - (T) MCOS2J+1(T):| z?,

N = 32+

e, para o ponto P, = (,0),

M = 2 (o eos(r) + D pcostr)
1= oy | T —cos(r g Heos() )
1

3HH —1 2j 2
Hoy = N |:Ol2j + (W) [t COS 3(7)} x°, (4.10)
j>1
1 32+2 4 | .
H?j—l—l = _N Z |:O[2j+1 — (W) MCOSQJ+1(T):| ];2.
j=>1

Com o proposito de simplificar a fun¢ao hamiltoniana (4.8) faremos uma trans-
formacao de variaveis simpléticas para obter o Hamiltoniano que sera utilizado no
método de Deprit-Hori. Pela transformacao rotacao

x = X cos(y/woT) + Ysin(y/wor), y=—Xsin(y/woT) + Y cos(y/woT),
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o termo H, é eliminado, e o novo hamiltoniano torna-se:
H(X,Y, 7, pya,e) =H e+ Hy e+, (4.11)

onde as expressoes para os polindmios homogéneos, expostos em (4.9) e 4.10, sdo mo-
dificados, substituindo pelo valor z = X cos(y/woT) + Y sin(/woT).

O hamiltoniano (4.11) é crucial para o estudo posterior, pois o mesmo serd utilizado
no método de Deprit-Hori para calcular os coeficientes «; de (4.7). Vale salientar que a
rotagao simplética aqui realizada elimina o termo Hy do Hamiltoniano, como descrito
em [5], [7], resultando em uma significativa redu¢do na complexidade dos calculos dos
coeficientes ;. A secao seguinte serd dedicada ao célculo desses coeficientes.

5 Superficies de estabilidade e instabilidade

Nesta segao, aplicaremos o método de Deprit-Hori [1, 11, 14, 24] ao Hamiltoniano
(4.11) para encontrar superficies fronteiras que dividem as regides de estabilidade e
instabilidade. O método permite transformar, por meio de uma mudanca de variaveis
simpléticas X, Y — p, P, fungoes Hamiltonianas da forma

H(X,Y,v,e) = f:o %Hm(X, Y.v), (5.1)
em um Hamiltoniano autonomo da forma

K(p, P) = koap® 4 knipP + kao P?, (5.2)
onde k;j = > °_, kgn)em, com k:z(;n) dependendo de aq, ..., q,,.

Aplicando o método de Deprit-Hori ao Hamiltoniano (4.11), obtemos um Hamilto-
niano da forma (5.2), com o termo kj; identicamente zero. Isso implica que a equagao
caracteristica ¢ da forma A2 + 4kygkos = 0. A regiao de estabilidade é determinada pela
desigualdade kogkoe > 0, cuja fronteira é dada pela equacao kopgkoz = 0, ou seja, quando

]{ZQO =0 ou kOQ =0. (53)

Ao igualar a zero os coeficientes de todas as poténcias de € nas expressoes kg €
ko2, encontramos os coeficientes «;(p) em (4.7), o que permite determinarmos as su-
perficies fronteiras no espago dos parametros (u,a,e). Estas superficies derivam da
curva g = (3N? + 8u)/12 para Py e ag = —(8u + 3N?)/12 para P, definidas pela
equacao 2w(p,«) = N, N > 1, no plano € = 0.
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5.1 Construcao das superficies para o ponto de equilibrio P;.

Nesta subsecao, encontramos as superficies fronteiras que separam as regioes de esta-
bilidade e instabilidade para o equilibrio P, usando o método de Deprit-Hori. Esse
método é aplicado ao Hamiltoniano (4.11) para ressonancias da forma 2w = N, onde
N =1,2,3,... e para w3 :ozo—%,u.

Teorema 5.1. As superficies fronteiras separando as regioes de estabilidade e instabi-
lidade para o equilibrio Py associadas a ressonancia 2w = 1 sao parametrizadas por

1 1 5u\ | €2 (—81+492u — 10042)
o = E(3+8M)+€<—§+?)+ 648 +

3 2 3
e® (729 + 9234 — 420p* — 1000p )+ (5.4)

23328
et (—6561 + 1397736, — 5649841% — 26400.% — 10000u)
2519424 ’

1
3(_ _ 2 3
e® (=729 — 92344 + 420p* + 10004 )+ (5.5)

5 2 (—81 + 492 — 10042
A p w)

23328
et (—=6561 + 1397736 — 5649841 — 26400° — 10000u)
2519424 ‘

Demonstragdo. Aplicando o método de Deprit-Hori ao Hamiltoniano (4.11) com w? =
oy — %u e N = 1 obtemos um Hamiltoniano da forma (5.2) cujo coeficiente kqi; é
identicamente igual a zero e os coeficientes koy € koo sao dados por:

JAC0 - 1, o by
20 42 18
1
k) = = [-81 = 21602 + 21605 + 76 — 10042 + 360, (—9 + 104)] ,

432

1 1 2 2 o
kGy — ks = —L 4o kD) k) = a9 —10p).

Das equagoes (5.3), obtemos duas superficies no espago dos parametros, determinadas
por igualar os coeficientes em kog € ko a zero. Essas superficies sao parametrizadas na
equagao (5.5). O
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Figura 2: Superficies separando regioes de estabilidade e instabilidade para P, e N =1
1

e secao planar quando p = 3, ver equagdes (5.4) e (5.5).

As duas superficies encontradas delimitam a regiao de instabilidade associada a
ressonancia 2w = 1 para o equilibrio P;. A Fig. 2 mostra a esquerda as superficies que
marcam os limites da regiao de instabilidade, e a direita a secao plana desse espaco no
plano p = }l.

A seguir, construimos as superficies que emanam de pontos onde ha ressonancias de
Krein 2w(p, o) = 2 e 2w(u, a) = 3.

Teorema 5.2. As superficies fronteiras separando as regioes de estabilidade e instabi-
lidade para o equilibrio Py associadas a ressonancia 2w = 2 e sao parametrizadas pelas
superficies dadas pelas expressoes

£2(405 — 19841 + 50042)

1
+64 (—5006043 + 183853804 — 12174948 + 2180520043 — 7630000.*)

22674816 )
(5.6)

1 e2(—81 + 414y — 10042

a = (1248 + ( 97;L )
" (32805 + 4855140p — 2636388:% + 1476004 + 500004 (5.7)

22674816
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Demonstragdo. Neste caso, usando wi = ag — g,u e N = 2, os coeficientes ko e de koo
sao dados por

1 (0%}

k’éo) = 4

Lo —405 — 24302 + 972005 + 19841 — 5002
20 = 3888 ’

R s

As equagodes kgg = 0 e koo = 0 nos fornecem, respectivamente, as superficies dadas por
(5.6) e (5.7). ]

08

instavel

estavel
0.5 el estavel

estavel
0.4}

—30.0
0.0 021

05 Tl

00F,

Figura 3: Superficies separando regioes de estabilidade e instabilidade para P; quando
N =2 e se¢ao planar quando p = %, ver equagoes (5.6) e (5.7).

Finalizamos esta subsecao, apresentando o resultado para o caso de ressonancia de
Krein 2w = 3, no ponto de equilibrio P;, conforme enunciado a seguir.
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Teorema 5.3. As superficies fronteiras separando as regioes de estabilidade e instabi-
lidade para o equilibrio Py associadas a ressonancia 2w = 3 sao parametrizadas por

é(&.+mmu+1omﬂ)+5%—7mw+2&4u+4mw?+1mmu%

1
— (2
@ 1o 27+ 8u) + 1296 23328
(85293 + 9584568 + 3605112% + 2808004 + 130000,
33592320

?

(5.8)

1 £2 (81 + 444y + 10042)  £3(729 — 257450 — 42042 — 100043

o = 5(27+8u)+ ( 1252 ) 4 lé33g8 : .

(85293 + 9584568y + 36051124 1 280800p2° + 1300007)
33592320

(5.9)

Demonstragdo. Com wi = ay — %u e N = 3, os coeficientes de koo € koo sao0

k(l) _ M
20 6
1

— e [-81 = 144a] + 12960, — 804 — 1004” — 240(9 + 10p)]

2
kéo) =

1 1 2 2 a1 (9+10
k(()2) = kéo)v k(()Q) - kéo) = 1(122 u)'

Fazendo koy = 0 e kgpo = 0, obtemos, respectivamente, as superficies dada na equagao
(5.9). m

Observagao 1. No processo de surgimento das superficies emanando dos pontos no
espago dos parametros onde hé ressonancias de Krein, conforme a variacado N =
1,2,3,..., obtemos uma divisao intercalada de regioes de estabilidade e regides de ins-
tabilidade para o equilibrio P; no espago de parametros (u, o, €). A Fig. 5 mostra esta

divisao para os casos N = 1,2, 3 para uma variacao ¢ suficientemente pequena.
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Figura 4: Superficies separando regices de estabilidade e instabilidade para P; quando

N = 3 e se¢ao planar quando p = 3, ver equagoes em (5.8) e (5.9).

y
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Figura 5: Superficies separando regioes de estabilidade e instabilidade para P; nos casos

N =1,2,3, ver equagoes em (5.4)-5.9.
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Observagao 2. Vale ressaltar agora que, fazendo p = 0, significa que o parametro as-
sociado a carga é igual a zero, desta forma, a equagdo de movimento (2.17) descreve o
movimento de um péndulo nao carregado oscilando harmonicamente na vertical, como
discutido em [3], [7] e [24]. Adicionalmente, as curvas obtidas com p = 0 a partir das
equagoes (5.5)—(5.9) s@o idénticas as curvas fronteiras da equagao de Mathieu encon-
tradas em [3].

A seguir, serd analisado todo processo de construgao de superficies que delimitam
regices de instabilidade e instabilidade para o ponto de equilibrio P, = (m,0).

5.2 Construcao de superficies para o ponto de equilibrio P,

No caso do equilibrio P, utilizamos o método de Deprit-Hori na funcao Hamiltoniana
(4.11) para cada ressonancia da forma 2w = N, com N =1,2,3,..., w? = —%u — Qp, €
utilizando as equagoes em (5.3), obtivemos o seguinte resultado:

Teorema 5.4. As superficies fronteiras que separam as regioes de estabilidade e insta-
bilidade para o equilibrio Py associadas a ressonancia 2w = N sao dadas por:

e Para N =1

1 1 5p\  €2(81 —492u + 100p2)
3 2 3
% (729 + 92344 — 42042 — 1000p )%_ (5.10)

23328
4 (6561 — 1397736 + 5649844 + 264004 + 1000044)
2519424 ’

B 1 5u\  £2(81 — 492 + 10042)
o = (=B -8tely—" )+ 648

e (=729 — 9234 + 42042 + 10004% ) N (5.11)

23328
4 (6561 — 13977364 + 56498442 + 2640043 + 100004%)
2519424 ‘

o Para N =2
52(—405 + 198 — 500u2)

1
a = (-12-8)+ 72
52(5006043——18385380@—%12174948u2——21805200u3%—7630000u4)

22674816 ’
(5.12)
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e2(81 — 414 + 10042)

1
a = (-12-8u)+

972
¥ (32805 — 48551404 4 26363882 — 1476001% — 500004*) (5.13)
22674816 '
e Para N =3
1 2(—81 — 4441 — 1002
@ = (=28 ( T — )
5? (=729 + 25744 + 42042 4 10004%) N (5.14)
93328 '
£4(—85293 — 958456811 — 360511212 — 2808004 — 1300004*)
33592320 ’
1 2 (81 — 4444 — 1002
a = @(—27—8,u)+€ ( 129g )
_ _ 2 3
£3(729 — 2574y — 42042 — 1000 )+ (5.15)

23328
e*(—85293 — 9584568 — 3605112* — 280800 — 1300004*)
33592320 ’

Analogamente ao processo realizado para o equilibrio P;, continuamos o processo
para N = 1,2,3,... e obtemos uma decomposigao do espago de parametros (u, v, €) em
regioes de estabilidade e instabilidade para o equilibrio P, ilustrado na Fig.6.

Finalmente, representaremos no espaco dos parametros, para a secao transversal
= _Zi as curvas que emanam do pontos onde ocorrem ressonancias de Krein 2w =
1,2w = 2 e 2w = 3 e dividem as regides de estabilidade e instabilidade, conforme

mostrado em Fig.7.
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Figura 7: Secao Planar u = —}1 das regioes de estabilidade e instabilidade para P,

quando N = 1,2,3, ver equagoes (5.10)—(5.15).
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6 Conclusao

Ao longo deste artigo deduzimos matematicamente a equacao do movimento de uma
variacao de um problema da Mecanica Classica, a saber, o estudo de osciladores pa-
ramétricos, no qual abordamos um péndulo com ponto de suspensao oscilante, com o
bulbo com uma carga g entre duas retas com distribuicao uniforme de cargas elétricas.
Encontramos os pontos de equilibrios e a estabilidade linear do sistema hamiltoniano
linear associado ao problema. Em seguida, analisamos a estabilidade paramétrica, pelo
formalismo Hamiltoniano no espaco dos parametros (i, o, €), com o intuito de oferecer
informagoes analiticas do sistema Hamiltoniano vinculado ao problema proposto. Em
suma, encontramos dois pontos de equilibrio P, = (0,0) e P, = (7,0), verificamos que,
para o sistema Hamiltoniano linear autonomo, quando, € = 0, encontramos estabilidade
linear nas regioes p < %a en < —%a, respectivamente. Posteriormente, normalizamos
a parte quadratica da funcao Hamiltoniana, usando o método de Deprit-Hori para en-
contrar as superficies que separam as regioes de estabilidade e instabilidade no espaco
dos parametros. Essas superficies foram obtidas como gréficos sobre o espago (i, a, €),
determinando os coeficientes de suas parametrizagoes até a quarta ordem, com respeito
ao parametro € para valores suficientemente pequenos e como funcao do parametro .
Destacamos que, quando fixamos p como uma constante, obtemos as curvas fronteiras
das regioes de estabilidade e instabilidade no plano («,¢), como ilustrado nas figuras,
Fig.2, Fig.3, Fig.4 e Fig.7. Em particular, quando u = 0, obtemos as curvas fronteiras
da equagado de Mathieu, encontradas previamente em [3], [7], [24].
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