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Resumo

Descreve-se a aplicagdo do método de homogeneizagao assintética (MHA) a um pro-
blema de valor de contorno para uma equacao eliptica com coeficiente rapidamente
oscilante continuamente diferenciavel por partes e condicoes de descontinuidade, e a
solucao assintética formal resultante que aproxima a solucao generalizada do problema.

Palavras-chave: Método de homogeneizacao assintotica, Solucao assintética formal,
Problema homogeneizado, Problema local, Coeficiente efetivo.

Abstract

It is described the application of the asymptotic homogenization method to a boundary-
value problem for an elliptic equation with rapidly oscillating twice piecewise differentia-
ble coefficient and discontinuity conditions, and the resulting formal asymptotic solution
which approximates the generalized solution of the problem.

Keywords: Asymptotic homogenization method, Formal asymptotic solution, Homo-
genized problem, Local problem, Effective coefficient.
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1 Introducao

Materiais heterogéneos podem ser encontrados na natureza (como ossos) e em di-
versos setores industriais (como materiais compésitos).

Em muitos casos, a heterogeneidade do material é dada por uma repeticao de um
padrao recorrente na escala micro, esses sao os materiais microperiodicos.

Para analisar certas propriedades desses materiais, é vantajoso dispor de um método
que leve em consideracao o conjunto completo, avaliando as variacoes de caracteristicas
de cada componente do material, cada contribuicao de cada parte e como se da a
distribuigao de forgas e/ou energias ao longo de uma dimensao do meio analisado, dado
uma condicao de transferéncia interfacial.

Em certos contextos fisicos, algumas das propriedades que sao interessantes de serem
analisadas incluem:

N B du® .
Contexto a (x)% u o a
Mecanico Tensao Deslocamento Deformagao Rigidez
mecanica mecanico mecanica
Conducao Fluxo Temperatura Gradiente Condutividade
térmica de calor de temperatura térmica
Conducao Corrente Potencial Campo Condutividade
elétrica elétrica elétrico elétrico elétrica
Eletrostatica  Deslocamento Potencial Campo Permitividade
elétrico elétrico elétrico elétrica
Magnetostatica Indugao Potencial Campo Permeabilidade
magnética magnético magnético magnética

O método apresentado aborda o problema com uma equacao diferencial eliptica, a
qual, combinada com condi¢oes de contorno aplicadas de acordo com o caso, fornece
dados sobre a propriedade analisada do meio microperiédico.

Para se obter os resultados, é possivel que se chegue a uma solucao de forma direta
para problemas relativamente simples, mas para problemas mais complexos é necessario
outra abordagem, seja porque a solugao ¢ muito custosa computacionalmente ou seja
porque nao é possivel encontrar uma.

Uma abordagem alternativa é empregar algum método de homogeneizacao ma-
temdtica para construir uma solucao assintética formal (SAF) do problema. Para isto,
neste trabalho, emprega-se o método de homogeneizagao assintética (MHA, [1]) esten-
dido para considerar descontinuidades interfaciais [2].
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2 Preliminares

2.1 Formulacao do problema

Considere o problema do equilibrio térmico de uma barra compdsita r-fasica, r € N,
de comprimento unitario, formada pela concatenacao de n € N sub-barras idénticas de
comprimento € = 1/n, de maneira que a barra tem estrutura e-periédica em z € [0, 1].
Para n suficientemente grande, tem-se 0 < ¢ < 1, ou seja, € é um parametro geométrico
pequeno que caracteriza a separagao das escalas estruturais da barra representadas por x
e x/e, respectivamente. Assim, a condutividade térmica da barra a®(x) é rapidamente
oscilante. Mais especificamente, a®(x) = a(x/e) é e-periddica, estritamente positiva,
limitada e continuamente diferencidvel por partes em [0, 1], ou seja, continuamente
diferenciavel em [0, 1]\T® sendo I'* = {z,,}, p.a e N,p=1,2,...,n,q=1,2,...,r—1,
o conjunto finito de pontos de descontinuidades, todas de salto finito, de a®(x), em
que p denota a p-ésima sub-barra e ¢ representa a interface entre as fases constituintes
g-ésima e (q + 1)-ésima, conforme ilustrado na Figura 1. Para completude da notacao,
denota-se 19 = 0 e x,, = 1 = ne para as extremidades da barra, e x,, = Tp110 = pe,
p = 1,2,...,n — 1, para as interfaces entre sub-barras consecutivas. Sem perda de
generalidade, pode-se assumir que a primeira e a r-ésima fases constituintes sao feitas
do mesmo material homogéneo, de maneira que a®(x) é continua nas interfaces entre
sub-barras consecutivas e tem K = n(r — 1) descontinuidades nas interfaces entre as
fases de materiais diferentes. Logo, pode-se escrever I'* = {z;}, k =1,2,... K.
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Figura 1: Barra r-fasica e-periddica e sua condutividade térmica a°(z).

Ainda, considera-se que existe uma barreira térmica nas interfaces x € I'® entre
as fases constituintes ao interior das sub-barras caracterizada pela resisténcia térmica
1/6° = ¢/, de maneira que o salto da temperatura u®(x) ao atravessar as interfaces
x € I'® é proporcional ao fluxo de calor a®(z)(du®/dz) nesses pontos, o qual supoe-se
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continuo. Finalmente, a barra estd sob a acdo da fonte de calor continua f(x) e sua
temperatura é nula nas extremidades da barra.
Com tais consideragoes, sendo [¢g(x)] = lim g(y)— lim g¢(y) o operador de salto nas
y—xt y—z~

interfaces x € I'®, neste trabalho estuda-se o seguinte problema de valores de contorno:

' di[ud“]wu v e (0N
H ﬂ:o, e o)
_Bi[ }:o, e
| u*(z) =0, z€{0,1}

Observe que quando a resisténcia interfacial se anula, ou seja, 1/8° — 0T, tem-se a
condi¢ao de contato perfeito [u®(z)] = 0 em x € I'® e, entao, ha a continuidade de
uf(x) em x € I

E possivel provar que o problema (2.1) é bem posto. Mais precisamente, pode ser
provado via teorema de Lax-Milgram que o problema (2.1) tem solugdo tnica u® €
H{([0,1]) no sentido generalizado e, ainda vale a estimativa dada pelo teorema de
Fredholm para equagdes elipticas (Teorema 1, p. 6, de [1]).

2.2 Solucao exata

Ao contrario do que ocorre em muitas outras situagoes, o carater unidimensional do
problema (2.1) aliado a linearidade da equagao diferencial, possibilita a obtencao da
solucdo exata u°(x), a qual é apresentada aqui para posterior comparagao com as SAFs
obtidas via Método de Homogeneizagao Assintética (MHA).

De integrar a equagao diferencial (2.1); e isolar a derivada de u(z) tem-se

em que F(x / f(s)ds e Cy é uma constante.

Logo, notando que a solugao exata u®(x) do problema (2.1) é definida por partes no
K

dominio [0, 1] = [0, 2] U (U(mk_l,xk]> U (zk, 1], denotando u®(z) como uj(z) para
k=2
r € [0,21], ui(x) para x € (vp—1, 2], K =2,..., K, e uj,(x) para x € (vg, 1], tem-se
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c _ :CF(S)‘FCO <
ui(x) = /0—a5(8> ds + C1,

2.3)
T F(s)+ C (
ug(r) = _/ Mds +uj_y(Tp-1) +Cp — Crmr, k=2,... K +1,

Tp—1 as(s)
em que as constantes C, k = 0,1,..., K 4+ 1, sao obtidas de aplicar as condigoes de

contato (2.1)s3 e de contorno (2.1),. Assim, da condicao de contorno u®(0) = 0 tem-se
que C7 = 0. Das condicgoes de contato tem-se que

k—1
j=1
e da condigdo de contorno: u®(1) = 0 tem-se
B Lds K\ U [P F(s) 1 &
00——(/0 ae—@)+E) (/0 as(s)dS—FE;F(xk) (2.5)

Por fim, de substituir (2.4) e (2.5) em (2.3), tem-se completamente determinada a
solugdo exata u®(z) do problema (2.1).

3 Aplicagcao do MHA

Na maioria das situagoes, ndo é possivel (ou é muito dificil) encontrar exatamente
a solucao de problemas em miltiplas escalas com coeficientes rapidamente oscilantes.
Por outro lado, procurar aproximacoes numéricas diretas da solugao requer de discre-
tizagoes muito finas do dominio, o que pode comprometer a convergéncia do método
numérico empregado e encarece o custo computacional. Alternativamente, neste traba-
lho, procura-se uma SAF u(?)(z, ) do problema por meio do MHA [1] da forma

x
u(x) ~ u(2)(.r,5) = uo(x,y) + cur(z,y) + 2us(z,y), y= = (3.1)

em que as fungoes incégnitas ug(z,y), k = 0, 1,2, sdo duas vezes continuamente di-
ferencidveis por partes nas varidveis macro x € [0,1] e micro y € [0,n], limitadas,
e l-periédicas em y. De substituir a SAF (3.1) na equacao diferencial (2.1); com
a®(z) = a(z/e) = a(y) 1-periédica em y (com descontinuidades em y € T' = ¢7'T)
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. d ) 4, 0 .
levando em conta a regra da cadeia — = — + ¢ " —, e agrupar por poténcias de €
dv Oz dy
tem-se ) .
e (Lyyuo) + & (Lyyur + Layuo + Lyzuo) (3.2)
+ EO(LyyUIZ + La:yul + Lya:ul + L:L‘xu() + f(l‘)) = O<5)7 ‘
em que foram empregados os operadores diferenciais lineares
0 0
La = a5 - | > , b€ s s 3.3
=g (angs). aseton (33

e O(e) representa a colecao de termos que tendem a zero quando ¢ — 07, os quais
correspondem as poténcias positivas de €. Assim, para que a igualdade assintética
(3.2) seja satisfeita quando ¢ — 0T, os coeficientes das poténcias negativas de ¢ devem
anular-se, o qual gera a seguinte recorréncia de equagoes diferenciais para os coeficientes
uk(x,y), k =0,1,2, das poténcias de ¢ na SAF (3.1):

LyyUQ = 0,
Lyyul = —ny’LLO — LnyQ, (34)
Lyyu2 = _nyul - Lyxul - L:L‘xu() - f(ZU),

as quais devem ser complementadas com as condigoes que resultam de substituir a
SAF (3.1) nas condigoes (2.1),34 do problema original. Assim, a existéncia de ug(z,y),
k =0,1,2, solugdes 1-periédicas em y dos problemas definidos pela recorréncia (3.4) e
as condicoes complementares é garantida pelo seguinte Lema considerando z fixo e y
independente de .

Lema [2]: Sejam Fy(y), Fi(y) e a(y) fungdes 1-periddicas em y, continuamente dife-
rencidveis por partes, sendo a(y) estritamente positiva e com descontinuidades de salto
finito em I'. Sejam as fungoes h: I' =+ R e 8 : ' = R% . Entao uma condicao necessaria
e suficiente para a existéncia de solugdes N(y) 1-peridédicas do problema:

(d dN dFy
@@m@}%@+@,m@mr
%@%%wwmyer (35)
sz%gya

1

é que (Fy(y)) = / Fy(y)dy = 0. Ainda, a solugao 1-periédica é tnica salvo uma
0 . . .

constante aditiva, ou seja, N(y,C) = N(y) + C em que N(0) =0 ou (N(y)) = 0.
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Aplicando o Lema a (3.4); com N(y) = ug(z,y) e Fo(y) = 0 cumpre-se a condi¢ao
(Fo(y)) = 0 identicamente. Logo, existe ug(x,y) solugao 1-periddica de (3.4)1, a qual é
obtida como segue. De integrar (3.4); tem-se

Ouyg Ouy  A(x)

a(y)— =Alr) = — = . 3.6
)50 = Al — G- 2 (3.0

1
Aplicando o operador de valor médio (-) = [ (-)dy a ambos os lados levando em conta

0

que ug(z,y) é l-periddica e que a(y) é positiva e limitada, tem-se
8U0> < 1 > dU,Q

O0=(—-)=Ax)( — ) = Alr)=0 = — =0. 3.7
< dy ) a(y) ) dy 37

Logo, da ultima igualdade em (3.7) segue que wuy(z,y) = up(x), ou seja, o primeiro
termo da SAF nao depende de y. Assim, L,,uy = 0 e, portanto, atualiza-se (3.4), como
0 |: 8U1:| . da dUO

L —Ly, — —_— _ . 3.8
yyul Uo = ay ( )ay dy de' ( )

Observe que (3.8) tem solugao u(x,y) 1-periédica em y garantida pelo Lema com
da d da\ d
Vo) = wle) e Fily) =~ v (i) = ()
periodicidade de a(y). Devido a linearidade de (3.8) e a estrutura do seu lado direito,
pode-se procurar u(z,y) pela separacao de variaveis do ansatz de Bakhvalov [3]:

= 0 por causa da 1-

dug

ur(r,y) = Ni(y )dx

(3.9)

d
com Nj(y) l-periddica. Isto resulta, apds substituir em (3.8) e eliminacao de % £ 0,
x
na chamada equacao do primeiro problema local:

d dN, da
il | == 3.1
& ] =% (3.10)
que satisfaz as condigoes do Lema com N(y) = Ni(y) e Fo(y) = 0, Fi = —a(y) e
(Fo(y)) = 0 identicamente.
Apés atualizagdo de (3.4)3 com (3.9) tem-se:
0 8U2 le d2U0 d d2u0
I a) 22| = - T ) — Law)Ny) EL (311
o oG] = = (at) +at) ) T - 7o) = S awMit) GE (310
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que tem solugao us(z,y) 1-periddica em y garantida pelo Lema com N(y) = us(x,y),
dNy\ d*u d*u
Fo(y) = - (a(y) + a(y)d—yl> %20 — f(x) e Fi(y) = —a(y)N1(y)—— se, e somente se,

dx?
() +a DY) T2+ 7)) = () +al) T2 ) T2+ ) =0, (312)

dx? dx?

que resulta na chamada equacao homogeneizada

2
ad Uo
dx?

+ f(z) =0, (3.13)
em que
. dN1>
a={(aly)+aly)— 3.14
(ot +atn)’y, (3.14)
¢ o chamado coeficiente efetivo.
De maneira similar, devido a linearidade de (3.4)3 e a estrutura do seu lado direito

apods atualizacdo com (3.9), pode-se procurar us(z,y) pela separagao de variaveis do
ansatz de Bakhvalov

d*u
e substituindo (3.15) em (3.11) obtém-se:
d dN2 d2U0 le d2u0 d d2U0
= Na@y) =2 — - e —F(@) == (aly)Ni(y) T2 (3.16
o a2 | S = = (o) + a5 ) G @)~ 4 () Mil) G (310

2
u

na qual, com d_20 = 0, obtém-se a chamada equacao do segundo problema local:
x

d dNQ} d

. [“(”@ — L)) (3.17)

que tem solugdo 1-periddica Ny(y), pois satisfaz as condi¢oes do Lema com N(y) =
No(y) e Fo(y) =0, Fy = —a(y)N1(y) e (Fo(y)) = 0 identicamente.
Assim, a SAF (3.1) toma a forma

2
d Uo
dx?’

uf(z) ~ u'? (z,¢) = ug(x) + eNy (g) iy +&*Ny (g)

- (3.18)

em que Ni(y) e No(y) sdo obtidas dos problemas locais primeiro e segundo definidos,
respectivamente, por (3.10) e (3.17) e as condigoes que resultam de substituir a SAF
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(3.18) nas condigdes de contato (2.1)s3 do problema original e empregando uma das
condigoes de unicidade no Lema. Assim, da condi¢do (2.1)s com z € I® e y € I tem-se

0= :as(a:)cj;fﬂ
N (545755 ) (sl + )52 + ety fl“)ﬂ s
= :a(y> + a(y)dd—]\;ﬂ % +e ﬂa(y)Nl(y) +aly )déZQﬂ 332 O(e?)

Assim, para cumprir-se (3.19), os coeficientes das derivadas de uy(x) devem anular-se,
o que resulta nas condicoes de contato

ﬂa< >‘§§1ﬂ:—[{a< 0, yer (3.20)
ﬂa( >dg2ﬂ:—[[a<> (W, yer. (3.21)

Por outro lado, da condi¢ao (2.1)3 com z € [* e y € I' tem-se

I O s 2

du d*u
~ Huo(l') + 8N1(y)d_xo + 52N2(9)W20ﬂ

—€ {% (% + 5_10%) (uo(x) +eN (y)% + s%\&(y)%)] (3.22)

= (i) - |10 4 WY o

2 (] - | L)+ LR Ty o)

Logo, para cumprir-se (3.22), os coeficientes das derivadas de ug(x) devem anular-se, o
que resulta nas condig¢oes de contato

[Ni()] = 57 [a<y>+a<y>dd—jzl], yer (3.23)
[No(y)] = 5 [a<y>-N1<y>+a<y>dd—]f], yer. (3.21)
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Assim, os problemas locais primeiro e segundo sao definidos, respectivamente, por
(3.10), (3.20) e (3.23), e por (3.17), (3.21) e (3.24), e uma condigao para a unicidade
da forma N(0) =0 ou (N(y)) = 0.

Considerando o coeficiente efetivo em (3.10), tem-se

dN, a
ahn_ 4 3.25
dy  a(y) (3:25)

e de aplicar o operador de valor médio (-) com a condigao de contato (3.23) tem-se

() 5)

Finalmente, se considerar Ny(y) = 0 em (3.18) obtém-se a SAF u(z,¢) que é a
mais utilizada na maioria das aplicagbes, pois representa a tendéncia dada por ug(x)
corrigida pela perturbagao local euy(x, y).

4 Exemplo

Para ilustrar a proximidade entre a SAF u(® (x, ) e a solucdo exata uf(x), considere
uma barra trifasica (r = 3) com a(y) dado pela extensao periédica a [0,n] de

1 3

> 0,-{Uf(-,1

s pg|u(]
- 13
10 -, =
’y€(474}

de maneira que tem 2n descontinuidades, e sujeita a acao de uma fonte de calor unitaria
uniformemente distribuida, ou seja,

a(y) : (4.1)

fz) = 1. (4.2)

4.1 Solucao exata

A solugao exata dada por (2.3)-(2.5) com C; = 0 foi implementada no software Python
[4] considerando (4.1) e (4.2) e varios valores dos parametros € e . A Figura 2 mostra
a solucao exata u®(z) para § = 100 e ¢ = 1/2 que corresponde a n = 2 sub-barras.
Observa-se as 2n = 4 descontinuidades herdadas de a(y).

Para mostrar que valores menores (resp. maiores) de [ significam piores (resp.
melhores) condigoes de contato interfacial, aplica-se o mesmo ¢ = 1/2 da Figura 2 e
para [ = 20,100, 500, como ilustrado na Figura 3.
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0.020 ~ "™

0.015

= 0.010 /
5 /
0.005

cuf(x), e=1/2 3 =100

0.000
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T
Figura 2: Solucdo exata u®(x) com € = 1/2 e § = 100.
0.030 - “~
0.025 — T~

~ TN
E 0.015 ‘/ \‘
w@ ' f/ ' ™

N

0.010 /
o u(zr) e =1/2 5=500 \

0.005 . ug(:z:)“i:l/Q’ 13:1)00

/ e wi(x), e=1/2 =20 \
0.000{ ¢ | !

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
i
Figura 3: Comparagao de § diferentes.
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Por outro lado, a Figura 4 ilustra o comportamento de u®(z) para valores decrescen-
tes de . Observa-se que aumenta o numero de descontinuidades pois n = 1 /e, enquanto
a qualidade do contato melhora pois 1/6° = ¢/f.

0.020 i "y

0.015 /‘/ \\
s / \

]
= / \
7 0.010
0.005 cut(r), e=1/2 =100
s uf(w), e=1/4, =100
s ut(x), e=1/64, =100
0.000|
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 4: Visualizacao da tendéncia conforme ¢ decresce.

4.2 Solucao assintética formal

Para construir a SAF (3.18), obtém-se primeiro a solugdo wug(z) do problema homo-
geneizado definido pela equagdo homogeneizada (3.13) e as condi¢oes de contorno
up(0) = up(1) = 0 obtidas de substituir a SAF (3.18) nas condigdes de contorno (2.1),
do problema original. Assim,

up(z) = %/O </01 /Osf(t)dt _ /Osf(t)dt> ds = o(1 - ), (4.3)

em que o coeficiente efetivo @ ~ 6.49351 é obtido via (3.26). Ainda, calcula-se a solugao
1-periédica Ny(y) do primeiro problema local definido por (3.10), (3.20), (3.23) e a
condigao N;(0) = 0 como
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Yy 5_1 9 ye[()’i}
M) =14 y 1%—1)+§, ye (3] (1.4
a 2%
——1)+=, c (3,1
v \5 ) 3 ve (3.1

De forma semelhante obtém-se a solugao 1-periédica N3(y) do segundo problema
local definido por (3.17), (3.21), (3.24) e a condigao Ny(0) = 0. Aqui, Na(y) é obtida
de forma numérica.

Na Figura 5 mostra-se o comportamento da solu¢ao homogeneizada ug(z) em com-
paracdo com as SAFs u®)(x,e), k = 1,2, para ¢ = 1/2 ¢ 8 = 100, e na Figura 6
acrescenta-se a solucao exata u®(z) (encontra-se sob a curva us, pode-se confirmar tal
fato observando a forma de u® na Figura 4). Ainda, as quatro solugbes sao apresenta-
das também na Figura 7 para e = 1/64. Observa-se que a solugao exata u® e as SAFs
u® (z,¢), k = 1,2 tendem para a solucdo homogeneizada ug(x) quando & — 0F.

0.020 N -
0.015 ‘7 ‘\
= 0.010
3

0.005-

0.000| ¢ \

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
i

Figura 5: As vérias expansoes assintéticas com e = 1/2 e 5 = 100.
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< 0.010 // \\
0.005 72;5(:1:)3 c=1/2, f=100
C
o Uy
0.000{ ¢ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 6: As vérias expansoes assintéticas com e = 1/2 e 5 = 100.
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Figura 7: Comparagao de solugoes assintéticas e exata para e = 1/64 e 5 = 100.
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4.3 Comparacao de eficiéncia computacional

Uma das vantagens da solucao assintética formal é sua alta eficiéncia computacional.
Para demonstrar a eficiéncia, foram executadas as varias expansoes assintéticas e a
solucao exata de forma independente uma da outra, com tempos de execucao apresen-
tados na Figura 8 para e = 1/4 e 5 = 500.

Tempo de execucao da solucao exata: 8.92499 segundos
Tempo de execucao ug: 1.24419 segundos

Tempo de execucao ul: 1.23255 segundos
Tempo de execucao u2: 1.30707 segundos

Figura 8: Comparacgao de velocidade entre assintéticas e exata para e = 1/4 e 8 = 500.

O método se mostra mais 1til devido a capacidade de transformar as fungoes comple-
xas em outras mais simples. Em outras palavras, resolver as integrais (quando possivel)
e simplifica-las para uma forma reduzida, ao invés de deixar o trabalho para o compu-
tador realizar integragao numeérica e outras operagoes complexas, pode resultar em uma
diferenca simples de alguns segundos, como exemplificado. No entanto, para problemas
mais complexos, essa diferenca pode se estender inclusive para vérios dias.

5 Conclusoes

Com a comparacao dos resultados, é possivel perceber que o uso de uma solucao
assintotica formal é muito mais eficiente computacionalmente que a abordagem direta
do problema e nao prejudica os resultados finais. Vale ressaltar a importancia do
coeficiente efetivo, pois o0 mesmo agrega todas as variacoes de propriedade no meio em
um valor sem prejudicar a precisao.

Assim, este trabalho apresentou os aspectos praticos da aplicacao do método de
homogeneizagao assintética [1] para a obtencao de boas aproximagoes (as solugoes as-
sint6ticas formais e homogeneizada) da solugdo exata de um problema dado, a qual
pode nao estar disponivel ou ser de obtenc¢ao muito dificil analiticamente ou muito cus-
tosa computacionalmente. Os aspectos tedricos como a demonstracao do Lema e da
proximidade entre as solugoes exata e homogeneizada podem ser encontradas em [2].
O problema linear unidimensional escolhido para tal apresentacao permitiu o calculo
direto da solugao exata para fins de comparagao tanto em precisao quanto em custo
computacional com as solugoes aproximadas. Por outro lado, o problema apresenta
uma caracteristica mais geral que aqueles tratados em [1]: o contato imperfeito, o qual
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produz solucgoes descontinuas mais acordes com o comportamento real de compdsitos
condutivos. Tudo isto foi ilustrado mediante um exemplo original e constitui o trabalho
de iniciacao cientifica do primeiro autor.
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