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Resumo

Este artigo investiga as propriedades qualitativas das classes de sequéncias Padovan
ponderadas e apresenta estimativas para a funcao geradora associada a sequéncia dife-
rencial de (k,)-Padovan utilizando o operador fracionario de Baliarsingh.

Palavras-chave: Sequéncia (k,)-Padovan; Fungao geradora; Operador fracionério de
Baliarsingh.
Abstract

This article investigates the qualitative properties of the weighted Padovan sequence
classes and presents estimates for the generating function associated with the (k,)-
Padovan differential sequence using the Baliarsingh fractional operator.

Keywords: Sequence (k,)-Padovan; Generating function; Baliarsingh Fractional Ope-
rator.

1 Introducao

O estudo da sequéncia de Padovan é um objeto de pesquisa relativamente recente
e estd intimamente relacionado com o comportamento do nimero irracional
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cuja aproximacao decimal é 1,3247, aproximadamente. O pioneiro dessas ideias foi o
holandés H. van der Laan, o qual estudou Arquitetura na Technische Hogeschool de
Delft entre 1923 e 1926, porém foi durante seu periodo como monge beneditino que
obteve suas principais descobertas, ao desenvolver um sistema de medidas inovador
baseado em p, o qual foi denominado Numero Pldstico.

Em meados da década de 1980, o arquiteto britanico R. Padovan demonstrou grande
interesse por essa tematica e ajudou no processo de traducao da obra “Architectonic
Space: Fifteen lessons on the disposition of the human habitat”, de autoria de H. van
der Laan [18]. Seu envolvimento levou-o a ser homenageado com o nome da sequéncia

P 1, e 0<n<2
b Pl,n—2+P1,n—37 sen 2 37

)

onde p é o limite de sua razao aurea.

Ao longo da histéria, a sequéncia de Padovan passou por diversas generalizacoes.
Uma delas é a variacao k-Padovan, onde k£ é um parametro arbitrario em R. A sequéncia
de k-Padovan, denotada por (Py,,)nen, ¢ definida recursivamente da seguinte forma:

P 1, se 0<n<2
ko kPin—2+ Pgn-s, sen> 3.

Diversas propriedades desse assunto tém sido estudadas até os dias atuais, como
destacado em [2, 3].

Neste trabalho, exploramos a troca da constante £ € R por um peso real variavel
(kn)new & equacao de recorréncia descrita acima e investigamos o comportamento das
suas respectivas fungdes geradoras de sequéncias do tipo (k,)-Padovan, usando opera-
dores diferenciais de Baliarsingh.

A estrutura dos tépicos apresentados neste artigo é a seguinte: na segunda secao,
exibiremos algumas preliminares basicas que serao usadas ao longo do trabalho. Na
terceira secao, algumas propriedades das sequéncias (k,)-Padovan relacionadas aos
nimeros plastico e de ouro. Na quarta e quinta secao, definiremos o operador diferencial
de Baliarsingh e provaremos estimativas pontuais de fungoes geradoras de sequéncias
diferenciais desses operadores. Por fim, apresentaremos algumas conclusoes.

2 Preliminares

No século XVII, foi introduzido um conceito fundamental que desempenhou um
papel crucial no desenvolvimento da matemaética: as fungoes geradoras. Amplamente
difundidas por P. Laplace em 1812, em sua obra sobre cédlculo de probabilidades, as
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funcoes geradoras possibilitaram a aplicacao eficiente da algebra dos espacos de fungoes
na resolucao de problemas.

Desde entao, diversos pesquisadores contribuiram de maneira significativa para o
avanco dessa importante ferramenta. Destacam-se os trabalhos de P. MacMahon, J.
Riordan e R. Stanley, que aprofundaram o entendimento destas aplicagoes [12, 16, 17].

Definigao 2.1. Seja (a,)nenw uma sequéncia de nimeros reais. A aplicagao G : K[z] —
Klx, 22, 23,...] dada por
G(z) = Z a;x’
i€N
é a funcao geradora de (a,)nen.

Nesta perspectiva, dadas fungoes geradoras G, H : K[z] — K[z,z% 23, ...] com
relagao as respectivas sequéncias (a,)nen € (bn)nen, sdo definidas as seguintes operagoes
conformes de soma e produto:

Exemplo 2.2. Seja (Pyn)nen a sequéncia de k-Padovan. Sua fungdo geradora G :
Klx] — K[z, 2?%,...] é dada por

Cl+z+(1—k)a?
1 —Fka2—a3

Para obter os detalhes técnicos, consulte a referéncia [2].

g(x)

Nas proximas segoes, estamos interessados em estudar uma sequéncia cujo termo
geral é dado pela relagao de recorréncia

e 1, se 0<n<2
e knpn—2+7)n—37 Sen23;

onde (k,)nen satisfaz as condigoes iniciais kg = k1 = ko = 1. Ao longo deste artigo,
chamaremos (P, )new como sendo a sequéncia (ky,)-Padovan.

Exemplo 2.3. Seja a sequéncia (k;,),en dada por

- 1, se0<n<2
") 1/n, sen > 3.

Dessa forma, segue que
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Em particular, é importante observar que a sequéncia (1/n)-Padovan apresenta um
crescimento mais lento em comparagao com (P, )nen.

3 Propriedades da sequéncia (k,)-Padovan

O numero pléstico, tradicionalmente denotado por p, é um irracional que possui
fortes vinculos com a sequéncia de Padovan e a proporcao aurea. Sua definicao é dada
pela seguinte expressao:

39 69 3/9—+69
p:z(/%_—l—(/T\/_%l,?)Qéﬂ.

Apesar de sua aparente complexidade, o nimero plastico exibe propriedades ma-
tematicas unicas e elegantes, que o tornam um objeto de estudo e fascinio entre ma-
temadticos, cientistas e entusiastas da beleza geométrica [4, 11, 15].

Teorema 3.1. Existe ao menos uma sequéncia (k,)-Padovan tal que

lim P, = p,

n—-+0o
onde p é o numero plastico.

Demonstracao. De fato, considerando a sequéncia de Padovan (P ,,)nen, defina (k,,)nen
por
1, se 0 <n < 3,
ki 1= Pip—Prns-Pina
Pl,n—l : Pn—2

Portanto, devido ao Teorema 14 em [11], concluimos que

, sen > 4.

Pln_PnfiS'Plnfl Pln n—+00
Pn =k, Prg+ Pp_g= : : *Prn—g + Pn_g = :
? ° Pl,nfl : 7)n72 ? ’ Pl n—1
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Analogamente, a estratégia utilizada para definir o nimero plastico também pode
ser empregada para garantir que

1+45
0=

seja o limite de uma adequada sequéncia (k,)-Padovan, onde ¢ é o tradicional Nimero
de Ouro (consulte [11, 14]). Para isto, basta considerar

~ 1,6180

1, se 0 <n <2,

kn T Fn_Pn—?;'Fn—l
anl : Pn72

onde (F,)nen é a sequéncia de Fibonacci.

, sen >3,

4 Operador diferencial fracionario de Baliarsingh

Inicialmente, vamos definir um conceito amplamente utilizado na anélise combi-
natoria e no crescimento fatorial de séries hipergeométricas (veja [5], como por exemplo)
devido a L. Pochhammer.

Definigao 4.1. O simbolo de Pochhammer de oo € R é dado por
ala+1)(a+2)---(a+i—1), sei e N\ {0}
(); = ~ -
1, sea=0ou:=0.

Exemplo 4.2. i. A familia de polinomios de Meizner, introduzida por J. Meixner
em meados de 1934, é expressa por:

My (z,8,7) = i(—l)k (Z) ("Z)k!(a; By ", VneN.

k=0

Esses polinomios tém uma variedade de aplicagoes, incluindo modelagem de dis-
tribuicoes probabilisticas discretas, como a distribuicao de Poisson generalizada.

ii. A funcao hipergeométrica definida na bola aberta unitaria por

oF1(a,b,c;2) = Z Mzn

ielN nt- <C)"

é solucao classica da equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem:
2

d d
z(l—z)d—;;+[c—(a+b+1)z]d—z—abyzO.
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A referéncia [6] apresenta um operador diferencial fraciondrio que tem sido objeto
de estudo em vérias pesquisas, incluindo os trabalhos mencionados em [7, 8]. Vejamos
a sua definigao:

Definigao 4.3. Sejam a,b € R, c € R~ N, h € R, e (z,)neny uma sequéncia de
numeros reais. O n-ésimo diferencial fraciondrio de Baliarsingh de (x,),en é dado por

a,b,c - _a"L_b’L
BRI SEC G

(—¢); - hotb=e" "

=0
Exemplo 4.4. Sejam a € R, c € R~ IN e b =h = 1. Neste caso, temos

a
A‘f’l’c@n) =T, — E:vn_l.

5 Resultados

A partir deste ponto, consideraremos a,b € R, c € R~ IN e h € R;. Além disso,
definimos os parametros

¢, = (—a)i- (=b)i

i!(—c)i.ha+bfc’ Zzl,...,n
e a sequencia (kn)nem cujo termo geral é:
¢+ ¢,
¢ 0

A seguir, verificaremos que é possivel estimar a funcao geradora de uma sequéncia
diferencial de Padovan perturbada por sequéncias limitadas da forma (5.1). Em outras
, , . ~ A . a,b,c
palavras, é possivel garantir que as fungoes geradoras das sequéncias do tipo Ay”(P,,)
sao pontualmente limitadas inferiormente e superiormente por quocientes polinomiais
que dependem exclusivamente de (k,)nen. Para isto, comecaremos provando o seguinte
lema técnico:

Lema 5.1. Sejam a,b € R, c€ R~ NN e h € R,. Entao, para todo n € IN \ {0, 1, 2},
tem-se

AYY(Py) = kALY (Paa) + Ap"(Pas).
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Demonstra¢ao. Com efeito, pela definigdo da sequéncia (k,)-Padovan, temos
n n—2 n—3
AGP(Py) = kAR (Paa) = Ay (Poucs) = Y CPusi—kn ¥ EPui— > &Pu
i=0 i=0 i=0

n—3
= Z Q:z (Pn—z - knpn—i—2 - Pn—i—3)
=0

+ Cn—2(1 - kn) + Q:n—l + Qtn

= 0.
Portanto, para todo n € IN \ {0, 1,2}, concluimos o resultado. ]
Agora, para qualquer m € R, defina a aplicacao S, : K[z] — K[z, 22, .. .] por

o+ (o + € )a + (€ + € 4 € — ko) 22

1 —maz?2 — 23

Sm()

9

onde ks é o segundo termo da sequéncia (ky)nen em (5.1).

Teorema 5.2. Se (k,),en € uma sequéncia limitada, entdao a fungao geradora G :
Klz] — K[z, 22, ...] de AY"“(P,) satisfaz

Se(r) < G(x) < Sg(a),

onde £k = mink, e k = maxk,.
nelN nelN

Demonstragao. Seja (Pp)nen a sequéncia (k,)-Padovan. Uma vez que é vélida a igual-

dade '
G(r) = 3" AP
i€N
segue que
272G () = Z AP )zt e 2°G(x) = Z AP, _g)a.
i#{01) i{01,2)

Nestas condigoes, de acordo com o Lema 5.1, temos

(-T2 =a)G() = SCAPP) = 30 FAP = Y AP

i€IN i€N €N

1Z{0,1} 1¢2{0,1,2}

< D APt = Y kA (Pig)at — Y ARPY(Pis)a’
€N i€N ieN
1Z{0,1} 1¢{0,1,2}
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= AR(Py) + AZ’b’c(Pl)x + (AR (Po) = kA (Po) ) o
+ Z (Aa ,b, c l{f Aa ,b, C(P ) - Az,b,C(Pi73)>

i€IN

1¢{0,1,2}
= ARPo) + AR + (A5 (P) — kA (Po) ) o

Para finalizar, como
APC(Py) = €Po,  AY(P) =P+ CPy e AYY(Py) = CoPy + € Py + € P,

podemos concluir que a fungiao geradora G : K[x] — Kz, z?, .. .] satisfaz

A (Po) + AR (Pr)x + (AZ’Z”C(PQ) - kQA;’b’%PO)) 22

1— ka2 — a3
Co+ (€ + €1 )z + (€ + € + €5 — ko) 22
1— ka2 — 23

Analogamente, ao efetuarmos os mesmos célculos, chegamos a conclusao de que

(1 —ka? —2¥)G(x) > AP (Po) + A" (Py)x + (AZ””C(PQ) - szZ’b’C(PO)) @’

= Co+ (Co+C)x+ (o + € + € — k&) 22,

G(z) <

ou seja,
¢ ¢+ ¢ Co+ € + €y — ko) 22
G(z) > 0+ (€ + 1)1‘+(02+ 13+ 2 — ko) x
1—kx?—2
O
Observacgao 5.3. i. Sejama=0=0¢e0 < e < 1. Para qualquer ¢ = ¢, a sequéncia
(kn)nen definida em 5.1 é limitada, pois existe uma constante real C. > 0 tal que

(n—1)(n—2)* (n —2)?
nle+n—1)(+n—-2) (n—-1)(+n-2)
para todo n € IN.

1 <C,

[Fn| =

ii. Considerando (k,)neny como uma sequéncia constante, em vez da caracterizagao
(5.1), segue pelas mesmas linhas da demonstracao anterior que Sy : Klz] —
, ~ b
Kz, 2%, ...] é a fungao geradora de A7”“(P,), onde

k = min k,, = max k,,.
ne€lN nelN
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Conclusao

O presente estudo introduziu o conceito de relagao as sequéncias diferenciais ponde-

radas de (k,)-Padovan. Foi conduzida uma investigacao matemética detalhada dessas
sequencias, resultando em importantes propriedades, incluindo estimativas inferiores
e superiores para as fungoes geradoras correspondentes. E relevante ressaltar que os
resultados obtidos neste artigo podem ser estendidos para outras sequéncias, como as
de Perrin, por exemplo. Para pesquisas futuras, o objetivo é continuar o estudo desses
objetos e explorar suas potenciais aplicagoes.
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