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Resumo

Neste trabalho estudamos um modelo especifico de Geometria nao euclidiana, onde o
plano cartesiano é dotado de uma métrica de Randers especial. A forma de medir
distancias nesta nova geometria nao é simétrica. Aqui as geodésicas continuam sendo
linhas retas e devido a nao simetria desta métrica perturbada, obtemos duas nogoes do
axioma da régua infinita.
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1 Introducao

Euclides 300 aC escolheu um conjunto de Axiomas (e Postulados), provou mais de
400 Teoremas, organizou e escreveu Os Elementos, uma das mais importantes obras ja
escritas, que serviu como ponto de partida para a construcao da geometria euclidiana
e outras teorias. Na formagao de um Matematico, a Geometria tem um papel de exer-
citar a leitura matemadtica, levando o aluno a ler, pensar, interagir com os elementos
matemadticos partindo de termos simples (elementos primitivos, pontos, retas) definindo
os termos derivados (segmentos, ponto médio, etc.) e estabelecendo as relagoes e me-
didas destes novos elementos.

Modelos concretos de Geometria bidimensional nao euclidianos sao importantes para
um melhor entendimento de axiomas e da préopria Geometria euclidiana. Se queremos
que certos fatos ocorram na geometria bidimensional é necessério fixar certos axiomas.
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Assim, neste trabalho, estudaremos o Axioma da Régua, usado para medir compri-
mento, num espaco nao euclidiano, chamado espago de Randers, que é um caso parti-
cular das variedades de Finsler. Uma métrica de Randers é da forma a + 3, onde « é
uma métrica Riemanniana e f uma 1-forma (ver [6, 2] para mais informagoes).

A ideia de medir distancia nos espagos de Randers tem uma relagao direta com
o problema de minimizar tempo de viagem de um ponto a outro considerando forcas
externas. Para um melhor entendimento disto vamos citar o Problema de Navegacao
de Zermelo, o qual foi proposto em 1931. O Problema da Navegacao de Zermelo é
um problema classico de otimizar rotas de viagem. Este problema lida com um barco
partindo de um ponto P em certa direcao. O barco possui certa velocidade maxima,
e queremos encontrar o melhor caminho possivel para alcancar um ponto de destino
@, no menor tempo possivel. Descartando-se forcas externas como a correnteza e o
vento, o caminho étimo é um segmento de reta de P até (). Agora, considerando
a correnteza e o vento, o caminho 6timo de P até () nem sempre é uma linha reta.
Embora seja impossivel encontrar solucoes exatas na maioria dos casos, o problema
geral foi resolvido por Zermelo na forma de Equagao diferencial parcial, conhecido
como Equagao de Zermelo, que pode ser numericamente resolvido (ver [8]).

Em [1] os autores estudaram e resolveram o problema de Zermelo no caso rieman-
niano usando a geometria de Randers, tendo mostrado que as geodésicas das métricas
de Randers sao as trajetorias que minimizam tempo de viagem de um ponto a outro
numa variedade riemanniana.

Inspirados em [7], no presente trabalho foi considerada a métrica de Randers F'(y)
sendo da forma ||y|| + ema(y) (ver Definicao 2.7).

Por outro lado, uma métrica de Finsler F' = F(x,y) sobre U C R" (ver Definigao
2.6), onde x = (z1,...,2,) € U, y = (y1,-..,yn) € R", é dita projetivamente flat, se
todas as suas geodésicas sao linhas retas. Sabe-se que uma métrica de Finsler F' =
F(x,y) sobre U C R? é projetivamente flat se, e somente se, F satisfaz a seguinte
Equacao de Hamel (ver pagina 22 em [3]),

2 2
PF__ PF 1
0x20y1 0110y

Verificamos que a métrica de Randers considerada neste artigo satisfaz a Equacao
de Hamel, o que simplifica consideravelmente as contas, pois a distancia perturbada é
atingida por linhas retas.

Na Se¢ao 2, damos algumas definigoes e resultados classicos de geometria que serao
de utilidade para o desenvolvimento do artigo. Na Secao 3, definimos comprimento de
arco e-perturbado, e calculamos pontos médios. Na Secao 4, estudamos o axioma da
régua infinita e-perturbada. Na Secao 5, generalizamos o conceito de integral de linha.
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2 Preliminares

Nesta secao, serao apresentadas algumas definigoes e resultados cléssicos da literatura
que facilitardao a compreensao do trabalho. A seguir R? denotard o plano cartesiano
que é o conjunto de pares ordenados (z1,x2), onde x1, 25 € R.

Definigao 2.1 (Produto interno e norma euclidiana em R?). Sejam z = (z1,79) e
T = (Z1,72) pontos de R%, o produto interno euclidiano entre x e %, denotado por
(x,Z), € 0o nimero definido por:

<ZE, i’> = l’l.i'l + 1725'2.

A norma euclidiana de x, denotada por ||z|| € definida por:

2]l = V(= z).

Definigao 2.2 (Campo vetorial). Um campo vetorial em um subconjunto aberto ) de
R? ¢é uma aplicagio W : Q C R? — R? que, associa a cada ponto x € Q um vetor W (x)
de R?.

Para nao carregar a notagao, o campo vetorial W (z) serd denotado por W,.

Definigao 2.3. [4](Curva diferencidvel parametrizada regular em R? ) Uma curva pa-
rametrizada em R? é uma aplicacdo o : I — R? definida em um intervalo I de R.
Uma curva parametrizada o é chamada diferencidvel se a for de classe C* para todo
k=1,2,..., isto é, cada coordenada de o € de classe C*. Dizemos que uma curva pa-
rametrizada € suave se € de classe C* para todo k = 1,2, .... Uma curva parametrizada
diferencidvel o € chamada reqular em I se o/(t) # (0,0) para todo t € I. Uma curva
parametrizada o € dita reqular por partes se existem ty,ty, ..., t, € I tal que oy, 4, [ €
reqular em |t;, t;i1[, para cadai=1,...,n — 1.

Para a seguinte defini¢ao, consideremos que a curva possua primeira derivada e que
esta seja continua, isto é, a curva é de classe C1.

Definigao 2.4. Seja « :]a, b[— R? uma curva parametrizada reqular de classe Ct. O
comprimento de arco de «, denotado por L(«), € definida por:

() = / (7] dr

Para quaisquer par de pontos P,Q € R?, definimos a distincia euclidiana usual de P
até () como:

d(P,Q) = [|Q — PI|, (2.1)
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A definicao da distancia acima é uma simplificacao da seguinte definicao alternativa
d(P,Q) :=inf, L(«), (2.2)

onde o infimo é tomado sobre o conjunto de todas as curvas regulares por partes «
tais que a(a) = P e a(b) = Q. A simplificacao deve-se ao fato de que o infimo
em (2.2) é atingido por qualquer reta «(t), em particular, podendo ser considerado
alt) =tQ + (1 —t)P.
Observagao 2.5. Note que a integral na Definicao 2.4 é aplicada sobre uma fungao
vetorial dada pela norma || - | : R* — R que por sua vez é aplicada sobre vetores
tangentes y(t) = (y1(t), y2(t)) = /(). Isto nos motiva fazer a seguinte pergunta: O que
acontece se esta norma for perturbada?

A seguinte definicao de métrica de Finsler sobre um aberto de R™ é uma simplificacao

da definicao usual. Para maiores detalhes de métricas de Finsler sobre variedades ver
3, 2, 6].

Definicao 2.6. Uma funcao F': U x R" — R, onde U C R", ¢é dita métrica de Finsler
sobre U, se para z € U e y € R", F satisfaz as seguintes propriedades:

1. F(x,y) é de classe C* para todo z € U e y # 0;
2. F(xz,y) >0, paratodo x € U e y # 0;
3. F(x,\y) = AF(z,y), onde X é qualquer niimero real positivo (positiva homogénea).

4. A Hessiana de $F2, denotada por [g;;],

[ ] B 1 aQFQ
995~ (2 9y,0y,

é positiva definida.

Definigao 2.7 (Métrica e—perturbada). Seja € uma constante real com 0 < e < 1 e
y € R2. Definimos a métrica e—perturbada sendo

Fe(y) = |lyll + ema(y), (2.3)

onde ||| € a norma euclidiana usual e m : R* — R € a proje¢do na sequnda coordenada.

Na definicao anterior fizemos uma perturbacao da fungao norma por uma aplicacao
linear. Considerando F(z,y) = F.(y), pode ser verificado que a fungao (2.3) é uma
métrica de Finsler. Isto justifica o uso da Equagao de Hamel (1.1).
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3 Comprimento de arco s-perturbado

Duas curvas regulares ¢ : I — R? e ¢ : I — R? sdo ditas equivalentes se existe uma
aplicacio suave por partes ¢ : I — I tal que ¢/(t) > 0 e &(p(t)) = c(t), Vt € [ti_1,ti.

Uma curva C regular em R? é uma classe de equivaléncia de curvas regulares em R?,
Podemos estender esta definicao para curvas regulares por partes de maneira natural.
Por simplicidade, nao distinguiremos C' e ¢ = ¢(t), a menos que seja necessario. Dada
uma curva regular (representada por) ¢ : I = [a,b] — M, seu reverso c_ : [ — M é
definido por ¢_(t) := ¢(b+a—t). Entao a classe representada por ¢_ é distinta da classe
que representa c.

Estas defini¢oes nos levam a ter em consideracao a orientacao das curvas. Isto é,
todas as curvas serao orientadas. O que tem sentido se pensarmos no Problema de
Navegacao de Zermelo, que exige escolher uma direcao e sentido, de P para Q).

Definigao 3.1 (Comprimento de arco e—perturbado). Seja C' uma curva regular por
partes C*° de P para () representada por ¢ = c¢(t) com c(a) = P e ¢(b) = Q. O
comprimento de arco e—perturbado de C' é definido por:

L.(C) ::/ F.(d(t))dt

onde F. é a fungao definida na Defini¢ao 2.7. Assim de (2.3) temos

zmh/WWmeww (3.1)

Vamos mostrar que £(C) estd bem definida. Suponha que ¢ : [a@,b] — R* é equi-
valente a curva ¢, entdo existe ¢ tal que ¢/ > 0, t = ¢(t) com a = ¢(a) e b = ¢(b).
Assim

dt = ¢'(t)dt, d(t) =72 ({)¢'(t).

e portanto,

/EWWF/EWWWﬁ
[1¢/@ 6 (0] + s (20 (1)]
0)|| +em (€(2))] ¢'(t) dt

F

I
\\@\
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Agora podemos definir distancia entre pontos de uma reta orientada, como segue: a
distancia de um ponto a outro é o menor dos comprimentos de arco de todas as curvas

C que ligam estes pontos.
dp(P,Q) = inf £(C).

A Equagao de Hamel, nos diz que as geodésicas (caminhos 6timos) no modelo con-
siderado F.(y) = ||ly|| + em2(y) dada em (2.3) sao linhas retas.

Sejac(t) = P+(Q—P)t, 0<t<1, comd(t)=Q—P,ageodésicade P = (p1,ps)
até @ = (q1,¢2). A distancia e-perturbada de P até @) é dada por:

1.(P,Q) = / F((t))dt
- / (1Q - P|| +em(@ — P)) dt

=|Q — P|| +em(Q — P). (3.2)
De maneira analoga, a distancia de () até P é dada por
d-(Q, P) = ||P = Q[ + ema(P — Q). (3.3)

Observagao 3.2. Note que se € # 0, a distancia e-perturbada nao sempre satisfaz
d.(P,Q) = d.(Q, P). Isto quer dizer que a métrica d. é nao Euclidiana.

Observacao 3.3. A distancia e-perturbada ¢é invariante por translacoes, pois para quais-
quer translagao 7r(X) = X 4+ T temos

ds(P7Q) = HQ_P||+€7T2(Q_P)

—|Q-T+T—P|+em(Q—-T+T —P)

Observagao 3.4. A distancia e-perturbada para € # 0 é nao invariante por rotagoes,
pois considerando, por exemplo, a rotagdo R,(z,y) = (z, —y) temos que,

d.((0,0),(0,1) =1+ #1— e = d.((0,0), (0, —1)).

Proposicao 3.5 (Desigualdade triangular). Sejam A, B e C' pontos distintos do plano,
entao
d.(A,C) <d.(A,B) +d.(B,C).
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Demonstragao. De (3.2) e a desigualdade triangular na métrica Euclidiana temos,

d-(A,C) =[|C — Al| + emy(C — A)
<||B—-A||+||C - B| +em(C—-B+ B —A)
=d.(A, B) + d.(B,C).

O

Note que na demonstracao acima, a igualdade é atingida quando B estd entre A e
C numa mesma linha reta.

Proposicao 3.6. Se, em uma semirreta Sag, consideramos o segmento AC com d.(A,C) <
d.(A, B), entdo, o ponto C estard entre A e B.

Demonstragao. Seja tc € RT tal que C' = A+tc(B — A), entao da hipétese d.(A,C) <
d.(A, B) e (3.2) temos,

[tc(B = A)[| + etema(B — A) < [[(B — A)|| + ema(B — A)
(te — 1)d.(A, B) < 0.

Logo, 0 < to < 1. O]

A proposicao anterior poderia nos induzir a pensar que existe um tinico ponto médio,
como no caso Euclidiano, mas isto ndo ocorre como veremos a seguir (ver Figura 1).
Devido a nao simetria da distancia d. temos 3 nocoes distintas de ponto médio.

B
° o

d-(A,C) = d(C, B)
d.(A,C) = d(C;, B)

C3

(a) Caso: ma(B — A) < 0. (b) Caso: m(B —A) > 0.

Figura 1: Pontos médios tipo 1.

Definigao 3.7. Dizemos que um ponto C' é ponto médio do segmento AB se C esta
na reta contendo AB e satisfaz uma das seguintes propriedades:
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(Ol) da(A’ O) - da(O7 B); (03) de(O7 A) = da(ca B);
<02> ds(Aa C) = ds<37 C>§

O ponto C' que verifica a propriedade (Ck) é chamado ponto médio do tipo k,
onde k =1,2,3.

Na continuacao, caracterizamos os pontos médios definidos acima.

Proposicao 3.8. Sejam A, B € R2. Entao os pontos médios tipo 1, 2 e 3 sdo caracte-
rizados, em cada caso, por

1. Tipo 1: Se my(B — A) <0,

B 1 d.(A,B) _A+B B 1 d.(B,A)
Cl_A+2€7r2(B—A)(B_A)’ C, = 5 03—A+2€7T2(A_B>(B—A),
e semy(B —A) >0,

A+ B
C = 5
2. Tipo 2:
1d.(B,A)
C=A+-——"2(B-A),
T
3. Tipo 3:
1d.(A, B)
C=A+-———2(B-A).
R

Demonstracao. Seja areta c(t) = A+t(B—A), t € R que passa por A e B, entdo existe
tctal que C = A+t.(B—A). Comisto, C—A=t(B—A)eB-C=(1-t.)(B—A).
Ponto médio tipo 1: Da igualdade d.(A, C) = d.(C, B) temos

|te]|| B — Al + tems(B
([te] = lte = 1) |B — Al + (2t. — 1)ema(B

A) = [t — 1||B — Al| + (1 — to)ems(B — A)
A) =0, (3.4)

da qual se desprendem 3 casos,
Caso 1: Se t <0, de (3.4), temos que

—||B — Al + (2t. — 1)emy(B — A) = 0. (3.5)
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Se m(B — A) > 0 a equagao (3.5) nao tem solugdo. Por outro lado, se m(B — A) < 0

temos que,
_||B = Al +em(B - A) d.(A, B)

2€7T2(B - A) N 2€7T2(B - A)’

te

C=A+t.(B-A).
Caso 2: Se 0 <t <1, de (3.4), temos que
(2t = 1)[||B — A|| + ema(B — A)] =0,

o que implica em que t. =1/2e C = AJFTB.
Caso 3: Se t > 1, de (3.4), temos que

1B — Al + (2t — Dems(B — A) = 0.

Andlogo ao caso 1 temos que se mo(B—A) > 0 entdo, nao existe t.. E para my(B—A) < 0
temos que,

, _A-Bl+em(A-B) _d(B,A)
c 2emo(A — B) ~ 2emy(A— B)’

C=A+t(B—-A).
Ponto médio Tipo 2: Da igualdade d.(A,C) = d.(B,C) temos
(Ite| = lte = 1) |1 B = Al| + emy(B — A) = 0, (3.6)

Fazendo uma analise andloga ao caso 1 temos que a equagao acima s6 tem solugao
quando 0 < t. < 1, e neste caso:

C=A+t(B—-A),

onde

_ 1d.(B,A)
©2B-All
Ponto médio tipo 3: Da igualdade d.(C, A) = d.(C, B) temos
(Ite] = lte = 1) |1 B = Al| = emy(B — A) =0, (3.7)

Fazendo uma analise andloga ao caso 1 temos que a equagao acima s6 tem solugao
quando 0 < t. < 1, e neste caso:

C=A+t(B—-A),

onde

_ 1d.(A,B)
©2fB-All
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4 Axioma da régua infinita s-perturbada.

O Axioma da Régua infinita de Euclides estabelece que existe uma bijecao fs entre
os pontos da reta s e os nimeros reais, de modo que se considerarmos dois pontos P
e () sobre a reta s, teremos dois numeros associados biunivocamente a eles, a saber
a= fs(P)eb= f(Q), de tal modo que a distancia cartesiana euclidiana é dada pela
férmula d(A, B) = |a — b| = max{a — b,b — a}. Ao ponto onde s corta o eixo oy, ou o
eixo ox (caso a s seja vertical) associamos o nimero zero.

Inspirados no Axioma da Régua infinita de Euclides, estabeleceremos o Axioma da
Régua Infinita e-perturbada:

Axioma da Régua Infinita e-perturbada: Dada a funcao distancia e-perturbada
d. : R? — R. Para cada reta s, e cada par de pontos A, B sobre a reta existem duas
fungoes f, fi : s = R, associadas com d. pela relagao

d-(P, Q) = max{f(Q) — f"(P), i (P) = £ (@)}

Para mostrar a afirmagdo anterior, procederemos a construir as fungdes f;™ e f.
Para isto, dividiremos o estudo em dois casos.

Caso 1: Considere a reta s ¢ inclinada. Seja s : xo = mx; + k uma reta que
contenha os pontos P = (p1,p2) € Q@ = (q1,¢2). Da definigdo de distancia e-perturbada
temos que

d-(P,Q) = /(¢1 — p1)2 + m2(q1 — p1)% +em(q — p1)
=|q —pi|VI+m2+em(g —p),

_ { (@ =p)(VI+m2+em), seq >p
(1 —q)(VI+m? —em), seq <pi.

Sendo 1+ m?2 + em > 0 para quaisquer valores de m € R e 0 < ¢ < 1, temos que d.
pode ser escrito como

d.(A, B) = max { (\/1 Tme 4 €m> (g1 — p1), (\/1 T - 6m) (pr — ql)} (4.1)
Isto nos motiva (ver Figura 2) a definir as fungdes fF : s C R? — R como segue

[E(my,20) i = (\/ 1+m?2+ em) 2. (4.2)
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(V1I4+m?+4em)q

(V1+m? —em)q

(V1+m2+em)p

(V1+m?—em)p

Figura 2: Régua infinita quando ¢» > ¢;.

Com isto, d.(P, Q) = max{fF(Q)— fF(P), fi (P)— [ (Q)}, o que verifica 0 axioma.
Faltando mostrar que f;7, f7 : s — R sao bijetivas:

1. f* é injetiva, pois, suponha que fF(z1,79) = fF(T1,7). Entdao (v/1+m? +
em)r; = (V1+m? £ em)zy, de onde x1 = T1 e 9 = mx; +n = mTy + n = To.
Portanto, (Il,x2> = (fl,fg).

2. fF é sobrejetora, pois, dado um ntimero real z, basta considerar

+ n,

z mz
xr, = e o =
! V1+m2Etem ? V1+m2Etem
para que

fE(ry,20) = (V1I+m2+em)r = 2.

Observagao 4.1. O ponto (0,k), onde a reta s corta o eixo oy corresponde a origem,
pois f((0,%)) = f((0, %)) = 0.
Note também que se a reta s for horizontal entao f* = f~.
Caso 2: Considerando a reta vertical s : x1 = ¢, temos,
d=(P, Q) = |g2 — pa2| + (g2 — p2)

_J (ee—p)(1+e), seq=p
(P2 —q2)(1 —¢), seqa < po.

0 que nos sugere,

fE(e,1y) == (1 £ &) (4.3)
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Exemplo 4.2. Sejam areta s : y =2z + 1 e os pontos P = (0,1) e @ = (1,3) sobre a
reta. De (4.2) temos que f=(P) =0 e f*(Q) = v/5 £ 2. Portanto,
d.(P,Q) = max{(\/g+ 2¢) — 0,0 — (V5 — 25)}

=5+ 2
= f5(Q) — £ (P)I.

d.(Q,P) = max{o — (V5 +2¢), (V5 — 2¢) — 0}
=5 —2
= [fi (P) = [ (Q)]-

De maneira geral, quando p; < ¢; pode se fazer uso da Figura 2 para reconhecer as
diregoes em que f; ou f; possam ser usados. Com isto, temos as seguintes relagoes:

de(Q, P) = [ (Q) = f; (P)]

Exemplo 4.3. Sejam a reta s : y = —2x + 1 e os pontos P = (0,1) e Q = (1,—1)
sobre a reta. De (4.2) temos que f*(P) =0e f*(Q) = v/5 F 2¢. Com ajuda da Figura
3 temos as seguintes relagoes

= V5 — 2 — 0

=VH — 2e.

de(Q, P) = [f; (P) = [, (Q)]
= V5 +2¢ — 0
= /5 + 2.
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V5 + 2

Figura 3: Régua infinita.

Exemplo 4.4. Sejam a reta vertical s : x; = 1 e os pontos P = (1,0) e Q = (1,2),
entdo fE(P)=0e fX(Q)=2(1+¢) (ver Figura 4).

(14e)g @ ! (1-¢e)a

I r

(1+e)p p @ (L—2)p

Figura 4: Régua infinita: reta vertical.

Assim,

d-(P,Q) = £ (Q) = [ (P)]
=2(1+¢),

ReviSeM, Ano 2024, N°. 4, 11-26 23



Souza, M.; Chavez, N.

de(Q, P) = |f7(Q) — [ (P)]
=2(1—¢).

5 Integral de linha s-perturbada

A integral de linha usual, tem aplica¢oes no célculo de massa de um arame (ou
fio), centro de massa e momento de inércia. A seguir introduzimos a integral de linha
relativa ao comprimento de arco e—perturbado.

Sejam f : U C R? — R uma fun¢io na forma z = f(x1,75) com dominio U no
plano-z1z5 e « : [a,b] — U uma curva regular contida no dominio de f.

Deﬁnlgao 5.1. Sejam a : [a,b] — R? uma curva regular (pode ser de classe C*),

f F.(d/(7))dr a fungdo comprimento de arco e-perturbada. A integral de
hnha e- perturbada de uma funcao f : D C R? — R ao longo da curva «a([a,b]) C D é
dada por

/f(xl,...,xn)dsg:/ F(a(t)Fu(o/ (1)) dt
— [ lt),z2(0) [VEEDP T GOP + <l (0] dt.

Observagao 5.2. Se f(x1,x2) = 1, aintegral de linha e-perturbada nos dd o comprimento
de arco e-perturbado de «(t).

5.1 Propriedades

1. Para qualquer constante k£ € R, temos
/kf(xl,fz)dsg - kr/f(m,xz)dsa,

2. f $1,$2 ig(%,xz ds. = f fx17=732 dSsif 9$17I2)d55-

Exemplo 5.3. Seja a(t) = (cost,sent), 0 < t < 27. Entao, o/(t) = (—sent,cost).
Portanto a integral de linha e-perturbada de f(xq,22) = 1 + x; sobre a curva « é

I= /Qf(xl,:r;g)dss = /027r f(cost,sent) (||&/(t)|| + e(sent)’) dt

2
:/ (14 cost) [l +ecost] dt = (2 + ).
0
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6 Consideracoes finais

A métrica e-perturbada, com € # 0 considerada neste trabalho nao é simétrica, logo nao
¢ Fuclidiana, e sim uma métrica de Randers. Na Proposicao 3.8 mostramos que podem
existir 5 pontos distintos tais que possam ser chamados pontos médios. Em relacao a
versao do axioma da régua infinita considerando a métrica e-perturbada, na Segao 4,
concluimos que devem ser consideradas as direcoes para poder associar biunivocamente
uma reta com os numeros reais. Por tltimo, na Segao 5, generalizamos a definicao de
integral de linha considerando a nova métrica. Os exemplos proporcionados esclarecem
e fixam bem as ideias desenvolvidas no presente trabalho. Para futuros trabalhos visa-
se estudar as integrais de Fluxo considerando esta nova métrica, também o estudo de
coOnicas perturbadas com esta nova distancia é um assunto interessante.
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