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Resumo

Neste texto definiremos o conceito de centralidade de Jordan de um vértice de uma
arvore. Em seguida mostraremos, utilizando métodos combinatoriais diretos, que esta
quantidade é minimizada por no maximo dois vértices distintos. No fim, apresentaremos
um algoritmo tedrico para encontrar vértices que minimizam a centralidade de Jordan.
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Abstract

In this text, we will define the concept of Jordan centrality for a vertex in a tree. We
will then show, using direct combinatorial methods, that this quantity is minimized by
at most two distinct vertices. Finally, we will present a theoretical algorithm for finding
vertices that minimize Jordan centrality.
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1 Introducao

Determinar o centro de uma estrutura complexa é um problema que atrai a atencao do
ser humano por diversas razoes. Desde a motivacao artistica da percepcao da simetria,
até razoes praticas como determinar o melhor local para o comércio de uma cidade.
No contexto de teoria dos grafos, muitas formas de centralidade para um grafo foram
criadas, cada uma delas com utilidades particulares, que quando bem exploradas trazem
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bons frutos. Umas das primeiras formas de determinar o centro de uma arvore foi
estabelecida no artigo seminal de Jordan [3], onde ele definiu um tipo de centralidade
a partir dos ramos de uma arvore (grafo conexo sem ciclos).

Varios trabalhos posteriores trouxeram outras formas de centralidade para grafos,
que muitas vezes sao comparadas com o centralidade definida por Jordan. A titulo de
exemplos temos [7] que define a swichboard centrality, [9] com a rumor centrality entre
tantas outras.

Além do seu valor intrinseco, a centralidade de ramificacao, ou centralidade de Jor-
dan, tem um expressivo valor pratico. Esta centralidade pode nos ajudar a fazer o
estudo de arqueologia de redes, isto é, a obter informacao sobre o passado de redes
aleatorias dinamicas, a partir de informacoes do presente. Esse tipo de ideia foi ex-
plorada nos artigos [1] no qual a centralidade de Jordan é utilizada para determinar o
vértice original de uma &arvore gerada por meio de anexacao uniforme e [6] no qual a
ideia é generalizada para encontrar um conjunto maior de vértices iniciais. Esse tipo
de estratégia se mostra eficiente por duas razoes. A primeira é o fato de que os vértices
mais centrais no sentido de Jordan sao persistentes, isto €, o conjunto de tais vértices é
constante a partir de um momento, como foi provado em [2]. E a segunda razao é que
um processo de busca em profundidade nos permite calcular facilmente as centralidade
de Jordan de todos os vértices de uma arvore em tempo linear, como demonstrado em
[4].

Este artigo apresenta uma demonstragao alternativa do teorema de Jordan [3]. O
artigo supracitado, escrito em 1869, tem caracteristicas que podem dificultar a sua
leitura. Além do artigo estar em francés, a maneira como ele expressa a definicao de
grafo, a partir de forma quadratica, nao é nada usual nos nossos dias, onde prevalece
uma linguagem combinatorial na drea. A demonstracao do Jordan ja foi reproduzida
em outros textos, tais como [4] e [2]. Os trés textos citados acima apresentam uma
demonstracao direta sem um desenvolvimento muito profundo da teoria que permeia a
construcao. Ja no presente texto, sao apresentadas proposicoes intermediarias que sao
de grande importancia, tanto para se obter uma intuicao com respeito ao resultado,
quanto no desenvolvimento de aplicagoes, como é o caso dos teoremas relacionados com
arqueologia de redes, vide [1] e [6]. Além disso, este artigo une ideias de varios outros
textos que permitem uma visao mais ampla do assunto.

2 Centralidade de Jordan

Nos iniciaremos introduzindo a nogao de centralidade em arvores, assim como os mo-
delos probabilisticos de arvores aleatdrias crescentes que estudaremos neste texto.
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2.1 Arvore com raiz e arvore baixada

Uma drvore T = (V(T'), E(T)) é um grafo conexo sem ciclos. Dada 7" uma arvore e
u € V(T), a vizinhanga do vértice u é definida como sendo o conjunto dos vértices
vizinhos de u. Em simbolos,

N(u) ={v e V(T) :u~ v}
Definig¢ao 2.1. Uma drvore com raiz é um par (T, u), onde 7" é uma arvore e u € V(7).

Exemplo 2.1 (Grafo enraizado). Abaixo temos a representacao de uma arvore cuja a
raiz é o vértice 1.

Um fato importante e bastante conhecido de arvores é que dados dois vértices numa
arvore u e v, existe um unico caminho ligando u e v.

Definigao 2.2. Sejam (T, u) uma &rvore com raiz e v € V(T). A subdrvore baizada de
vem (7T, u), denotada por (7', u),, é a componente conexa de v que se obtém removendo
a aresta wv de T, onde w é o vizinho de v, no inico caminho (fechado) ligando u a v.

Intuitivamente, é a subavore que comeca de v e se distancia de u. Diremos também
que (T, u),, ¢é a propria arvore T

Exemplo 2.2. Considere a arvore (7,1)
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Removendo a aresta que liga o vértice 2 ao vértice 6, temos as duas componentes

conexas:

Assim, a arvore (7, 1), é dada por

Exemplo 2.3. Considere a drvore com raiz (7, 1) abaixo

Temos que (T, 1)y é a arvore

Definigao 2.3. Seja T uma arvore, H C T uma subdarvore e v € V(7). Dizemos que,
v é vizinho de H, denotando v ~ H, se existe u € V(H) com u ~ v.
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Exemplo 2.4. Seja (7,1) a arvore enraizada abaixo
Sendo H = (T, 1)y, temos 1 ~ H, pois 1 ~2e 2 € V(H).

Definicao 2.4. Sejam T e T duas arvores disjuntas de T, u € T~e v e T dois vértices
tais que u ~ v. Definimos a soma de T com T denotada por T"+ T, como sendo a

~ ~

drvore T' tal que V(T") = V(T)UV(T) e E(T") = E(T) U {uv} U E(T).

Definicao 2.5. Seja u,v € V(T'). Diremos que P(u,v) é o caminho aberto ligando u a
v, ou seja, é o caminho ligando u, v, porém sem conter u e v.

Defini¢ao 2.6. Dados uma érvore 7' e u,v € V(T'). Definimos o tronco que liga u e v,
T, (u,v), como sendo o conjunto dos vértices w € V(T') tais que u nao estd no caminho
ligando v a w e v nao esta no caminho ligando u a w.

Exemplo 2.5. Considere T a arvore abaixo
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Sendo determinado pelo conjunto V(7T (u,v)) = {1,2,3,5,6,10,11,12}.

Proposigao 1. Seja T uma drvore e u,v € V(T). Podemos escrever T = (T, ), +
(T,0)uy + T (u,v)

Demonstracao. Veja que, se v € V((T,u),;) entdo v € V(T'), se v € V((T,v),,) entao
v € V(T) e finalmente se v € V(T,(u,v)) entdao v € V(T'). Logo a soma deles estard
em 1. Agora, mostraremos que dado um vértice arbitrario em da arvore T, ele estara
na arvore (T, u),y + (1, v)uy + Tr-(u,v). Sejam w € V(T'), P(w,v) o caminho que liga w
ave P(w,u) o caminho que liga w a v.

1. Seu ¢ P(w,v) e v ¢ P(w,u). Entdao, o caminho w € P(u,v) C T,(u,v);
2. Se u ¢ P(w,v), entdao P(v,w) C P(u,w). Assim, (T, v),, contém w.
3. Se u € P(w,v), entdo P(u,w) C P(v,w). Assim, (T, u),; contém w.
0

Corolario 1. Sejam T uma drvore e u,v € V(T), com u ~ v. Entao T = (T, )y +
(T, U)u\L'

Demonstragao. Neste caso, como u ~ v, teremos T,.(u, v) vazio. Logo, segue o resultado.

]

2.2 Centralidade de Jordan

Dada uma drvore 7', fixaremos a notacao |T'| := |V(T)|.

Defini¢ao 2.7. Seja T uma arvore, com |V(T)| > 1. A centralidade em T é a fungao
Y V(T) — N dada por

Yr(u) = max |(T,u)y], (2.1)

vEN (u) |

Em palavras, 17(u) é o tamanho da maior subéarvore de (7', u) baixada um vizinho
de wu.

Exemplo 2.6 (Centralidade de um vértice). Considere a drvore 1" abaixo.
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Vamos calcular a centralidade do vértice 1, i.e, ¥7(1). Observe que N(1) = {2,3} e que

(T',1)q; e (T, 1)3; sdo dadas por
(3)
;
@

Veja que |(T,1)s;| > |(T,1)9;]. Como

1) = T, 1),
Yp(1) vggg)l( , 1wy

segue que

Yr(l) = max

T, 1)l = (T, 1)3] = 4,
e (7. 1] = |(T 1y

Exemplo 2.7 (Centralidade de uma folha). Considere a arvore 7" dada por

Calcularemos a centralidade do vértice 5, que é uma folha. Observe que N(5) = {2},
logo

Yr(5) = max

T,5)0.| = [(T,5)ay] = 7.
e [(7.5)u] = |(T,5)a

No geral, podemos provar que dada uma arvore 7' com n vértices e u uma folha,
@/JT(U) =n—1.

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, Ano 2025, N°. 2, 160-176 166



Exemplo 2.8 (Centralidade da estrela). Observe a estrela

A priori, se quisermos calcular a centralidade da estrela, no caso o vértice 1, podemos

olhar para o seguinte grafo
OO
W
OO

Veja que |(T,1),,| = 1 para qualquer v € N(1). Portanto ¢¥r(1) =1

Definigao 2.8. Seja v € V(T) e dizemos que uma subarvore 7" C T realiza a centrali-
dade de v se

1. v~T'
2. |T" = yYr(v)

Se a arvore que realiza a centralidade de um vértice v for tinica, a denotamos por T*(v).
Neste caso, chamamos esta arvore de drvore de Jordan de v.

A grosso modo, a arvore que realiza a centralidade de v é a maior arvore baixada
nos vizinhos de v. Observe que a diferenga entre essa definicao e a definicao a de ¢ é
que aqui focaremos na arvore como um conjunto e na definicao da 1 estamos focando
em dizer qual o tamanho/cardinalidade desse conjunto.

Em certos casos, a arvore que realiza a centralidade é 1inica, embora isso nao ocorra
sempre. Abaixo, apresentaremos dois exemplos, um em que a arvore é unica e outro
em que nao é.

Exemplo 2.9. Considere a arvore T'
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Note que a subérvore 7" dada por

é a maior arvore tal que 1 se conecta. Logo 7" é unica arvore tal que 1 ~ T’ e

7| = ¢pr (V).

Exemplo 2.10. Veja a seguinte arvore T'

Assim como |(7', 1)a)| = 3, tem-se |(T,1)g;| = 3. Dai ¢p(1) = 3, mas ndo ha somente
uma arvore que realize sua centralidade.

Proposicao 2 (Mudanca da raiz). Sejam T wuma drvore e u,v € V(T). Se w €
V(T — (T, u)y,), entdo
(T u)oy, = (T, w)a,

De modo geral, isso significa que se mudarmos a raiz para um vértice mais distante
de onde a arvore é baixada, a arvore baixada continua a mesma.
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Demonstragao. Como w € V(T —(T,u),,), teremos dois possiveis casos, ouw € (T, v),,
ouw € T.(u,v).

No primeiro caso, sejam P o caminho ligando w a v e P’ o caminho ligando u a
v. Observe que P necessariamente passa por u e por isso P’ estd contido em P. Logo
existe um unico vy € V(P) N V(P') tal que vy ~ v. Consequentemente removendo
a aresta vov a componente conexa de v sera a mesma independente tanto tomando u
como referéncia quanto tomando w.

O segundo caso segue de modo analogo trocando os papéis de u com w.

m

Proposicao 3. Sejav € V(T) e T' C T uma subdrvore que realiza a centralidade de
v. Seue V(T)\(V(T")U{v}), entao

dr(u) > r(v). (2.2)

Demonstra¢ao. Como T realiza a centralidade de v, v ~ T" e |T'| = ¥r(v). Seja
P o caminho que obtemos quando removemos u do caminho que liga u a v. Defina
T :=(T,u), + P. Veja que u ~ T, além disso claramente |T'| > |T"|. Portanto,

Yr(u) 2 T > |T'| = ¥r(v).
O

Teorema 2.1 (Jog-Loh Lema 2.2 [2]). Sejam T uma drvore e u,v € V(T'). Se p(u) =
r(v), entao

|<T7 U)U“ = |(T,U)u¢|

Demonstracao. Seja T a drvore que realiza a centralidade de v. Se u ¢ V(71”), entao
pela Proposicao 3 segue que ¢r(u) > tr(v), mas isso contradiz a nossa hipétese da
igualdade das centralidades. Logo u € V(T”). De modo andlogo, v pertence a &rvore
que realiza a centralidade de wu.

Defina 7" como a arvore que realiza a centralidade de u, mostraremos que 7" =
T (u,v)+ (T,v)y e T" =T, (u,v) + (T, u),; donde poderemos concluir a igualdade que
queremos.

Seja w € N(v) tal que T" = (T, v),,. Pelo Coroldrio 1, temos que T' = (T, v), +
(T, w),, e pela Proposigao 2 (Mudangca de raiz) segue que T' = (T, v) ) + (T, u)y;. Além
disso, pela Proposigao 1 podemos escrever T' = (T, v),, + 1, (u,v)+ (T, u),;. Unificando
as duas formas de escrita, teremos a seguinte igualdade:

(T, 0)wy + (T u)yy = (T, 0)uy + Tr-(u,v) + (T, 1)y
= (T,0)w, = T (u,v) + (T, 0) .-
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Analogamente, existe w’ € N(u) tal que podemos escrever 7" = (T, u),s. Assim,
chegando que (T, u)y | = T,.(u, v) + (T, u)y,.
Por hipétese |T'| = |T"], ou seja,

T (w,v) + (T, 0)uy| = |Tr(u,v) + (T, w)yy)-
Segue que,
T (w, 0)| + (T, v)wy| = |10 (s, 0)] + [(T )y .

Por fim,
(T, U)U¢| = (T, U)oyl
O

Isso significa que olhar para as arvores maximas a partir de qualquer vértice é a
mesma coisa que olharmos para arvores maximas em vizinhos de v.

Proposicao 4. Seja T uma drvore e u € V(T). Entao

— T u)y,l.
vr(u) = maxc |(T,u),

Demonstra¢ao. Mostraremos que nenhum v ¢ N(u) realiza a centralidade, logo o
vértice que realiza a centralidade deve pertencer a N(u). Com efeito, tome v ¢ N(u).
Observe que qualquer vértice diferente de u deve estar numa subdrvore baixada de um
vizinho de w, isto é, existe vy € N(u) que satisfaz v € H := (T, u),,,. Além disso, veja
que dado w € (T, u),, existe um tnico caminho P que liga vy a w e esse caminho passa
por v, logo w € P C H. Assim, (T,u),, C H, dai [H| > |(T,u)y,]|.

O

2.3 Centroide

Definigao 2.9. Sejam T uma arvore e u € V(7). Dizemos que u é um centroide de T'
se

wT(U) < wT(U)a
para todo v € V(T').

Exemplo 2.11 (Centroide de uma estrela). Observe a seguinte estrela
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Como calculamos anteriormente no Exemplo 2.2 a fungao ¢ de cada vértice, con-
cluimos que o centroide da estrela é o vértice 1.

Exemplo 2.12. Considere a seguinte representacao da arvore 7T', em que cada vértice
esta acompanhado de sua centralidade.

Definigao 2.10. Para uma arvore T' definimos C(T") como sendo o conjunto de cen-
troides de T'. Em simbolos,

C(T)={v e V(T) : vé centroide de V(T)}.

Exemplo 2.13. A seguir é possivel ver uma arvore T' com dois centroides:

Vemos que ambos os vértices 1 e 2 s@o tais que ¥r(1l) = ¥r(2) < ¢r(v) tal que
v € {3,4,5,6}. Portanto os vértices 1 e 2 sdo centroides.

Proposigao 5. Sejam v* um centroide e v # v* um vértice qualquer. Entdo v* pertence
a drvore que realiza a centralidade de v.
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Demonstra¢ao. Suponha que v* nao pertence a arvore que realiza a centralidade de v,
queremos concluir que v* nao é centroide. Veja que, pela Proposicao 3, segue dire-
tamente que ¥ (v*) > 1r(v). Portanto v* ndo pode ser centroide. Como querfamos
demonstrar. O]

Teorema 2.2 (Jordan). Se v ¢ C(T'), entao yr(v) > n/2. Em particular, existe uma
unica drvore que realiza a centralidade de v.

Demonstra¢ao. Suponha ¢r(v) < n/2, iremos concluir que v € C(T). Considere
N(v) = {v1, v, ..., }, T; := (T, v),,, e suponha sem perda de generalidade 77 = T*(v).
Tome u € V(T) um vértice qualquer. Por um lado, se u ¢ T}, entdo u nao é um vértice
da arvore que realiza a centralidade de v, logo pela Proposigao 3 vale ¢ (u) > ¥r(v).
Por outro lado, se v € V(11), entao |(T,u),;| > n/2. Veja que, pela Proposicao 4,
Yr(u) > [(T,u)y]. Além disso, como vale por hipétese ¢r(v) < n/2, chegamos que
Yr(u) > Pr(v).

Como ¢7(v) < ¢r(u) para todo v € V(T), concluimos que v € C(T'), como
queriamos. O

Teorema 2.3 (Jordan). Para uma drvore T com n vértices. Valem as seguintes
afirmacgoes:

1. Se v* € o centroide, entao

n

vr(o) < [ 5],

2. T pode ter no mdximo dois centroides. Se houver dois eles devem ser adjacentes.

Demonstragao. 1. Suponha que ¥r(v*) > n/2, e seja T* a arvore de Jordan de v*,
queremos concluir que v* nao é centroide. Como 7™ realiza a centralidade de v*, existe
um udnico vértice v € V(T™) tal que v ~ v*.

Seja T" a arvore que realiza a centralidade de v. Como T' = T* U (T,v),+|, pela
Proposicao 5, devemos ter que ¢p(v) = [(T,v),+]. Veja que Yr(v) = [(T,v)py| <
n/2 < r(v*). Absurdo!

2. Suponha u* e v* centroides da arvore T. Pela Proposicao 5, v* € V(T™(u*))
e u* € V(T*(v*)). Suponha que w* seja um terceiro centroide. Como o centroide
deve pertencer a arvore que realiza a centralidade dos outros dois, chegamos que w* €
V(T*(v*)) NV (T*(u*)).

Observe que T*(u*) contém v* e w*, e w* estd entre u* e v*. Assim, se T*(w*) D
P(v*, w*), entdo T*(w*) C T*(u*), donde seguira que ¥y (w*) < ¥r(u*). Por outro lado,
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se T*(w*) 2 P(v*,w"), entdao T*(w*) D P(u*,w*), donde seguira que r(w*) < r(v*).
Ambos os casos contrariam a minimalidade da centralidade do centroide.

Pelo mesmo argumento, dado w um vértice qualquer 7,.(u*, v*), podemos provar que
Yr(w) < Yp(v*) ou Yr(w) < Pr(u*), o que é um absurdo. Portanto, os centroides v* e
u* devem ser adjacentes.

O
Corolario 2. Seja T uma drvore com n vértices. Se u* e v* sdo dois centroides, entdo
T (") = (T u")ory, € T7(0") = (T, 0" )ury.

Demonstracao. Como u* e v* sao centroides, eles devem ser adjacentes. Além disso,
pela Proposigao 5, cada centroide deve pertencer a arvore que realiza a centralidade do
outro. Assim, o resultado segue. O

Corolario 3. Seja T uma drvore com n vértices. Se T possui dois centroides u* e v*,
entao

Yr(u*) = Pr(v*) =

SIE

Demonstragao. Se u* € p(v*), v* € Yr(u*) e u* ~ v*. Entdo, Y(v*) = (T, v*),) €
analogamente ¢(v*) = (T, v*),;. Pelo Proposi¢ao 1, temos

T = (Tv U*)v*i + (Tv U*)U*iv

dal |T'] = [(T, u*)y, que implica

(T 0")ury

n=|(T,u")oy

(T 0" )ury

= P(u’) + (7).

Observe que ¥ (v*) = Y (u* ois caso contrario ou v* ou u* nao sera centroide. Logo
) b

P() +P() =n = ¢(v7) =

SIE

Portanto, conlcuimos que ¢ (u*) = 1 (v*) = n/2. O

3 Algoritmo de busca em profundidade

Nesta se¢ao apresentaremos um algoritmo para encontrar a o centro de Jordan de uma
arvore qualquer. O algoritmo é baseado no processo de busca em profundidade. Este
algoritmo foi apresentado por Kang-Ault no artigo ”Some properties of a centroid of a
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free tree”.

A seguir, descreveremos um procedimento, denotado por A(u), que serd utilizado
para determinar o centroide de uma arvore. Esse procedimento consiste em selecionar
um vértice como raiz e calcular a quantidade de vértices descendentes a partir dessa
raiz. Tal contagem é realizada por meio de uma busca em profundidade, na qual o
algoritmo percorre a arvore até alcancar uma folha, e entao retorna recursivamente,
acumulando o nimero de descendentes de cada vértice ao longo do caminho de volta a
raiz.

O procedimento é interrompido assim que encontra um vértice w tal que o niimero
de seus descendentes é maior ou igual a n/2, sendo n o numero total de vértices da
arvore. Nesse caso, o vértice w é imediatamente identificado como o centroide e o
procedimento retorna esse vértice.

Observe que o w obtido acima é realmente o centroide. Com efeito, ele é o primeiro
cujo ramo de descendentes é > n/2. Pelo tamanho do ramo de descendentes, o ramo
que contém o vértice pai deve ter tamanho < n/2. Por ele ser o primeiro com a pro-
priedade destacada, todos os ramos de descendentes sdo < n/2. Assim, pelo Teorema
de Jordan, w é o centroide.

Para definir o procedimento, consideramos as seguintes fung¢oes auxiliares:

e SUBNODEQF(u): funcdo (arbitraria) que retorna um vizinho nao explorados de u;

e SUBNODE(u): fungao que retorna o nimero de vizinhos ainda nao explorados de u.

O algoritmo de busca em profundidade para encontrar o centroide é descrito a seguir:

Procedimento A(u)
Variavel inteira: contador
Inicio

e contador <1
e enquanto SUBNODE(u) > 0 e contador < n/2 faga
— contador < contador + A(SUBNODEOF(u))

e se contador > n/2 entao

— centroide < u
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— pare
— finalize
e retorne (contador)
Fim
Agora, seja N(T') o numero de passos que um algoritmo de busca em profundidade
precisa para visitar todos os vértices de uma &arvore 1T e retornar ao ponto inicial.

Mostraremos a seguir que N(T') < 2|T| — 1, o que garante que algoritmo da segao
anterior encontra o centroide em no méximo O(n) passos.

Proposicao 6. Seja T uma drvore com n vértices. Entio, NV (T) = 2n — 1.

Demonstragao. A prova segue por indugao. Se a arvore tem tamanho 1 o resultado é
trivial. Suponha que para toda arvore de tamanho < n o resultado valha, e considere
uma arvore 1" com |T'| = n. Seja v € V(T) e suponha que d(v) = m. Sejam N(v) =
{v1,09, -+ ;o }, T; = (T, v)y,, € n; = |T;|. Observe que,

NV(T)=1+ Em: 1+ NV(Ty)

=1+ 14273 -1

=1
=1+ 2Ty
=1

Como |T| =1+ |Th| + |T2| + - - - + |Tim|, entdo n — 1 = > |T;|. Dai,

NV(T)=142n—-2=2n—1
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