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https://doi.org/10.34179/revisem.v9i4.21037
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Resumo

O artigo aborda um modelo de geometria não euclidiana, onde o plano cartesiano é
dotado de uma métrica euclidiana perturbada numa direção. Neste espaço, se estudam
as Cônicas perturbadas.
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Abstract

The article approaches a model of non-Euclidean geometry, where the Cartesian plane is
endowed with an Euclidean metric perturbed in one direction. In this space, perturbed
Conics are studied.
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1 Introdução

Quem tiver interesse em se introduzir no mundo da geometria de Finsler inicialmente
pode ficar agoniado pela abstração e pela abundância das notações. Este trabalho visa
apresentar uma primeira leitura, amigável, usando uma métrica Randers no plano, que
por sua vez é um caso particular das métricas de Finsler. O pré-requisito para uma
leitura fluida deste trabalho é possuir conhecimentos básicos de geometria anaĺıtica,
cálculo diferencial e integral.

As métricas randers foram estudadas primeiramente pelo f́ısico G. Randers em 1941
desde o ponto de vista da relatividade geral [11]. Tempos depois estas métricas foram
usadas na teoria do microscópico eletrônico por R. S. Ingarden em 1957, quem as
nomeou de métricas randers pela primeira vez. É notório também, notar que as métricas
randers têm uma relação estreita com os problemas de navegação de Zermelo (ver [1]).
O problema de navegação de Zermelo, nomeado em homenagem ao matemático Ernst
Zermelo, é um problema clássico na teoria dos jogos e na teoria do controle ótimo. Ele
descreve uma situação em que um navio deve navegar do ponto P ao ponto P através de
uma área com correntes maŕıtimas variáveis. O objetivo é determinar a trajetória que
minimize o tempo de viagem ou o consumo de combust́ıvel, levando em consideração
as correntes maŕıtimas que afetam a velocidade do navio. Em [1] os autores mostraram
que as resoluções de problemas de navegação de Zermelo estão ligadas à obtenção de
geodésicas de métricas Randers.

Estudos interessantes sobre geometria bidimensional com métricas não Euclidianas
podem ser encontradas em [4, 5, 8, 12]. Em contraste destes trabalhos, neste artigo
estudamos a geometria da métrica euclidiana usual perturbada, a qual coincide com
uma métrica Randers, métrica inspirada pelo trabalho de [14], onde se obteve pela
primeira vez uma superf́ıcie mı́nima num espaço de Finsler (R3, F ) onde F (x, y) =√

y21 + y22 + y23 + εy3 com x ∈ R3, y = (y1, y2, y3) ∈ R3. (Maiores detalhes em [14]).
As métricas Randers são um caso particular das métricas de Finsler (ver [13]), que,

por sua vez, são uma generalização das métricas Riemannianas. Uma métrica Finsler
F = F (x, y) sobre U ⊂ Rn, onde x = (x1, . . . , xn) ∈ U, y = (y1, . . . , yn) ∈ R3, é
dita projetivamente flat, se todas as suas geodésicas são linhas retas. Sabe-se que uma
métrica Finsler F = F (x, y) sobre U ⊂ R2 é projetivamente flat se, e somente se, F
satisfaz a seguinte equação de Hamel (ver página 22 em [7]),

∂2F

∂x2∂y1
=

∂2F

∂x1∂y2
. (1.1)

Uma vez obtida a distância perturbada na Eq. (3.1) induzida pela Eq. (2.1), al-
gumas questões de geometria plana surgem naturalmente, como, por exemplo, qual
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a equação da circunferência perturbada?, qual a fórmula de distância de ponto a
reta e vice-versa?, como são os lugares geométricos da parábola, elipse e hipérbole
ε-perturbadas?. Na seção 3, obtemos a fórmula de distância ε-perturbada de ponto a
ponto, com isto, na seção 4 obtemos as equações de circunferências ε-perturbadas.
Usando os critérios da primeira e segunda derivada, na seção 5 obtemos fórmulas
de distância de ponto a reta e vice-versa. Nas seções 6, 7 e 8, utilizando critérios
geométricos (interseção de superf́ıcies e plano) e algébricos, caracterizamos e classifica-
mos as parábolas, elipses e hipérboles ε-perturbadas.

2 Preliminares

Nesta seção, serão apresentadas algumas definições e resultados que facilitarão a
compreensão do trabalho. A seguir R2 denotará o plano cartesiano que é o conjunto de
pares ordenados (x1, x2), onde x1, x2 ∈ R.

Definição 2.1 (Produto interno e norma euclidiana em R2). Sejam x = (x1, x2) e
x̃ = (x̃1, x̃2) pontos de R2, o produto interno euclidiano entre x e x̃, denotado por
⟨x, x̃⟩, é o número definido por:

⟨x, x̃⟩ = x1x̃1 + x2x̃2.

A norma euclidiana de x, denotada por ∥x∥ é definida por:

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.

Definição 2.2 (Curva diferenciável parametrizada regular em R2). Uma curva para-
metrizada em R2 é uma aplicação α : I → R2 definida em um intervalo I de R. Uma
curva parametrizada α é chamada diferenciável de classe Ck se α for de classe Ck para
algum k ∈ N∗, isto é, cada coordenada de α é de classe Ck (ver p. 104 em [9]). Dizemos
que uma curva parametrizada é suave se é de classe Ck para todo k ∈ N∗. Uma curva
parametrizada diferenciável α é chamada regular em I se α′(t) ̸= (0, 0) para todo t ∈ I.

Para a seguinte definição, consideremos que a curva possua primeira derivada que
seja cont́ınua, isto é, a curva é de classe C1.

Definição 2.3 (Comprimento de arco em R2). Seja α :]a, b[→ R2 uma curva parame-
trizada regular de classe C1. A função comprimento de arco de α é definida por:

s(t) =

∫ t

t0

∥α′(τ)∥ dτ ,

onde t0 ∈]a, b[ é dado.
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Neste caso, observe que, pelo Teorema Fundamental do Cálculo (ver Teorema 1 na
p. 137 em [9]), tem-se:

s′(t) = ∥α′(t)∥ ≠ 0.

Definições formais da métricas Riemannianas podem ser encontrados em [3, 2]. Para
nosso propósito, restringimos tais definições sobre Ω ⊂ R2 de tal forma que seja sufici-
ente para o desenvolvimento do presente trabalho.

Definição 2.4 (Métrica Riemanniana). Para cada i = 1, 2 e j = 1, 2, sejam aij : Ω ⊂
R2 → R funções diferenciáveis tais que a matriz [aij(x)]2×2 seja simétrica e positiva
definida para todo x ∈ Ω. Dado x ∈ Ω e qualquer vetor yx = (y1, y2) ∈ R2, a quantidade

α(x, yx) =
√

a11(x)y21 + 2a12(x)y1y2 + a22(x)y22

é chamada métrica Riemanniana sobre Ω ⊂ R2.

A seguinte definição pode ser interpretada como uma perturbação de uma métrica
Riemanniana α por uma aplicação (linear em y) β(x, y) = b1(x)y1 + b2(x)y2.

Definição 2.5 (Métrica Randers). Considere α uma métrica Riemanniana sobre Ω e
β(x, y) = b1(x)y1 + b2(x)y2, com b1, b2 : Ω → R funções diferenciáveis tais que:√

a11(x)[b1(x)]2 + [a12(x) + a21(x)]b1(x)b2(x) + a22(x)[b2(x)]2 < 1,

onde [aij(x)] = [aij(x)]
−1, para todo x ∈ Ω. Uma métrica Randers sobre Ω ⊂ R2, é

uma função F : Ω× R2 → R definida por:

F (x, yx) = α(x, yx) + β(x, yx).

Maiores detalhes sobre as métricas Randers ver Caṕıtulo 2 em [6].

Observação 2.6. Note que a norma dentro da integral na Definição 2.3 é aplicada
sobre vetores tangentes y(t) = (y1(t), y2(t)) = α′(t). Isto nos motiva a definir uma nova
forma de medir distâncias.

A seguinte definição pode ser interpretada como uma perturbação de uma norma eu-
clidiana ∥ · ∥ por uma aplicação linear (em y2) β(x, y) = εy2.

Definição 2.7 (Métrica ε−perturbada). Seja ε uma constante real com 0 ≤ ε < 1 e
y ∈ R2. Definimos a métrica ε−perturbada sendo

Fε(y) = ∥y∥+ επ2(y), (2.1)

onde π2 : R2 → R é a projeção na segunda coordenada.
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Adotamos o nome de métrica ε-perturbada e não de norma ε−perturbada, pois na
linguagem da geometria de Finsler esta Fε é uma métrica Finsler. Mais do que isto, Fε

é uma classe especial das métricas Randers.
Como era de se esperar (ver, por exemplo, Definição 1.2.2 em [10]), Fε definida na

Eq. (2.1), satisfaz as propriedades da definição de métrica Finsler:

1. Fε(y) > 0, para todo y ̸= 0;

2. Fε(y) é de classe C∞ para todo y ̸= 0;

3. Fε(λy) = λFε(y), onde λ é qualquer número real positivo (positiva homogênea).

4. A Hessiana de 1
2
F 2, denotada por [gij],

[gij] =

[
1

2

∂2F 2

∂yi∂yj

]
é positiva definida.

Definição 2.8. [Comprimento de arco ε−perturbada] Seja α : [a, b] → R2 uma curva
regular por partes. O comprimento de arco ε−perturbada de α é definido por:

Lε(α) :=

∫ b

a

Fε(α
′(t))dt,

onde Fε é a função definida na Definição 2.7. Assim da Eq. (2.1) temos

Lε(α) =

∫ b

a

[∥α′(t)∥+ επ2(α
′(t))] dt. (2.2)

Para quaisquer pontos P,Q ∈ R2, definimos a distância ε-perturbada de P até Q indu-
zida por Fε, como:

dε(P,Q) := infαLε(α), (2.3)

onde o ı́nfimo é tomado sobre o conjunto de todas as curvas regulares por partes α tais
que α(a) = P e α(b) = Q.

Observação 2.9. [Ver p. 14 em [6]] A quantidade dε = dε(P,Q) é uma função não
negativa sobre R2 × R2, e satisfaz:

• dε(P,Q) ≥ 0. A igualdade é satisfeita se, e somente se, P = Q.
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• dε(P,Q) ≤ dε(P,R) + dε(R,Q) para quaisquer P,Q,R ∈ R2.

Isso justifica a designação do nome da distância ε−perturbada induzida por Fε

para dε.

Exemplo 2.10. Sejam os pontos no plano P = (−a, 0), Q = (0, a) com a > 0 e as
semicircunferências α(t) = a(cos t, sen t), β(t) = α(−t) = a(cos t,− sen t), para todo
t ∈ [π

2
, 3π

2
], com sentidos anti-horário e horário, respectivamente. Então

α′(t) = a(− sen t, cos t) e β′(t) = a(− sen t,− cos t).

Substituindo na fórmula de comprimento de arco na Eq. (2.2), temos,

Lε(α) =

∫ 3π
2

π
2

[∥α′(t)∥+ εa cos t] dt = a(π − 2ε),

Lε(β) =

∫ 3π
2

π
2

[∥β′(t)∥ − εa cos t] dt = a(π + 2ε).

Este exemplo nos indica que o comprimento de arco de uma curva pode depender
da orientação da curva. E nos sugere que a distância induzida é não simétrica.

3 Geometria da métrica ε-perturbada

A seguir, usando a equação de Hamel na Eq. (1.1), obtemos a fórmula da distância
perturbada induzida pela métrica dada na Eq. (2.1).

Teorema 3.1. Sejam P , Q pontos em R2 e ε uma constante com 0 ≤ ε < 1. A distância
ε-perturbada de P até Q, induzida por Fε definida na Eq. (2.3), é dada por

dε(P,Q) = ∥Q− P∥+ επ2(Q− P ). (3.1)

Demonstração. Notamos que a métrica Fε definida na Eq. (2.1) satisfaz a equação de
Hamel (1.1), logo, a distância dε(P,Q) na Eq. (2.3) é atingida por uma linha reta.
Considerando a curva α : [0, 1] → R2 definida por α(t) = tQ + (1 − t)P para todo
t ∈ [0, 1], temos que α′(t) = Q− P . Logo, das equações (2.2) e (2.3) temos,

dε(P,Q) =

∫ 1

0

[∥Q− P∥+ επ2(Q− P )] dt = ∥Q− P∥+ επ2(Q− P ).
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Observação 3.2. Por abuso de notação, considerandoQ−P um vetor e como sucede na
literatura sob geometria euclidiana (d(P,Q) = ∥Q−P∥), podemos notar que dε(P,Q) =
Fε(Q− P ).

Observação 3.3. Dado ε > 0 fixo no Teorema 3.1, temos que a distância ε-perturbada
dε satisfaz as seguintes propriedades:

1. dε não é simétrica. De fato,

dε(P,Q) = ∥Q− P∥+ επ2(Q− P ) ̸= ∥P −Q∥+ επ2(P −Q) = dε(Q,P ).

2. dε é invariante por translação. De fato, considere T : R2 → R2 dada por T (A) =
A+ P0 onde P0 ∈ R2 − {(0, 0)}. Tem se

dε(T (P ), T (Q)) = ∥T (Q)− T (P )∥+ επ2(T (Q)− T (P ))

= ∥Q− P∥+ επ2(Q− P ) = dε(P,Q).

3. dε não é invariante por rotações devido à aplicação π2.

4. dε(P,Q) + dε(Q,P ) = ∥Q− P∥.

5. dε(P,Q)− dε(Q,P ) = 2επ2(Q− P ).

Por outro lado, se ε = 0, então, como esperado, a distância d0 coincide com a distância
euclidiana usual.

4 Circunferências ε-perturbadas

Sendo a distância ε−perturbada não simétrica, temos duas interpretações para a
noção de circunferência ε-perturbada, as quais chamaremos de tipo 1 e tipo 2.

Definição 4.1. Dados C um ponto em R2 e r > 0, definimos as circunferências
ε−perturbada de centro C e raio r, como sendo o conjunto formado por todos os pontos
X ∈ R2 tais que satisfazem uma das seguintes propriedades:

(C1) dε(C,X) = r, (C2) dε(X,C) = r.

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Ck) é chamado circunferência
ε-perturbada tipo k, onde k = 1, 2. Denotaremos este conjunto por Ck[C; r].
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Note que, pelo Teorema 3.1, temos

X ∈ Ck[C; r] ⇐⇒ ∥X − C∥+ (−1)k−1επ2(X − C) = r.

Teorema 4.2. As circunferências ε−perturbadas tipo k de centro C = (c1, c2) e raio
r > 0, onde k = 1, 2, são caracterizadas por elipses euclidianas. Mais especificamente,
X = (x1, x2) ∈ Ck[C; r] se, e somente se,

(x1 − c1)
2(

r√
1−ε2

)2 +

(
x2 + (−1)k−1 εr

1−ε2
− c2

)2(
r

1−ε2

)2 = 1. (4.1)

Demonstração. Como a distância ε-perturbada é invariante por translação, basta con-
siderar C = (0, 0). Logo,

X = (x1, x2) ∈ Ck[C; r] ⇐⇒
√
x2
1 + x2

2 + (−1)k−1εx2 = r

⇐⇒ x2
1 + x2

2 = (r − (−1)k−1εx2)
2

⇐⇒ x2
1 + (1− ε2)x2

2 + 2(−1)k−1rεx2 = r2

⇐⇒ x2
1(

r√
1−ε2

)2 +

(
x2 + (−1)k−1 εr

1−ε2

)2(
r

1−ε2

)2 = 1.

Observe que na segunda equivalência acima foi usado o fato que
√
x2
1 + x2

2 ± εx2 ≥ 0
para quaisquer x1, x2 ∈ R.

Observação 4.3. Note que na Eq. (4.1), temos que r
1−ε2

> r√
1−ε2

. Logo, o eixo maior
destas elipses euclidianas estão sobre a reta vertical x1 = c1 cujos focos euclidianos são

C e Fk = C + (−1)k
2εr

1− ε2
(0, 1). (4.2)

Logo, pelas equações (4.1) e (4.2), temos que X = (x1, x2) ∈ Ck[C; r] se, e só se,

∥X − C∥+ ∥X − Fk∥ =
2r

1− ε2
(ver Figuras 1a e 1b) . (4.3)

Assim, como consequência da Observação 4.3 temos o seguinte resultado:
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Corolário 4.4. Sejam P,Q pontos de R2 e r > 0, então

dε(P,Q) = r ⇐⇒ dε

(
Q,P − 2εr

1− ε2
(0, 1)

)
= r.

Em outras palavras, a distância ε−perturbada de um foco até um ponto da elipse é
igual à distância ε−perturbada do ponto da elipse até o outro foco da elipse euclidiana.

Demonstração. Utilizando a Eq. (4.3) obtemos:

dε(P,Q) = r ⇔ Q ∈ C1[P ; r] ⇔
∥∥Q− P

∥∥+ ∥∥Q− P + 2εr
1−ε2

(0, 1)
∥∥ =

2r

1− ε2

⇔
∥∥P − 2εr

1−ε2
(0, 1)−Q

∥∥+ ∥∥[P − 2εr
1−ε2

(0, 1)
]
−
[
Q− 2εr

1−ε2
(0, 1)

]∥∥ =
2r

1− ε2

⇔ P − 2εr
1−ε2

(0, 1) ∈ C2[Q; r] ⇔ dε
(
Q,P − 2εr

1−ε2
(0, 1)

)
= r.

(a) C1[C; r] : dε(C,X) = r. (b) C2[C; r] : dε(X,C) = r.

Figura 1: Circunferências ε-perturbadas.
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5 Distância de ponto a reta e vice-versa

Definição 5.1. Definimos as distâncias ε−perturbadas, dε(P, s), de ponto P a reta s e
dε(s, P ), da reta s ao ponto P , respectivamente, por:

dε(P, s) := min{dε(P, P ′); P ′ ∈ s} e dε(s, P ) := min{dε(P ′, P ); P ′ ∈ s}.

Dizemos que o ponto P∗ ∈ s realiza a distância ε-perturbada de P até s ou de s até P,
se

dε(P, P∗) = dε(P, s) ou dε(P∗, P ) = dε(s, P ).

Para a obtenção das fórmulas das distâncias dε(P, s) e dε(s, P ), estudaremos o caso
em que s é uma reta vertical e obĺıqua.

Proposição 5.2. Sejam 0 ≤ ε < 1, P ∈ R2 e a reta s : x1 = c então

dε(s, P ) = dε(P, s) = |c− π1(P )|
√
1− ε2,

onde π1 : R2 → R2 é a projeção na primeira coordenada.

Demonstração. Como dε é invariante por translações, podemos considerar P̄ = (0, 0) e
a reta vertical s′ : x1 = c̄. Denotemos r = dε(P̄ , s′) e definamos a seguinte função

f(y) = dε(P̄ , (c̄, y)) =
√
c̄2 + y2 + εy, y ∈ R

de classe C∞ em R. Para encontrar r, precisamos encontrar o valor mı́nimo de f . Logo,

f ′(y) =
y√

c̄2 + y2
+ ε e f ′′(y) =

c̄2

(c̄2 + y2)3/2
.

Agora vamos encontrar o ponto cŕıtico de f :

0 = f ′(y) ⇐⇒ y√
c̄2 + y2

+ ε = 0 ⇐⇒ y = − ε|c̄|√
1− ε2

.

Vamos denotar y0 = − ε|c̄|√
1− ε2

o único ponto cŕıtico de f e como f ′′(y0) > 0 temos que

y0 = − ε|c̄|√
1− ε2

realiza o valor mı́nimo de f . Dáı,

r = f(y0) = |c̄|
√
1− ε2.
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Portanto, temos que
r√

1− ε2
= |c̄|,

logo,
dε(P̄ , s′) = |c̄|

√
1− ε2.

O caso geral é obtido quando c̄ = c− π1(P ). Analogamente,

dε(s, P ) = |c− π1(P )|
√
1− ε2.

Observação 5.3. Pela Observação 4.3 os pontos onde são atingidos as distâncias da
Proposição 5.2 coincidem com o co-vértice das elipses euclidianas geradas na Observação
4.3. Isto é, P∗ =

(
c− π1(P ),− εr

1−ε2

)
para o caso dε(P, s), e P∗ =

(
c− π1(P ), εr

1−ε2

)
para

o caso dε(s, P ).

Por outro lado, para a obtenção das distâncias dε(P, s) e dε(s, P ), onde s é não
vertical, usamos novamente os critérios da primeira e segunda derivada.

Teorema 5.4. Sejam 0 ≤ ε < 1, P = (p1, p2) ∈ R2 e a reta s : x2 = mx1 + n então

dε(P, s) =
|n|
√
1 +m2(1− ε2) + εn

1 +m2
, (5.1)

dε(s, P ) =
|n|
√
1 +m2(1− ε2)− εn

1 +m2
, (5.2)

onde n = mp1 + n− p2. Em particular, se P = (0, 0) então n = n. E se ε = 0 temos a
distância euclidiana usual de ponto a reta.

Demonstração. Procedendo como na Proposição 5.2, calculamos dε(P, s) = dε((0, 0), s
′),

onde s′ : x2 = mx1 + n. Assim, basta definir a função

f(x1) =
√
x2
1 + (mx1 + n)2 + ε(mx1 + n) =

√
(1 +m2)x2

1 + 2mnx1 + n2 + ε(mx1 + n),

de classe C∞ em R. O valor mı́nimo de f é encontrado em

x0
1 = − mn

1 +m2
− εm|n|

(1 +m2)
√

1 + (1− ε2)m2
.

Assim,

dε((0, 0), s
′) = f(x0

1) =
|n|
√
1 + (1− ε2)m2 + εn

1 +m2
.
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Observação 5.5. No Teorema 5.4 o ponto P ∗ ∈ s onde dε(P, s) é atingida é P ∗ =
(x0

1,mx0
1 + n) + P , onde,

x0
1 = − mn

1 +m2
− εm|n|

(1 +m2)
√

1 + (1− ε2)m2
.

E o ponto P ∗ ∈ s onde dε(s, P ) é atingida é P ∗ = (x0
1,mx0

1 + n) + P , onde,

x0
1 = − mn

1 +m2
+

εm|n|
(1 +m2)

√
1 + (1− ε2)m2

.

Note que n = −1 se, e somente se −n = p2 − (mp1 + n) > 0. Então podemos dizer
que n = −1 se, e somente se, P encontra-se no lado de “cima” da reta x2 = mx1 + n e
n = 1 se, e somente se, P encontra-se no lado “baixo” da reta x2 = mx1 + n.

Introduzindo a seguinte notação,

M± =
sgn(n)

√
1 +m2(1− ε2)± ε

1 +m2
, (5.3)

onde sgn é a função sinal, no Teorema 5.4 temos que as fórmulas das equações (5.1) e
(5.2) podem ser escritas como

dε(P, s) = nM+ e dε(s, P ) = nM− (5.4)

respectivamente. P∗ da Observação 5.5, pode ser escrito como

P∗ =

(
− M±m|n|√

1 +m2(1− ε2)
,− M±m

2|n|√
1 +m2(1− ε2)

+ n

)
+ P ∈ s, (5.5)

onde o sinal de “+” é para dε(P, s) e o sinal de “−” é para dε(s, P ).

Exemplo 5.6. Sejam o ponto P = (p1, p2) = (0, 0) e a reta s : y = mx + n = 2x + 1,
das equações (5.3), (5.4) e (5.5) temos que

n = n = 1, M+ = 0.91, M− = 0.41,

então

dε(P, s) = dε ((0, 0), (−0.69, 0.31)) = 0.91 e dε(s, P ) = dε ((−0.31, 0.69), (0, 0)) = 0.41.
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(a) dε(P, s) = 0.91. (b) dε(s, P ) = 0.41.

Figura 2: Distâncias ε-perturbadas de ponto a reta e vice-versa.

Observação 5.7. Note que√
1 +m2(1− ε2) =

√
ε2 + (1 +m2)(1− ε2) > ±ε

logo, M± ̸= 0, e mais do que isso,

sgn(n)M± =

√
1 +m2(1− ε2)± sgn(n)ε

1 +m2
> 0,

isto é sgn(n) e M± possuem o mesmo sinal.

Observação 5.8. Fazendo s : x2 = m(x1 − c) no Teorema 5.4, temos

lim
m→∞

dε(P, s) = |c− π1(P )|
√
1− ε2,

a qual, como esperado, coincide com o resultado da Proposição 5.2.

6 Parábolas ε−perturbadas

Como a distância ε−perturbada é não simétrica, é posśıvel definir quatro tipos de
parábolas ε−perturbadas.

Definição 6.1. Sejam s ⊂ R2 uma reta, chamada reta diretriz, e F um ponto, chamado
foco. Definimos as parábolas ε-perturbadas, com diretriz s e foco F , como sendo o
conjunto formado por todos os pontos P ∈ R2 tais que satisfazem uma das seguintes
propriedades:
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(P1) dε(P,F) = dε(P, s);

(P2) dε(F , P ) = dε(s, P );

(P3) dε(F , P ) = dε(P, s);

(P4) dε(P,F) = dε(s, P ).

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Pk) será chamada parábola ε-
perturbada tipo k sendo k = 1, 2, 3, 4.

Pela Observação 3.3, temos que a distância ε-perturbada é invariante por translações.
Assim, para simplificar notações e contas, podemos considerar o foco F sendo a origem.

Teorema 6.2. Sejam F = (0, 0) o foco e s : x2 = mx1 + n a diretriz. Então, o lugar
geométrico da parábola ε−perturbada

• tipo 1 é uma parábola euclidiana ou duas semirretas;

• tipo 2 é uma parábola euclidiana ou duas semirretas;

• tipo 3 é um ramo de hipérbole ou dois semirretas, ou um ramo de hipérbole e
uma elipse euclidianas;

• tipo 4 é um ramo de hipérbole ou duas semirretas, ou um ramo de hipérbole e
uma elipse euclidianas.

Demonstração. Tipo 1: Da definição da parábola tipo 1, temos que P = (x1, x2)
satisfaz √

x2
1 + x2

2 = nM+ + εx2, (6.1)

onde n = mx1 + n− x2 e

M+ =
sgn(n)

√
1 +m2(1− ε2) + ε

1 +m2
,

Note que o lado esquerdo da Eq. (6.1) representa o semi cone z =
√
x2
1 + x2

2. (ver
Figura 3a). E o lado direito da Eq. (6.1):

z = nM+ + εx2 = (mx1 + n− x2)M+ + εx2 = mM+x1 + (ε−M+)x2 + nM+,

representam dois semiplanos, um para cada lado do plano vertical n = 0, pois M+

depende do sinal de n = mx1 + n− x2. (ver Figura 3b).

ReviSeM, Ano 2024, No. 4, 67–100 80



(a) (b)

Figura 3: Semi-cone, reta diretriz e Semi-planos

Seja φ o ângulo entre os semiplanos e o eixo z. Considerando o vetor normal
N = Nsgn(n) = (−mM+,M+ − ε, 1), temos que cosφ = 1

∥N∥ , onde,

∥N∥2 = m2M2
+ + (M+ − ε)2 + 1 = (1 +m2)M2

+ − 2εM+ + 1 + ε2

= (1 +m2)
(
M+ − ε

1 +m2

)2 − ε2

1 +m2
+ 1 + ε2

= (1 +m2)

(
sgn(n)

√
(1 +m2)(1− ε2) + ε2

1 +m2

)2

− ε2

1 +m2
+ 1 + ε2 = 2.

Portanto, φ = π
4
. Assim, este ângulo é independente do sinal de n. Observe que se

n ̸= 0 a reta n = mx1 + n− x2 = 0 ∧ z = 0 não contém a origem, logo o plano vertical
n = 0 gera dois semiespaços e só um deles contém o eixo z (ver Figura 3b). Assim, só
um dos semiplanos intercepta o eixo z, portanto só este semi plano intercepta o semi
cone. A interseção com o eixo z é em nM+ e como n e M+ têm o mesmo sinal então

• Se n > 0 o semiespaço que contém o eixo z é n > 0, logo o semiplano z com
M+ > 0 é quem intersepta o semi cone.

• Se n < 0 o semiespaço que contém o eixo z é n < 0, logo o semiplano z com
M+ < 0 é quem intercepta o semi cone.

O fato de φ = π
4
implica que quando a interseção existir, ela será uma parábola

ou, no caso, n = 0 os dois semiplanos são tangentes ao semi cone, o que geram duas
semirretas partindo da origem. (Ver Figura 4).

ReviSeM, Ano 2024, No. 4, 67–100 81



Figura 4: Parábola ε-perturbada tipo 1 como interseção de semi-cone e semi-plano.

Tipo 2: Da definição da parábola ε-perturbada tipo 2, temos que dε(F , P ) =
dε(s, P ) é equivalente à√

x2
1 + x2

2 = mM−x1 − (ε+M−)x2 + nM−,

onde

M− =
sgn(n)

√
1 +m2(1− ε2)− ε

1 +m2
,

e n = mx1 + n − x2. Como feito anteriormente para o Tipo 1, podemos considerar os
vetores normais aos semiplanos

z = mM−x1 − (ε+M−)x2 + nM−

sendo N = Nsgn(n) = (−mM−, ε+M−, 1), com normas, iguais a
√
2. Assim, conclúımos

de maneira análoga ao caso anterior que a parábola tipo 2 é uma parábola euclidiana ou
duas semirretas, pois o ângulo de inclinação do semi-plano que intercepta o semi-cone
é π/4.

Tipo 3: Da definição da parábola tipo 3, temos,√
x2
1 + x2

2 = nM+ − εx2,

onde n = mx1 + n− x2 e

M+ =
sgn(n)

√
1 +m2(1− ε2) + ε

1 +m2
.
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Como nos casos anteriores vamos considerar a interseção entre o semi-cone z =
√
x2
1 + x2

2

e os semiplanos, um para cada lado do plano vertical n = 0,

z = nM+ − εx2 = (mx1 + n− x2)M+ − εx2

z = mM+x1 − (ε+M+)x2 + nM+,

que, como no caso anterior, se n ̸= 0, somente um dos semiplanos intercepta o eixo z.
A linha que separa estes dois semi-planos é dada por{(

− n
m
, 0, 0

)
+ t(1,−m,−m), t ∈ R, se m ̸= 0

(0, n,−εn) + t(1, 0, 0), t ∈ R, se m = 0.
(6.2)

Pode ser mostrado que não existe t tal que os pontos desta reta satisfazem a equação
do semi-cone. Então, esta reta não intercepta o semi-cone.

Se φ é o ângulo entre os semiplanos e o eixo z, temos que cosφ = 1
∥N∥ , onde

N = N(sgn(n)) = (−mM+, ε+M+, 1). A norma de N é dada por

∥N∥2 = m2M2
+ + (ε+M+)

2 + 1 = (m2 + 1)M2
+ + 2εM+ + 1 + ε2

= (1 +m2)
(
M+ +

ε

1 +m2

)2
− ε2

1 +m2
+ 1 + ε2

=

(
sgn(n)

√
(1 +m2)(1− ε2) + ε2 + 2ε

)2
1 +m2

− ε2

1 +m2
+ 1 + ε2.

Se sgn(n) = 1, temos que φ ∈ (π
4
, π

2
), pois

∥N∥2 =

(√
(1 +m2)(1− ε2) + ε2 + 2ε

)2
1 +m2

− ε2

1 +m2
+ 1 + ε2

∥N∥2 >

(√
(1 +m2)(1− ε2) + ε2

)2
1 +m2

− ε2

1 +m2
+ 1 + ε2 = 2

∥N∥2 > 2.

Logo, a interseção do semi-plano com o semi-cone é um ramo de hipérbole se n ̸= 0
(Ver Figura 5a) ou duas semirretas se n = 0.
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Se sgn(n) = −1 (lembre-se que M+ tem o mesmo sinal) temos

∥N∥2 = (m2 + 1)M2
+ + 2εM+ + ε2 + 1 = M+

(
−
√

(1 +m2)(1− ε2) + ε2 + 3ε
)
+ ε2 + 1

< M+

(
−
√

(1 +m2)(1− ε2) + ε2 + ε
)
+ ε2 + 1

=
(−√(1 +m2)(1− ε2) + ε2 + ε

1 +m2

)(
−
√

(1 +m2)(1− ε2) + ε2 + ε
)
+ ε2 + 1

=
(1 +m2)(1− ε2) + ε2

1 +m2
−

2ε
√

(1 +m2)(1− ε2) + ε2

1 +m2
+

ε2

1 +m2
+ ε2 + 1

= 2 +
2ε2

1 +m2
−

2ε
√

(1 +m2)(1− ε2) + ε2

1 +m2
.

Dáı, ∥N∥2 < 2. Logo, neste caso, φ ∈ (0, π
4
), o que nos leva aos seguintes casos,

• Se n ≥ 0 e M+ < 0 não há interseção com o semi-cone

• Se n < 0 e M+ < 0 a interseção com o semi-cone é uma elipse. (Ver Figura 5b)

O tipo 4 (dε(P,F) = dε(s, P )) é análogo ao estudo do tipo 3.

(a) sign(n) = −1, n < 0. (b) sign(n) = 1, n ≤ 0.

Figura 5: Parábola ε−perturbada tipo 3.

Observação 6.3. No caso que a reta diretriz for da forma s : x1 = c, igual que na
Observação 5.8, substituindo n por −cm na demonstração do Teorema 6.2, temos que
a norma do vetor N (quando n → ∞) nos 4 casos é

√
2. O que nos leva a conclusão de

que as interseções serão sempre parábolas euclidianas, ou duas semirretas.
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As equações cartesianas da parábola ε−perturbada, quando a diretriz é inclinada,
são dadas no seguinte teorema.

Teorema 6.4. Sejam F = (0, 0) o foco e s : x2 = mx1+n a diretriz. O lugar geométrico
dos pontos P = (x1, x2) da parábola ε−perturbada tipo k é uma parábola euclidiana e
cuja equação é dada, por

Ax2
1 +Bx1x2 + Cx2

2 +Dx1 + Ex2 + F = 0,

onde, os coeficientes A,B,C,D,E e F para a parábola

1. tipo 1, são

A = 1− (mM+)
2, B = 2mM+(M+ − ε), C = 1− (M+ − ε)2,

D = −2mnM2
+, E = 2nM+(M+ − ε), F = −n2M2

+.

2. tipo 2, são

A = 1− (mM+)
2, B = 2mM+(M+ + ε), C = 1− (M+ + ε)2,

D = −2mnM2
+, E = 2nM+(M+ + ε), F = −n2M2

+.

3. tipo 3, são

A = 1− (mM−)
2, B = 2mM−(M− + ε), C = 1− (M− + ε)2,

D = −2mnM2
−, E = 2nM−(M− + ε), F = −n2M2

−.

4. tipo 4, são

A = 1− (mM−)
2, B = 2mM−(M− − ε), C = 1− (M− − ε)2,

D = −2mnM2
−, E = 2nM−(M− − ε), F = −n2M2

−.

Demonstração. Da definição da parábola tipo 1 (dε(P,F) = dε(P, s)) e pela Observação
5.7, temos as seguintes equivalências,√

x2
1 + x2

2 − εx2 = nM+

⇐⇒ x2
1 + x2

2 = n2M2
+ + 2εnx2M+ + ε2x2

2

⇐⇒ x2
1 + x2

2 = (n2 +m2x2
1 + x2

2 + 2mnx1 − 2mx1x2 − 2nx2)M+ + ε2x2
2

+ 2ε(nx2 +mx1x2 − x2
2)M+.

Reordenando os termos, temos o resultado para o tipo 1. Os outros casos seguem de
maneira análoga.
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7 Elipses ε-perturbadas

Análogo à geometria euclidiana plana, definimos as elipses ε-perturbadas como sendo
os lugares geométricos em R2 tais que a soma das distâncias entre estes pontos e os dois
focos é constante. Como a distância ε-perturbada é não simétrica, é posśıvel definir
três tipos de elipses ε-perturbadas.

Definição 7.1. Sejam F1 e F2 pontos distintos que pertence à R2, e a um número
real positivo. Definimos uma elipse ε−perturbada, com focos F1 e F2, como sendo o
conjunto formado por todos os pontos X ∈ R2 tais que satisfazem uma das seguintes
propriedades:

(E1) dε(F1, X) + dε(X,F2) = 2a;

(E2) dε(X,F1) + dε(X,F2) = 2a;

(E3) dε(F1, X) + dε(F2, X) = 2a;

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Ek) será chamada elipse ε-perturbada
tipo k sendo k = 1, 2, 3.

Observação 7.2. O caso em que dε(F2, X)+ dε(X,F1) = 2a recai em (E1), pois basta
trocar os papeis de F1 e F2.

Teorema 7.3. Seja F1 = (f1, f2), F2 = (g1, g2), e X = (x1, x2). A elipse (E1) é uma
elipse euclidiana com focos F1, F2 e o semieixo maior aε = a+ ε

2
(f2 − g2).

Demonstração. Tomando a definição da elipse (E1) temos

dε(F1, X) + dε(X,F2) = 2a

⇐⇒ ∥X −F1∥+ ∥X −F2∥+ ε(x2 − f2 + g2 − x2) = 2a

⇐⇒ ∥X −F1∥+ ∥X −F2∥ = 2
(
a+

ε

2
(f2 − g2)

)
.

Observação 7.4. Em particular, se o segmento que une os focos é paralelo ao eixo
horizontal, a elipse (E1) é equivalente a uma elipse euclidiana com o mesmo semieixo
maior a.

7.1 Interpretação geométrica da elipse tipo E2 e E3

Usando o método análogo à demonstração do Teorema 6.2, podemos analisar as
elipses (E2) e (E3) como sendo interseção entre duas superf́ıcies. A seguir analisamos
a elipse (E2), pois a análise da elipse (E3) é análogo.
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Da definição da elipse ε−perturbada (E2) temos,

dε(X,F1) + dε(X,F2) =2a√
(x1 − f1)2 + (x2 − f2)2 +

√
(x1 − g1)2 + (x2 − g2)2 =2a− ε(f2 + g2 − 2x2).

Neste caso, a elipse ε−perturbada tipo 2 é a interseção entre a seguinte superf́ıcie que
vamos chamar de filtro de café

z =
√

(x1 − f1)2 + (x2 − f2)2 +
√

(x1 − g1)2 + (x2 − g2)2

e o plano

z = 2εx2 + 2

(
a− ε

(
f2 + g2

2

))
.

As curvas de ńıvel do filtro de café são elipses com focos F1 e F2, logo está definido
para z ≥ ∥F2 − F1∥. Lembrando que dε é invariante por translações, considerando
F1 = (f1, f2), F2 = −F1 temos que a Elipse (E2) é caracterizada pela interseção, do
filtro de café

z =
√

x2
1 + x2

2 − 2f1x1 − 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

+
√

x2
1 + x2

2 + 2f1x1 + 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

(7.1)

e o plano

z = 2εx2 + 2a. (7.2)

Para entender melhor o filtro de café da Eq. (7.1) e sua interseção com o plano da
Eq. (7.2), observe que, se intersectarmos a superf́ıcie com o plano x2 = f2

f1
x1, f1 ̸= 0,

gerado pela reta passando pelos focos, obtemos{
z =

√
f2
1+f2

2

f2
1

(
|x1 − f1|+ |x1 + f1|

)
x2 =

f2
f1
x1,

(7.3)

assim, para |x1| ≥ |f1| a Eq. (7.3) se reduz na reta

z = 2

√
f 2
1 + f 2

2

f 2
1

x1,

para |x1| ≤ |f1| a Eq. (7.3) se deriz ma reta

z = −2

√
f 2
1 + f 2

2

f 2
1

x1
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e para −|f1| ≤ x1 ≤ |f1| a Eq. (7.3) se rediz ma reta horizontal

z = 2
√

f 2
1 + f 2

2 (ver Figura 6a).

Considerando também a interseção dos planos

x2 =
f2
f1
x1 e z = 2εx2 + 2a,

obtemos a reta {
z = 2εf2

f1
x1 + 2a

x2 =
f2
f1
x1.

Repare que para a ≥
√
f 2
1 + f 2

2 ela intersecta duas das três retas anteriores.
Agora, se intersectarmos a superf́ıcie da Eq. (7.1) com o plano x2 = −f1

f2
x1, f2 ̸= 0,

gerado pela reta perpendicular à anterior. Substituindo x2 = −f1
f2
x1 na Eq. (7.1)

obtemos

z =2

√
f 2
1 + f 2

2

f 2
2

(
x2
1 + f 2

2

)1/2
1 =

z2

4(f 2
1 + f 2

2 )
− x2

1

f 2
2

,

que é um ramo de hipérbole (porque z > 0) no plano x2 = −f1
f2
x1 com asśıntotas

z = ±2
√

f2
1+f2

2

f2
2

x1. Neste caso a interseção dos planos x2 = −f1
f2
x1, f2 ̸= 0 e z = 2εx2+2a

é a reta z = −2εf1
f2
x1+2a que para a ≥

√
f 2
1 + f 2

2 intersectar as duas asśıntotas (logo a

hipérbole) em alguns z positivos (Ver Figura 6b). Se f1 = 0 ou f2 = 0, interceptarmos
com os planos x1 = 0 e x2 = 0 e a análise é análoga.

Note também que a superf́ıcie da Eq. (7.1) é simétrica em relação aos planos con-
siderados acima, pois suas curvas de ńıvel são elipses.

Devido ao formato das interseções anteriores podemos intuir que a Elipse (E2) é
uma curva fechada, pois caso contrário existiria alguma paralela à superf́ıcie da Eq.
(7.1) tal que sua inclinação seja sempre menor ou igual ao do plano da Eq. (7.2) na
mesma direção desta paralela (ver Figura 7).
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(a) (b)

Figura 6: Interseção do filtro de café com planos.

Afirmação: A Elipse (E2) é uma curva fechada.

Figura 7: Elipse (E2) como interseção.

A interseção da superf́ıcie com o plano gerado pela reta x2 = mx1, isto é, substi-
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tuindo x2 = mx1 nas equações (7.1) e (7.2) temos as seguintes funções,

g(x1) =
√
1 +m2

[(
x1 −

f1 +mf2
1 +m2

)2
+
(mf1 − f2

1 +m2

)2] 1
2

+
√
1 +m2

[(
x1 +

f1 +mf2
1 +m2

)2
+
(mf1 − f2

1 +m2

)2] 1
2
,

l(x1) =2εmx1 + 2a,

respectivamente. Procedemos a mostrar que a partir de um x1 > 0, a inclinação de g
será maior que a inclinação de l. A derivada de g(x1) é

g′(x1) =
√
1 +m2

[
x1 − f1+mf2

1+m2

[(x1 − f1+mf2
1+m2 )2 + (mf1−f2

1+m2 )2]
1
2

+
x1 +

f1+mf2
1+m2

[(x1 +
f1+mf2
1+m2 )2 + (mf1−f2

1+m2 )2]
1
2

]

cujo limite lim
x1→∞

g′(x1) = 2
√
1 +m2, logo, pela definição de limite, ∀ε1 > 0 ∃N > 0 tal

que

2
√
1 +m2 − ε1 < g′(x1) < 2

√
1 +m2 + ε1 para x1 > N. (7.4)

Por outro lado, temos que 2
√
1 +m2 > 2m > 2εm para m > 0 e 0 < ε < 1, Assim, se

escolhermos ε1 tal que 2
√
1 +m2 − ε1 > 2εm na Eq. (7.4), obtemos

l′(x1) = 2εm < 2
√
1 +m2 − ε1 < g′(x1) para x1 > N.

Podemos concluir que dado m > 0, após algum x1 > 0 a inclinação da curva dada por
g(x1) é maior que a inclinação da reta l(x1). Como l(0) ≥ g(0) para a ≥

√
f 2
1 + f 2

2

temos que elas vão se interceptar duas vezes. Para m < 0 usamos limx1→−∞ g′(x1) =
−2

√
1 +m2 e a análise é análogo. Para fazer m → ∞ é necessário primeiro multiplicar

e dividir por m a função g(x1) a fim de substituir mx1 por x2 e obtemos a função que
vamos chamar g(x2), observe que o resultado é o mesmo que simplesmente interceptar
a superf́ıcie com x1 = 0,

g(x2) =
[
(x2 − f2)

2 + f 2
1

]1/2
+
[
(x2 + f2)

2 + f 2
1

]1/2
que temos que comparar com a reta l(x2) = 2εx2 + 2a e repetindo o procedimento
anterior chegamos à mesma conclusão.

Portanto, se existir interseção entre a Eq. (7.1) e Eq. (7.2), esta terá que ser uma
curva fechada.
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Afirmação: A Elipse (E2) não é parte de alguma cônica euclidiana. De fato, de√
(x1 − f1)2 + (x2 − f2)2 +

√
(x1 − g1)2 + (x2 − g2)2 = 2εx2 + 2a, (7.5)

obtemos a seguinte equação polinomial de grau 4

ε2(1− ε2)x4
2 + ε2x2

1x
2
2 + 2εa(1− 2ε2)x3

2 + 2εax2
1x2 + (a2 − f 2

1 )x
2
1+

+
(
ε2f 2

1 − (1− ε2)f 2
2 + a2(1− 6ε2)

)
x2
2 − 2f1f2x1x2 + 2εa(f 2

1 + f 2
2 − 2a2)x2

+ a2(f
2
1 + f 2

2 − a2) = 0.

(7.6)

Pela afirmação anterior, sabemos que a Eq. (7.6) representa uma única curva fe-
chada. Por outro lado, se fosse posśıvel reduzir a equação, ou seja, escrevê-la como
um produto de equações polinomiais de grau menor, então a única possibilidade é que
o lado esquerdo da Eq. (7.6) seja o quadrado de uma expressão quadrática, a qual
representaria uma elipse euclidiana. Mas, observe que o quadrado de

Ax2
1 +Bx1x2 + Cx2

2 +Dx1 + Ex2 + F, tal que AC − 1

4
B2 > 0,

tem coeficientes não nulos para x4
1 e x4

2 o que não ocorre no nosso caso. Isto prova que
a Eq. (7.6) é irredut́ıvel e também que a elipse (E2) não é uma elipse euclidiana.

A seguir, na Figura 9 ((a)-(d)) e Figura 8 (a)-(b), são apresentadas exemplos de
elipses (E2), onde foram consideradas a = 5 e ε = 1/2.

(a) (b)

Figura 8: Elipses ε-perturbadas.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 9: Elipses ε-perturbadas.

8 Hipérboles ε−perturbadas

Análogo à geometria euclidiana plana, definimos as hipérboles ε-perturbadas como
sendo os lugares geométricos em R2 tais que o módulo da diferença das distâncias entre
estes pontos e os dois focos é constante. Como a distância ε-perturbada é não simétrica,
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foi posśıvel determinar três tipos de hipérboles ε−perturbadas.

Definição 8.1. Sejam F1 e F2 pontos distintos que pertence à R2, e a um número
real positivo. Definimos uma hipérbole ε−perturbada, com focos F1 e F2, como sendo
o conjunto formado por todos os pontos X ∈ R2 tais que satisfazem uma das seguintes
propriedades:

(H1) |dε(F1, X)− dε(X,F2)| = 2a;

(H2) |dε(F1, X)− dε(F2, X)| = 2a;

(H3) |dε(X,F1)− dε(X,F2)| = 2a.

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Hk) será chamada hipérbole ε-
perturbada tipo k sendo k = 1, 2, 3.

Observação 8.2. O caso em que |dε(F2, X) − dε(X,F1)| = 2a recai em (H1), pois
basta trocar os papeis de F1 e F2 .

8.1 Sobre as hipérboles (H2) e (H3)

Se f2 = g2 (H2) e (H3), são hipérboles euclidianas e se f2 ̸= g2 é um ramo de
hipérbole ou a união de dois ramos diferentes de hipérbole com os mesmos focos, mas
de diferentes distâncias aos vértices e cada uma se fechando para um dos focos ou as
duas se fechando para o mesmo foco. Por exemplo, para (H2) temos que∣∣ ∥F1 −X∥ − ∥F2 −X∥+ ε(x2 − f2)− ε(x2 − g2)

∣∣ = 2a,∣∣ ∥F1 −X∥ − ∥F2 −X∥ − ε(f2 − g2)
∣∣ = 2a. (8.1)

Note que se f2 > g2 a curva ∥F1 − X∥ − ∥F2 − X∥ = ε(f2 − g2) é um ramo de
hipérbole do lado de F2 com distância entre os focos 2c =

√
(f1 − g1)2 + (f2 − g2)2 e

distância entre os vértices 2ã = ε(f2 − g2). Este ramo de hipérbole divide o plano em
duas regiões que temos que analisar devido ao valor absoluto na Eq. (8.1).

• Dentro do ramo (caso ∥F1 −X∥ − ∥F2 −X∥ > ε(f2 − g2)).

A equação ∥F1 − X∥ − ∥F2 − X∥ = 2a + ε(f2 − g2) também é um ramo de
hipérbole com os mesmos focos, logo com o mesmo 2c, mas com distância entre
os vértices 2A = 2a + ε(f2 − g2). Se A < c o ramo está dentro da região porque
2A > ε(f2 − g2). Se A > c a curva não está definida.

• Fora do ramo (caso ∥F1 −X∥ − ∥F2 −X∥ < ε(f2 − g2)).

A equação ∥F1 − X∥ − ∥F2 − X∥ = −2a + ε(f2 − g2) novamente é um ramo
de hipérbole com os mesmos focos, logo com o mesmo 2c, mas neste caso com
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distância entre os vértices 2A = −2a + ε(f2 − g2) < ε(f2 − g2), logo é um ramo
que está na região inclusive se 2A < 0.

Conclúımos que a hipérbole (H2) da Eq. (8.1), é a união dos dois ramos, que depen-
dendo do valor de a uma delas pode não existir (ver Figura 10). O caso f2 < g2 é
análogo e o estudo da hipérbole (H3) também torna-se análogo ao caso anterior.

8.2 Sobre a Hipérbole (H1)

Pela definição temos que (H1) é dada pela equação∣∣ ∥F1 −X∥ − ∥X −F2∥+ ε(x2 − f2)− ε(g2 − x2)
∣∣ = 2a∣∣ ∥F1 −X∥ − ∥X −F2∥+ 2εx2 − ε(f2 + g2)

∣∣ = 2a. (8.2)

Usando uma análise semelhante ao Teorema 6.2, faremos uma descrição da superf́ıcie
dada pela equação

z = ∥F1 −X∥ − ∥X −F2∥
z =

√
(x1 − f1)2 + (x2 − f2)2 −

√
(x1 − g1)2 + (x2 − g2)2, (8.3)

a qual vamos chamar de Paloma, em referência ao pombo (ver Figura 11).

(a) (b)

Figura 10: Hipérboles ε-perturbadas (H2) com a = 5 e ε = 1/2.
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Figura 11: A Paloma.

As curvas de ńıvel da Paloma são ramos de hipérbole com focos F1 e F2 e distância
entre os vértices |z|, para z > 0 é o ramo do lado de F2 e para z < 0 o ramo do lado de
F1. Para

z = ±
√

(f1 − g1)2 + (f2 − g2)2

a curva de ńıvel é uma semi reta, contida na reta passando pelos focos, para z = 0 é
uma perpendicular à reta passando pelos focos e para

|z| >
√

(f1 − g1)2 + (f2 − g2)2

não está definida, para ver isso, de maneira análoga à análise precedente, lembrando
que dε é invariante por translações, consideramos F1 = (f1, f2), F2 = −F1 e obtemos
que a Eq. (8.3) pode se escrever como:

z =
[
x2
1 + x2

2 − 2f1x1 − 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2 − [x2
1 + x2

2 + 2f1x1 + 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2
a interseção da superf́ıcie com o plano gerado pela reta x2 =

f2
f1
x1 (reta passando pelos

focos) é

z =

√
f 2
1 + f 2

2

f 2
1

(
|x1 − f1| − |x1 + f1|

)
que para x1 > |f1| é a reta horizontal

z = −2 sgn(f1)
√
f 2
1 + f 2

2 ,
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para x1 < |f1| a reta horizontal

z = 2 sgn(f1)
√

f 2
1 + f 2

2

e para −|f1| < x1 < |f1| a reta

z = −2 sgn(f1)

√
f 2
1 + f 2

2

f 2
1

x1.

A interseção da superf́ıcie com o plano gerado pela reta x2 = −f1
f2
x1 (perpendicular

ao anterior) é z = 0.
O módulo na Eq. (8.2) implica que a hipérbole (E1) é obtida pela união das seguintes

interseções (lembre-se que f2 + g2 = 0):

• A Paloma e o plano z = −2εx2 + 2a para ∥F1 −X∥ − ∥X − F2∥ ≥ −2εx2. (ver
Figura 12)

• A Paloma e o plano z = −2εx2 − 2a para ∥F1 −X∥ − ∥X −F2∥ ≤ −2εx2.

Como a ≥ 0, −2εx2 +2a ≥ −2εx2 e −2εx2 − 2a ≤ −2εx2 então as condições anteriores
são irrelevantes, pois cada plano está no setor que estamos considerando. É claro que
para um ε suficientemente pequeno a intercepção entre o plano e a superf́ıcie será
semelhante a um ramo de hipérbole, mas dependendo do a e da localização dos focos
podem se obter desde curvas fechadas até uma composição de curvas abertas e fechadas.

(a) (b)

Figura 12: Paloma e plano
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Uma propriedade da hipérbole (E1) que pode ser provada facilmente é a simetria
em relação ao centro C. No caso particular de C = 0 uma parte da hipérbole (E1) é a
interseção das superf́ıcies

z =
[
x2
1 + x2

2 − 2f1x1 − 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2 − [x2
1 + x2

2 + 2f1x1 + 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2
z =− 2εx2 + 2a

observe que se substituirmos (x1, x2) por (−x1, −x2) obtemos

z =
[
x2
1 + x2

2 + 2f1x1 + 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2 − [x2
1 + x2

2 − 2f1x1 − 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2
z =2εx2 + 2a

cuja solução é a mesma de

z =
[
x2
1 + x2

2 − 2f1x1 − 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2 − [x2
1 + x2

2 + 2f1x1 + 2f2x2 + f 2
1 + f 2

2

]1/2
z =− 2εx2 − 2a

que é a outra parte da hipérbole (E1).
A seguir, na Figura 14 (a)-(d) e Figura 13 são apresentadas Hipérboles (E1) com

ε = 1/2 e a = 0.1.

Figura 13: Hipérbole (H1).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 14: Hipérboles (H1).

9 Conclusões Finais

Neste artigo, foi considerado uma norma euclidiana perturbada por uma forma linear
a qual torna a distância de um ponto a outro, não simétrica. Com isto gera-se uma
nova geometria não euclidiana e questões de geometria anaĺıtica surgem naturalmente.
O objetivo deste trabalho foi caracterizar as cônicas nesta nova geometria.

ReviSeM, Ano 2024, No. 4, 67–100 98



Para isto, foram necessárias a obtenção de fórmulas de distâncias de ponto a ponto,
de ponto a reta e vice-versa. Com isto conseguimos estudar as cônicas, não só algebrica-
mente, mas também usamos fortemente técnicas geométricas de interseção de superf́ıcies
para caracterizar estas cônicas. Mostramos que as circunferências ε-perturbadas são
elipses euclidianas transladadas (ver Teorema 4.2). Também foi demonstrado que as
parábolas ε-perturbadas são algumas das cônicas euclidianas (ver Teorema 6.2), mos-
tramos que uma das elipses ε-perturbadas é uma elipse euclidiana (ver Teorema 7.3)
e as outras duas são curvas fechadas que não são elipses euclidianas. Por fim, foi pro-
vado que duas das hipérboles ε-perturbadas são a união de ramos de hipérboles com
os mesmos focos, mas com distintas distâncias aos vértices. Apresentamos, figuras das
cônicas para uma melhor apreciação do artigo. Estas figuras foram feitas com ajuda do
software livre GeoGebra 5.0.

Embora a geometria de Finsler seja um tópico avançado e relativamente recente,
este artigo tenta trazer exemplos espećıficos e acesśıveis para discentes de graduação
que já cursaram geometria anaĺıtica e cálculo. Tornando assim o sonho de S. S. Chern, o
chamado pai da geometria moderna, de trazer a geometria de Finsler para a graduação,
não tão distante quanto parecia.
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