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Resumo

O artigo aborda um modelo de geometria nao euclidiana, onde o plano cartesiano é
dotado de uma métrica euclidiana perturbada numa direcao. Neste espaco, se estudam
as Conicas perturbadas.
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Abstract

The article approaches a model of non-Euclidean geometry, where the Cartesian plane is
endowed with an Euclidean metric perturbed in one direction. In this space, perturbed
Conics are studied.
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1 Introducao

Quem tiver interesse em se introduzir no mundo da geometria de Finsler inicialmente
pode ficar agoniado pela abstracao e pela abundancia das notagoes. Este trabalho visa
apresentar uma primeira leitura, amigavel, usando uma métrica Randers no plano, que
por sua vez é um caso particular das métricas de Finsler. O pré-requisito para uma
leitura fluida deste trabalho é possuir conhecimentos bésicos de geometria analitica,
calculo diferencial e integral.

As métricas randers foram estudadas primeiramente pelo fisico G. Randers em 1941
desde o ponto de vista da relatividade geral [11]. Tempos depois estas métricas foram
usadas na teoria do microscopico eletronico por R. S. Ingarden em 1957, quem as
nomeou de métricas randers pela primeira vez. E notério também, notar que as métricas
randers tém uma relac@o estreita com os problemas de navegacao de Zermelo (ver [1]).
O problema de navegacao de Zermelo, nomeado em homenagem ao matematico Ernst
Zermelo, é um problema classico na teoria dos jogos e na teoria do controle étimo. Ele
descreve uma situacao em que um navio deve navegar do ponto P ao ponto P através de
uma area com correntes maritimas variaveis. O objetivo é determinar a trajetéria que
minimize o tempo de viagem ou o consumo de combustivel, levando em consideragao
as correntes maritimas que afetam a velocidade do navio. Em [1] os autores mostraram
que as resolucoes de problemas de navegacao de Zermelo estao ligadas a obtencao de
geodésicas de métricas Randers.

Estudos interessantes sobre geometria bidimensional com métricas nao Euclidianas
podem ser encontradas em [4, 5, 8, 12]. Em contraste destes trabalhos, neste artigo
estudamos a geometria da métrica euclidiana usual perturbada, a qual coincide com
uma métrica Randers, métrica inspirada pelo trabalho de [14], onde se obteve pela
primeira vez uma superficie minima num espaco de Finsler (R, F) onde F(z,y) =

Y+ Y3 +y3 +eys com x € Ry = (y1,y2,y3) € R®. (Maiores detalhes em [14]).

As métricas Randers sdo um caso particular das métricas de Finsler (ver [13]), que,
por sua vez, sao uma generalizagao das métricas Riemannianas. Uma métrica Finsler
F = F(z,y) sobre U C R", onde z = (21,...,2,) € U, y = (y1,...,yn) € R3, &
dita projetivamente flat, se todas as suas geodésicas sao linhas retas. Sabe-se que uma
métrica Finsler F' = F(z,y) sobre U C R? é projetivamente flat se, e somente se, F
satisfaz a seguinte equagao de Hamel (ver pagina 22 em [7]),

OPF  O°F
0$28?J1 B 39013%.

(1.1)

Uma vez obtida a distancia perturbada na Eq. (3.1) induzida pela Eq. (2.1), al-
gumas questoes de geometria plana surgem naturalmente, como, por exemplo, qual
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a equacao da circunferéncia perturbada?, qual a féormula de distancia de ponto a
reta e vice-versa?, como sao os lugares geométricos da parabola, elipse e hipérbole
e-perturbadas?. Na secao 3, obtemos a formula de distancia e-perturbada de ponto a
ponto, com isto, na secao 4 obtemos as equacoes de circunferéncias e-perturbadas.
Usando os critérios da primeira e segunda derivada, na segao 5 obtemos férmulas
de distancia de ponto a reta e vice-versa. Nas se¢oes 6, 7 e 8, utilizando critérios
geométricos (intersegao de superficies e plano) e algébricos, caracterizamos e classifica-
mos as parabolas, elipses e hipérboles e-perturbadas.

2 Preliminares

Nesta secao, serao apresentadas algumas definigoes e resultados que facilitarao a
compreensao do trabalho. A seguir R? denotara o plano cartesiano que é o conjunto de
pares ordenados (z1,x2), onde x1, x5 € R.

Definigao 2.1 (Produto interno e norma euclidiana em R?). Sejam z = (z1,72) e
T = (I1,72) pontos de R? o produto interno euclidiano entre x e %, denotado por
(x,Z), é o numero definido por:

<[E, .i‘> = l’lfi‘l + 17252‘2.

A norma euclidiana de x, denotada por ||z|| é definida por:

o]l = v/, ).

Definigao 2.2 (Curva diferencidvel parametrizada regular em R?). Uma curva para-
metrizada em R? é uma aplicacao a : I — R? definida em um intervalo I de R. Uma
curva parametrizada o é chamada diferencidvel de classe C* se a for de classe C* para
algum k € N*, isto é, cada coordenada de a é de classe C* (ver p. 104 em [9]). Dizemos
que uma curva parametrizada é suave se é de classe C* para todo k € N*. Uma curva
parametrizada diferencidvel « é chamada reqular em I se o/(t) # (0,0) para todo t € I.

Para a seguinte definicao, consideremos que a curva possua primeira derivada que
seja continua, isto é, a curva é de classe C!.

Definigao 2.3 (Comprimento de arco em R?). Seja « :]a, b[— R? uma curva parame-
trizada regular de classe C*. A funcao comprimento de arco de o é definida por:

s(t) = / (7] dr,

onde ty €la, b| é dado.
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Neste caso, observe que, pelo Teorema Fundamental do Célculo (ver Teorema 1 na
p. 137 em [9]), tem-se:

s'(t) = la/ @) # 0.
Definigoes formais da métricas Riemannianas podem ser encontrados em [3, 2]. Para

nosso proposito, restringimos tais definicoes sobre 2 C R? de tal forma que seja sufici-
ente para o desenvolvimento do presente trabalho.

Definigao 2.4 (Métrica Riemanniana). Para cada i = 1,2 e j = 1,2, sejam a;; :  C
R? — R fungoes diferencidveis tais que a matriz [a;;(x)]ax2 seja simétrica e positiva
definida para todo x € 2. Dado x € § e qualquer vetor y, = (y1,72) € R?, a quantidade

o, ) = \Jans (2)57 + 2122}y + ()13
é chamada métrica Riemanniana sobre € C R2.

A seguinte definicao pode ser interpretada como uma perturbacao de uma métrica
Riemanniana a por uma aplicagao (linear em y) 5(z,y) = b1 (x)y1 + bo(2)ys.

Definicao 2.5 (Métrica Randers). Considere av uma métrica Riemanniana sobre €2 e
B(x,y) = bi(x)ys + ba(x)ya, com by, by : 2 — R fungdes diferencidveis tais que:

Vat(@)[b (@) + [a12(z) + a2 ()b (2)ba(2) + a2 () ba(2)2 < 1,

onde [a¥(x)] = [a;;(x)]7!, para todo x € Q. Uma métrica Randers sobre Q C R?, é
uma funcao F : Q x R? — R definida por:

F(ma yz) = Oé(.’L', yx) + 6($7 y:v)
Maiores detalhes sobre as métricas Randers ver Capitulo 2 em [6].

Observacao 2.6. Note que a norma dentro da integral na Definicao 2.3 é aplicada
sobre vetores tangentes y(t) = (y1(t), y2(t)) = /(t). Isto nos motiva a definir uma nova
forma de medir distancias.

A seguinte definicao pode ser interpretada como uma perturbacao de uma norma eu-
clidiana || - || por uma aplicagao linear (em y2) 5(z,y) = €ys.

Definigao 2.7 (Métrica e—perturbada). Seja € uma constante real com 0 < e < 1 e
y € R%. Definimos a métrica e—perturbada sendo

Fe(y) = llyll + ema(y), (2.1)

onde 7 : R?2 — R é a projecao na segunda coordenada.
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Adotamos o nome de métrica e-perturbada e ndao de norma e—perturbada, pois na
linguagem da geometria de Finsler esta F. é uma métrica Finsler. Mais do que isto, F;
é uma classe especial das métricas Randers.

Como era de se esperar (ver, por exemplo, Defini¢ao 1.2.2 em [10]), F. definida na
Eq. (2.1), satisfaz as propriedades da definigdo de métrica Finsler:

1. F.(y) > 0, para todo y # 0;
2. F.(y) é de classe C* para todo y # 0;
3. F.(\y) = AF.(y), onde X é qualquer nimero real positivo (positiva homogénea).

4. A Hessiana de %FQ, denotada por [g;],

[ ] B 1 82F2
gm a 28y18y]

é positiva definida.

Definigao 2.8. [Comprimento de arco e—perturbada Seja « : [a,b] — R? uma curva
regular por partes. O comprimento de arco e—perturbada de o é definido por:

onde F_ é a funcao definida na Defini¢ao 2.7. Assim da Eq. (2.1) temos

b
Le(a) =/ e/ (D)1 + ema(a/ (t))] dt. (2.2)

Para quaisquer pontos P, Q € R?, definimos a distancia e-perturbada de P até Q indu-
zida por F., como:

d.(P,Q) :=inf, L. (), (2.3)

onde o infimo é tomado sobre o conjunto de todas as curvas regulares por partes « tais
que a(a) = P e a(b) = Q.

Observagao 2.9. [Ver p. 14 em [6]] A quantidade d. = d.(P, Q) ¢ uma fungdo nao
negativa sobre R? x R2, e satisfaz:

e d.(P,Q) > 0. A igualdade é satisfeita se, e somente se, P = Q).

ReviSeM, Ano 2024, N°. 4, 67-100 71



o d.(P,Q) <d.(P,R) +d.(R,Q) para quaisquer P,Q, R € R?.

Isso justifica a designacao do nome da distancia e—perturbada induzida por F.
para d..

Exemplo 2.10. Sejam os pontos no plano P = (—a,0), @ = (0,a) com a > 0 e as
semicircunferéncias «(t) = a(cost,sent), 8(t) = a(—t) = a(cost,—sent), para todo
T 37

t €[5, %], com sentidos anti-hordrio e hordrio, respectivamente. Entao

o'(t) = a(—sent,cost) e ['(t) =a(—sent,—cost).

Substituindo na férmula de comprimento de arco na Eq. (2.2), temos,

3m
2

L.(a)= [/ (t)]] + cacost] dt = a(m — 2¢),

2

L.(5) = [18'(t)|| — eacost] dt = a(m + 2¢).

/W
3
3
/f
3
Este exemplo nos indica que o comprimento de arco de uma curva pode depender
da orientacao da curva. E nos sugere que a distancia induzida é nao simétrica.

3 (Geometria da métrica e-perturbada

A seguir, usando a equagdo de Hamel na Eq. (1.1), obtemos a férmula da distancia
perturbada induzida pela métrica dada na Eq. (2.1).

Teorema 3.1. Sejam P, () pontos em R? ¢ € uma constante com 0 < ¢ < 1. A distancia
e-perturbada de P até @, induzida por F. definida na Eq. (2.3), é dada por

de(P, Q) = |Q = P[| + em(Q — P). (3.1)

Demonstra¢ao. Notamos que a métrica F. definida na Eq. (2.1) satisfaz a equagao de
Hamel (1.1), logo, a distancia d.(P, Q) na Eq. (2.3) é atingida por uma linha reta.
Considerando a curva « : [0,1] — R? definida por a(t) = tQ + (1 — t)P para todo
t € [0,1], temos que o/(t) = Q — P. Logo, das equagdes (2.2) e (2.3) temos,

0.(P.Q) = / 1Q = Pl +ema(@ — P)dt = |Q — P|| +em(Q@ — P).
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Observacao 3.2. Por abuso de notacao, considerando ()— P um vetor e como sucede na
literatura sob geometria euclidiana (d(P, Q) = ||Q@— P||), podemos notar que d.(P, Q) =

Observacao 3.3. Dado ¢ > 0 fixo no Teorema 3.1, temos que a distancia e-perturbada
d. satisfaz as seguintes propriedades:

1. d. nao é simétrica. De fato,
de(P,Q) = ||Q — P[| +em(Q — P) # [|P — Q| + eme(P — Q) = d(Q, P).

2. d. ¢é invariante por translagao. De fato, considere T : R? — R? dada por T'(A4) =
A+ Py onde Py € R* — {(0,0)}. Tem se

d-(T(P),T(Q)) = IT(Q) —T(P)|| +em(T(Q) — T(P))
=[|Q — P|| +em(Q — P) = d:(P, Q).
3. d. ndo ¢ invariante por rotagoes devido & aplicagdo .
4. d:(P,Q) +d-(Q, P) = [|Q — P||.
5. do(P,Q) — d.(Q, P) = 2em3(Q — P).

Por outro lado, se € = 0, entao, como esperado, a distancia d, coincide com a distancia
euclidiana usual.

4 Circunferéncias s-perturbadas

Sendo a distancia e—perturbada nao simétrica, temos duas interpretagoes para a
nocao de circunferéncia e-perturbada, as quais chamaremos de tipo 1 e tipo 2.

Definicao 4.1. Dados C' um ponto em R? e r > 0, definimos as circunferéncias
e—perturbada de centro C' e raio r, como sendo o conjunto formado por todos os pontos
X € R? tais que satisfazem uma das seguintes propriedades:

(C1) d.(C,X) =, (C2) d.(X,C) =r.

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Ck) é chamado circunferéncia
e-perturbada tipo k, onde k = 1,2. Denotaremos este conjunto por C[C';r].
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Note que, pelo Teorema 3.1, temos
X €CGlC;r] <= | X —C| + (=) em(X —C) =1

Teorema 4.2. As circunferéncias e—perturbadas tipo k£ de centro C' = (¢1, ¢2) e raio
r > 0, onde k = 1,2, sao caracterizadas por elipses euclidianas. Mais especificamente,
X = (x1,22) € Cx[C; 7] se, e somente se,

ET 2
(r1 —c1)? (22 + (1)1 — o)

Y G

Demonstracao. Como a distancia e-perturbada é invariante por translagao, basta con-
siderar C' = (0,0). Logo,

=1 (4.1)

(\/ 11;52

X = (z1,22) €G|C;7r] = Vai+ad+ (=) lery=r
— 22+ 2i=(r—(=1)ktexy)?

— i+ (1 —eH)ai+2(-1)trexy = r?

2 _1\k—1_er 2
x zo+ (—1)""" =
1 5 + ( ( T,) 5 1 62) — 1
(ﬁ) (1—52>
Observe que na segunda equivaléncia acima foi usado o fato que /2% + 2% 4+ exg > 0
para quaisquer xq,Zs € R. ]

Observacao 4.3.. Note que na Eq. (4.1), temos. que " > \/1+7 Logo, o ei?(o maior
destas elipses euclidianas estao sobre a reta vertical z; = ¢; cujos focos euclidianos sao

2er

k
C e Fk:C+(—1) 1_ 22

(0,1). (4.2)

Logo, pelas equacgoes (4.1) e (4.2), temos que X = (z1,x2) € Cr[C; 1] se, e 86 se,

| X —C| + [| X — Fl| = (ver Figuras la e 1b) . (4.3)

2r
1—¢&2

Assim, como consequéncia da Observagao 4.3 temos o seguinte resultado:
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Corolério 4.4. Sejam P, pontos de R? e r > 0, entao
2er
da(P,Q) =r << d(—: (Q,P— 1_—52(0,1>) =T.

Em outras palavras, a distancia e—perturbada de um foco até um ponto da elipse é
igual a distancia e—perturbada do ponto da elipse até o outro foco da elipse euclidiana

Demonstracao. Utilizando a Eq. (4.3) obtemos:

de(P.Q) =r & Q[P Q- P+ [Q- P+ (0.1 =5 iz
2
& |[P-25 0,0 =Q+[|[P- = 0.1)] - [Q - = 0.1]] =+ _7;2

& P — 12_822 (0,1) € Co[Q; 7] & d- (Q, P — 210, 1)) =7.

1—¢2

S

(a) C1[C;r] : de(C, X)) =r. (b) Co[C5 7] do(X,C) =

Figura 1: Circunferéncias e-perturbadas.
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5 Distancia de ponto a reta e vice-versa

Defini¢ao 5.1. Definimos as distancias e—perturbadas, d.(P, s), de ponto P a reta s e
d.(s, P), da reta s ao ponto P, respectivamente, por:

de(P,s) :=min{d.(P, P"); P' € s} e d.(s,P):=min{d.(P,P); P' € s}.

Dizemos que o ponto Px € s realiza a distancia e-perturbada de P até s ou de s até P,
se
d.(P, Px) = d.(P,s) ou d.(Px, P) = d.(s, P).

Para a obtengao das férmulas das distancias d.(P, s) e d.(s, P), estudaremos o caso
em que s é uma reta vertical e obliqua.

Proposicao 5.2. Sejam 0 < e <1, P R? e areta s: x; = c entao
d.(s,P) = d.(P,s) = |c —m(P)|V1—¢e2,
onde 7 : R? — R? ¢ a projecao na primeira coordenada.

Demonstragio. Como d. ¢ invariante por translagoes, podemos considerar P=(0,0)e
a reta vertical s’ : 1 = ¢. Denotemos r = d.(P, s') e definamos a seguinte funcao

fly) =d(P,(c,y) =V +y* +ey, yeR
de classe C*° em R. Para encontrar r, precisamos encontrar o valor minimo de f. Logo,
=2
Yy 1" _ c
N R i

Agora vamos encontrar o ponto critico de f:

f'ly) =

elc]

V1—¢e2

Y

VE+ P

o0 unico ponto critico de f e como f”(yy) > 0 temos que

0=f'(y) = +e=0 < y=—

elc]
V1—¢g?

realiza o valor minimo de f. Dali,

Vamos denotar yy = —

ele|

W=
r= flyo) = eIVl - e
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Portanto, temos que
r

Jio2
d.(P,s) = |c|v1— 2.

O caso geral é obtido quando ¢ = ¢ — m;(P). Analogamente,

d.(s, P) = |c — m(P)|V1 — &2

- |é|>

logo,

]

Observagao 5.3. Pela Observagao 4.3 os pontos onde sao atingidos as distancias da
Proposigao 5.2 coincidem com o co-vértice das elipses euclidianas geradas na Observacao
4.3. Isto é, Px = (¢ — m(P), — 1) para o caso d-(P, s), e Px = (¢ — m(P), %= ) para
o caso d.(s, P).

152

Por outro lado, para a obtengao das distancias d.(P,s) e d.(s, P), onde s é nao
vertical, usamos novamente os critérios da primeira e segunda derivada.

Teorema 5.4. Sejam 0 < e <1, P = (p1,p2) € R? e a reta s : £9 = max; + n entdo

72 \/1 4+ m2( 1—52)+€n

d.(P,s) = o (5.1)
)\/1+m2(1 —e2) —en
d.(s, P) = T : (5.2)

onde m = mp; + n — po. Em particular, se P = (0,0) entdo 7 = n. E se ¢ = 0 temos a
distancia euclidiana usual de ponto a reta.

Demonstrag¢ao. Procedendo como na Proposicao 5.2, calculamos d. (P, s) = d.((0,0), s'),
onde s’ : x9 = mx; +n. Assim, basta definir a funcao

flan) = \/x% + (may + )+ e(may +7) = \/(1 +m?)at + 2max, +7° + e(may + 1),
de classe C*° em R. O valor minimo de f é encontrado em

0 mn em|n|
] =— —
Lol (1emd) 1+ (1= )m?

Assim,

m2+€n
14—m2

4((0,0).5) = flaty = TV
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Observagao 5.5. No Teorema 5.4 o ponto P* € s onde d.(P,s) é atingida é P* =
(29, mz{ +m) + P, onde,

0 mn em|n|
) =— — :
' L+m?  (1+m2)\/1+ (1 —e2)m?

E o ponto P* € s onde d.(s, P) ¢é atingida ¢ P* = (29, ma{ +n) + P, onde,

0 mn em|n|
Il —_- — B .
L+m? (14 m2)/1+(1—e2)m?
Note que m = —1 se, e somente se —71 = py — (mp; +n) > 0. Entao podemos dizer
que m = —1 se, e somente se, P encontra-se no lado de “cima’” da reta xo = mx;1 +n e

n = 1 se, e somente se, P encontra-se no lado “baixo” da reta xo = mx; + n.
Introduzindo a seguinte notacao,

_ sgn(m)/1 +m2(1 —e2) ¢
1+m?

M, , (5.3)

onde sgn é a funcao sinal, no Teorema 5.4 temos que as formulas das equagoes (5.1) e
(5.2) podem ser escritas como

d.(P,s)=nM, e d.(s,P)=nM_ (5.4)

respectivamente. Px da Observacao 5.5, pode ser escrito como

Mim|n Mim?n
Px= | — il ,— A +7|+Pes, (5.5)
VI+m2(1l—e2)  /1+m2(l—¢e2)
onde o sinal de “4” é para d.(P, s) e o sinal de “—” é para d.(s, P).

Exemplo 5.6. Sejam o ponto P = (p1,p2) = (0,0) e areta s:y =mx +n =2z + 1,
das equagoes (5.3), (5.4) e (5.5) temos que

n=n=.1, M, =0.91, M_ =0.41,
entao

d.(P, s) = d. ((0,0), (—0.69,0.31)) = 0.91 e d.(s, P) = d. ((—0.31,0.69), (0,0)) = 0.41.
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Px
/1 05 o‘P 05 1
05 05
(a) d-(P, s) = 0.91. (b) d.(s, P) = 0.41.

Figura 2: Distancias e-perturbadas de ponto a reta e vice-versa.

Observacao 5.7. Note que
V14 m2(1 =2+ (1+m?)(1 —e2) > +¢

logo, M. # 0, e mais do que isso,

V1+m2(1 —e2) £ sgn(n)e

sgn(m) My = T2

isto é sgn(n) e My possuem o mesmo sinal.

Observacgao 5.8. Fazendo s : 5 = m(x; — ¢) no Teorema 5.4, temos
lim d.(P,s) = |c—m(P)|V1—e?,
m—0o0

a qual, como esperado, coincide com o resultado da Proposigao 5.2.

6 Parabolas ce—perturbadas

Como a distancia e—perturbada é nao simétrica, é possivel definir quatro tipos de

parabolas e—perturbadas.

Definicao 6.1. Sejam s C R? uma reta, chamada reta diretriz, e F um ponto, chamado
foco. Definimos as pardbolas e-perturbadas, com diretriz s e foco F, como sendo o
conjunto formado por todos os pontos P € R? tais que satisfazem uma das seguintes

propriedades:
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(Pl) da(P’ "r) = ds(Pv S); (P3) de(f7 P) = de(P7 S);
(P2> ds(fﬂ P) = ds(S,P); (P4) de(Pv‘F) = ds(S,P).

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Pk) serd chamada pardbola e-
perturbada tipo k sendo k =1,2,3,4.

Pela Observagao 3.3, temos que a distancia e-perturbada é invariante por translagoes.
Assim, para simplificar notacoes e contas, podemos considerar o foco F sendo a origem.

Teorema 6.2. Sejam F = (0,0) o foco e s : x5 = mx; + n a diretriz. Entdo, o lugar
geométrico da pardbola e—perturbada

e tipo 1 é uma pardbola euclidiana ou duas semirretas;
e tipo 2 é uma parabola euclidiana ou duas semirretas;

e tipo 3 ¢ um ramo de hipérbole ou dois semirretas, ou um ramo de hipérbole e
uma elipse euclidianas;

e tipo 4 é um ramo de hipérbole ou duas semirretas, ou um ramo de hipérbole e
uma elipse euclidianas.

Demonstra¢ao. Tipo 1: Da definicdo da pardbola tipo 1, temos que P = (z1, )

satisfaz
\/22 + 23 =M, + exo, (6.1)

ondem =mx; +n—1x9 e

sgn(m)y/1+m?(1 —e?) +¢
1+m?

M+:

)

Note que o lado esquerdo da Eq. (6.1) representa o semi cone z = y/x? + 3. (ver
Figura 3a). E o lado direito da Eq. (6.1):
z=nMy +exy = (mxy+n—x)My +ex9 =mM, .z + (6 — My)xs + nM,,

representam dois semiplanos, um para cada lado do plano vertical n = 0, pois M,
depende do sinal de 7 = may + n — 9. (ver Figura 3b).
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(a) (b)

Figura 3: Semi-cone, reta diretriz e Semi-planos

Seja ¢ o angulo entre os semiplanos e o eixo z. Considerando o vetor normal

N = Ngnm) = (—mMy, M, — ¢, 1), temos que cos ¢ = m, onde,

IN|[>=m’M; + (M, —e)* +1=(1+m*)M} —2eM; +1+¢
2

o 2 g 2 g 2
= (14+m?) (M, — 1+m2) “TaaE Tt
2
- 1_|_ 2 1— 2 + 2 2
— (1+m2) Sgn(n)\/( m )( 6) € o € _|_1_|_€2 -9
1+ m? 1+ m?

Portanto, ¢ = %. Assim, este angulo ¢ independente do sinal de m. Observe que se

n # 0 aretan =mx; +n—1xy=0A 2z =0 nao contém a origem, logo o plano vertical
n = 0 gera dois semiespagos e s6 um deles contém o eixo z (ver Figura 3b). Assim, s6
um dos semiplanos intercepta o eixo z, portanto sé este semi plano intercepta o semi
cone. A intersecao com o eixo z é em nM, e como 7 e M, tém o mesmo sinal entao

e Se n > 0 o semiespago que contém o eixo z é n > 0, logo o semiplano z com
M, > 0 é quem intersepta o semi cone.

e Se n < 0 o semiespago que contém o eixo z é m < 0, logo o semiplano z com
M, < 0 é quem intercepta o semi cone.

O fato de ¢ = 7 implica que quando a intersecao existir, ela serd uma pardbola

ou, no caso, n = 0 os dois semiplanos sao tangentes ao semi cone, o que geram duas
semirretas partindo da origem. (Ver Figura 4).
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Figura 4: Parabola e-perturbada tipo 1 como intersecao de semi-cone e semi-plano.

Tipo 2: Da definicdo da pardbola e-perturbada tipo 2, temos que d.(F,P) =
d.(s, P) é equivalente a

w4 a3 =mM_xy — (e 4+ M_)zy+nM_,

onde

_sgn(n)y/1+m?(1—e?) —¢
N 14+ m?

en = mz; +n — xy. Como feito anteriormente para o Tipo 1, podemos considerar os
vetores normais aos semiplanos

M-

Y

z=mM_zy — (e + M_)zy+nhM_

sendo N = Nggym) = (—mM_,e+M_, 1), com normas, iguais a V2. Assim, concluimos
de maneira analoga ao caso anterior que a parabola tipo 2 é uma parabola euclidiana ou
duas semirretas, pois o angulo de inclinagao do semi-plano que intercepta o semi-cone
é /4.

Tipo 3: Da definicao da parabola tipo 3, temos,

\/12 4+ 23 =M, — ez,

_ sgn(m)y/1+m2(1 —e2) +¢
14+ m?2 '

ondem =mx; +n—1x9 e

M,
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Como nos casos anteriores vamos considerar a interse¢ao entre o semi-cone z = /% + 23
e os semiplanos, um para cada lado do plano vertical m = 0,

z2=nM,; —exy = (mz1 +n — x2) My — 9
z=mMyzy — (e + M )zy +nh,,

que, como no caso anterior, se n # 0, somente um dos semiplanos intercepta o eixo z.
A linha que separa estes dois semi-planos é dada por

{(—%,070)+t(1,—m,—m), teR, sem#0 (6.2)

(0,n,—en) +t(1,0,0), teR, sem = 0.

Pode ser mostrado que nao existe t tal que os pontos desta reta satisfazem a equagao
do semi-cone. Entao, esta reta nao intercepta o semi-cone.
Se ¢ é o angulo entre os semiplanos e o eixo z, temos que cosp = m, onde

N = N(sgn(n)) = (—mM,e + M, ,1). A norma de N é dada por

IN|? = m2M? + (e + My ) + 1= (m® + 1)M? +2e M, + 1+ €
2
+1+¢?

€ 2
= (1) (M ) -
(1+m’) ++1+m2 14+ m?

(anmyVAFmi-+2+2%)

= — 1+&°
1+ m? 1+m? Tlre
Se sgn(n) = 1, temos que ¢ € (7, 5), pois
2

2 (\/<1 I G ) gy +25> 2 2
N|? = _ 1
I — .

2

2 (\/<1 T m2) (1 — ) +g2) 2 2
N|* > - 1 =2
IVl 1+ m? 1+m2+ te

INJP > 2.

Logo, a interse¢ao do semi-plano com o semi-cone é um ramo de hipérbole se n # 0
(Ver Figura 5a) ou duas semirretas se n = 0.
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N[> = (m?+1)M? +2eM, + 2 +1=M (—/(14+m?)(1—e2) +e2+3c) +e° + 1
<M (=@ +m2)(1—e2)+e24¢)+e>+1
VI +m2)(1—e2) +e2+¢

Se sgn(m) = —1 (lembre-se que M, tem o mesmo sinal) temos

)(—\/(1+m2)(1—52)+52+s)+52+1

B 1+ m?
_@+m)(1 -+ 2e/(1+m?)(1—e?) +e N g’ L
14+ m? 1+ m? 14+ m?
2¢2 2e/(1+m?)(1 — &2) + &2
— 24 — .
1 4+ m? 1+ m?

Dai, || N||* < 2. Logo, neste caso, ¢ € (0, 7), 0 que nos leva aos seguintes casos,

e Sen >0e M, <0 nao ha intersegao com o semi-cone

e Sen<0e M, <0 aintersegdo com o semi-cone é uma elipse. (Ver Figura 5b)

O tipo 4 (d.(P, F) = d.(s, P)) é andlogo ao estudo do tipo 3. O

Figura 5: Parabola e—perturbada tipo 3.

Observagao 6.3. No caso que a reta diretriz for da forma s : x; = ¢, igual que na
Observagao 5.8, substituindo n por —cm na demonstracao do Teorema 6.2, temos que
a norma do vetor N (quando n — o) nos 4 casos é v/2. O que nos leva a conclusio de
que as intersecoes serao sempre parabolas euclidianas, ou duas semirretas.
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As equagoes cartesianas da parabola e—perturbada, quando a diretriz é inclinada,
sao dadas no seguinte teorema.

Teorema 6.4. Sejam F = (0,0) o foco e s : x5 = mzy+n a diretriz. O lugar geométrico
dos pontos P = (x1, z5) da pardbola e—perturbada tipo k é uma parabola euclidiana e
cuja equagao é dada, por

Ax% + Bxixo + C’x% + Dxy+ Exg+ F =0,
onde, os coeficientes A, B,C, D, E e F para a parabola
1. tipo 1, sao

A=1—(mM,)? B=2mM,(M;—¢), C=1— (M, —¢)?
D= —-2mnM?, E=2nM(M;—¢), F=-n*M:.

2. tipo 2, sao

A=1—(mM.)? B=2mM, (M, +¢), C=1—(My+¢)
D= —-2mnM2, E=2nM. (M, +¢), F=-n*M:.

3. tipo 3, sao

A=1—(mM_)?* B=2mM_ (M_+¢), C=1—(M_+¢)
D= —-2mnM?, E=2nM_(M_+c¢), F=-n*M>.

4. tipo 4, sao

A=1—(mM_)? B=2mM_(M_—¢), C=1—-(M_—¢)?
D= —-2mnM?, E=2nM_(M_—c¢), F=-n*M?>.

Demonstragao. Da defini¢ao da parabola tipo 1 (d.(P, F) = d-(P, s)) e pela Observacao
5.7, temos as seguintes equivaléncias,

\/ 3+ 23 —exyg =TM,

> 1} + a5 =N M? + 2enxo My + 223
= 2% + 25 = (n® + m®23 + 25 + 2mnx; — 2ma 39 — 2n39) M + 215
+ 2e(nxy + maiT9 — T3) M,

Reordenando os termos, temos o resultado para o tipo 1. Os outros casos seguem de

maneira analoga.
O
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7 Elipses e-perturbadas

Analogo a geometria euclidiana plana, definimos as elipses e-perturbadas como sendo
os lugares geométricos em R? tais que a soma das distancias entre estes pontos e os dois
focos é constante. Como a distancia e-perturbada é nao simétrica, é possivel definir
trés tipos de elipses e-perturbadas.

Definicao 7.1. Sejam F; e F, pontos distintos que pertence a R2?, e @ um ndmero
real positivo. Definimos uma elipse e—perturbada, com focos F; e Fa, como sendo o
conjunto formado por todos os pontos X € R? tais que satisfazem uma das seguintes
propriedades:

(E1) do(F1, X) + d(X, F) = 2a; (E3) de(F1, X) + de(Fo, X) = 203
(EQ) da(X, fl) + dE(X, ./T"Q) = 2&;

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Ek) serd chamada elipse e-perturbada
tipo k sendo k=1, 2, 3.

Observagao 7.2. O caso em que d.(F2, X)+d.(X, F1) = 2a recai em (E1), pois basta
trocar os papeis de Fi e Fo.

Teorema 7.3. Seja Fi = (f1, f2), Fo = (g1,92), € X = (x1,22). A elipse (E1) é uma
elipse euclidiana com focos Fy, F e o semieixo maior a. = a + 5(f2 — g2).

Demonstra¢ao. Tomando a definigdo da elipse (E'1) temos
d-(F1,X) +d.(X, F2) = 2a
= X = Al + X = Fof +e(ze = fat g2 —22) = 20
S X =Rl +I1X =Rl =2 (a+ (2~ 9))
O

Observacao 7.4. Em particular, se o segmento que une os focos é paralelo ao eixo
horizontal, a elipse (E1) é equivalente a uma elipse euclidiana com o mesmo semieixo
maior a.

7.1 Interpretacao geométrica da elipse tipo E2 e E3

Usando o método andlogo a demonstragao do Teorema 6.2, podemos analisar as
elipses (E2) e (E3) como sendo intersegao entre duas superficies. A seguir analisamos
a elipse (F2), pois a andlise da elipse (E£3) ¢ andlogo.
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Da defini¢ao da elipse e—perturbada (E2) temos,
d.(X, F1) + d.(X, F2) =2a
V(= [i)2 4 (2 = £)2+ V(21— 01)? + (22 — 92)% =2a — (fa + go — 225).

Neste caso, a elipse e—perturbada tipo 2 é a intersecao entre a seguinte superficie que
vamos chamar de filtro de café

z=/(z1— 1)+ (22— f2)2 + V(21 — 91)? + (22 — 92)°

z:25x2+2<a—5(f2;gz)).

As curvas de nivel do filtro de café sao elipses com focos F; e Fs, logo estd definido
para z > ||[F2 — Fi||. Lembrando que d. é invariante por translagoes, considerando
Fi1 = (f1, f2), Fo = —F; temos que a Elipse (E2) é caracterizada pela interse¢ao, do
filtro de café

e o plano

2 =/at+a3 —2fim1 — 2fams + [T+ [3
(7.1)

+\/2 + a3+ 2fim + 2fors + R+ 3
e o plano

2 = 2exqg + 2a. (7.2)

Para entender melhor o filtro de café da Eq. (7.1) e sua intersegdo com o plano da
Eq. (7.2), observe que, se intersectarmos a superficie com o plano zy = %xl, fi #0,
gerado pela reta passando pelos focos, obtemos

2 2
{Z = fl;;?h (lzr = fil + |21 + fi)

(7.3)

assim, para |xi| > |fi1] a Eq. (7.3) se reduz na reta

2 | 2
o B,
fi
para |z1| < |fi| a Eq. (7.3) se deriz ma reta
2 | 2
L _9 i ‘*‘2f2 -
fi
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e para —|f1| < x1 < |fi| a Eq. (7.3) se rediz ma reta horizontal

z =24/ f? + f3 (ver Figura Ga).

Considerando também a intersecao dos planos

f2

Ty = ——T1 € z = 2ex9 + 2a,

S

obtemos a reta

{z = 25%% + 2a

_ [
Ty = EQTl.

Repare que para a > +/ fZ + f2 ela intersecta duas das trés retas anteriores.

Agora, se intersectarmos a superficie da Eq. (7.1) com o plano x5 = —%xl, fa #0,
gerado pela reta perpendicular a anterior. Substituindo z, = —%xl na Eq. (7.1)
obtemos

2 2
L —9 Ji +2f2 (:13%+f22)1/2
f3
22 x?

Aff+ 13 B

que é um ramo de hipérbole (porque z > 0) no plano zo = —%xl com assintotas
2 2
z = =+2 %xl. Neste caso a intersecao dos planos xo = —%xl, fo#0ez=2ex242a

é areta z = —25%9&1 + 2a que para a > \/fl2 + f22 intersectar as duas assintotas (logo a
hipérbole) em alguns z positivos (Ver Figura 6b). Se f; = 0 ou fy = 0, interceptarmos
com os planos 1 = 0 e x5 = 0 e a analise é analoga.

Note também que a superficie da Eq. (7.1) é simétrica em rela¢do aos planos con-
siderados acima, pois suas curvas de nivel sao elipses.

Devido ao formato das intersegoes anteriores podemos intuir que a Elipse (E2) é
uma curva fechada, pois caso contrario existiria alguma paralela a superficie da Eq.
(7.1) tal que sua inclinagao seja sempre menor ou igual ao do plano da Eq. (7.2) na
mesma dire¢ao desta paralela (ver Figura 7).
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(a) (b)

Figura 6: Intersecao do filtro de café com planos.

Afirmagao: A Elipse (E2) é uma curva fechada.

x;

W

LY
s

—

I
e -

Figura 7: Elipse (£2) como intersegao.

A intersecao da superficie com o plano gerado pela reta o = mxy, isto é, substi-
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tuindo xo = mx; nas equagoes (7.1) e (7.2) temos as seguintes fungoes,

g(x1) Zm[(xl — MY " (mfl f2> ]

1+ m? 14+ m?
+m 2 m
4 /—1+m2[(3:1+f1 fz) +( fi— f2)] 7
14+ m?2 14+ m?2

[(x1) =2emax; + 2a,

respectivamente. Procedemos a mostrar que a partir de um z; > 0, a inclinagao de g
serd maior que a inclinacdo de [. A derivada de g(z) é

T — f}imgz T+ fiimgz
/ m m
g(z1) =V1+m? T+ — i
(o0 = ) + (BECR)2e [(on + Dd)? + ()20

cujo limite lim ¢'(z1) = 2v/1 + m?, logo, pela defini¢ao de limite, Ye; > 0 IN > 0 tal
T1—00
que

2V1+m? —e; < g'(x1) <2V1+m?+¢e; paraz; > N. (7.4)

Por outro lado, temos que 2v/1 +m? > 2m > 2em param > 0 e 0 < ¢ < 1, Assim, se
escolhermos ¢ tal que 2v/1 + m? — g; > 2em na Eq. (7.4), obtemos

I'(x1) =2em < 2V1+m? —e; < ¢'(x1) parax; > N.

Podemos concluir que dado m > 0, apds algum x; > 0 a inclinacao da curva dada por
g(z1) é maior que a inclinagdo da reta [(z1). Como [(0) > ¢(0) para a > +/fZ + f2
temos que elas vao se interceptar duas vezes. Para m < 0 usamos lim,, ,  ¢'(z1) =
—2v/1 +m? e a anélise é analogo. Para fazer m — oo é necessario primeiro multiplicar
e dividir por m a fungao g(z;) a fim de substituir mx; por s e obtemos a funcdo que
vamos chamar g(xs), observe que o resultado é o mesmo que simplesmente interceptar
a superficie com z; = 0,

1/2 1/2
g@2) = (@2 = £+ i+ (@2t L)+ £

que temos que comparar com a reta [(xs) = 2exe + 2a e repetindo o procedimento
anterior chegamos a mesma conclusao.

Portanto, se existir intersecao entre a Eq. (7.1) e Eq. (7.2), esta terd que ser uma
curva fechada.
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Afirmacao: A Elipse (E£2) nao é parte de alguma conica euclidiana. De fato, de

V(@ = f1)2 4 (22 — f2)2 + V(01 — 91)? + (22 — 92)% = 2623 + 20, (7.5)
obtemos a seguinte equacao polinomial de grau 4
e2(1 — %)y + 20202 + 2ea(1 — 26%)ad + 2cax?zy + (a® — fHa?+

+ (2] = (L= f5 + a*(1 = 6%))a] — 21 fowrwa + 2ea(ff + f3 — 2a*)z5 (T7.6)
+as(ff+ f3 —a®) = 0.

Pela afirmacao anterior, sabemos que a Eq. (7.6) representa uma unica curva fe-
chada. Por outro lado, se fosse possivel reduzir a equagao, ou seja, escrevé-la como
um produto de equagoes polinomiais de grau menor, entao a tnica possibilidade é que
o lado esquerdo da Eq. (7.6) seja o quadrado de uma expressao quadratica, a qual
representaria uma elipse euclidiana. Mas, observe que o quadrado de

1
Aaﬁ + Bxixo + Cx% + Dz + Exy + F, tal que AC — ZBQ > 0,

tem coeficientes nao nulos para =] e T3 0 que nao ocorre no nosso caso. Isto prova que
a Eq. (7.6) é irredutivel e também que a elipse (£2) nao é uma elipse euclidiana.

A seguir, na Figura 9 ((a)-(d)) e Figura 8 (a)-(b), sao apresentadas exemplos de
elipses (£2), onde foram consideradas a =5 e e =1/2.

(E3)
5

Figura 8: Elipses e-perturbadas.
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(E3)

(E3)

Figura 9: Elipses e-perturbadas.

8 Hipérboles s—perturbadas

Analogo a geometria euclidiana plana, definimos as hipérboles e-perturbadas como
sendo os lugares geométricos em R? tais que o médulo da diferenca das distancias entre
estes pontos e os dois focos é constante. Como a distancia e-perturbada é nao simétrica,
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foi possivel determinar trés tipos de hipérboles e—perturbadas.

Definigao 8.1. Sejam F, e F, pontos distintos que pertence & R?, e ¢ um nimero
real positivo. Definimos uma hipérbole e—perturbada, com focos F; e Fa, como sendo
o conjunto formado por todos os pontos X € R? tais que satisfazem uma das seguintes
propriedades:

(H1) |de(Fi1, X) — do(X, F2)| = 2aq; (H3) |d.(X,F1) —do(X, F2)| = 2a.
(H2) |do(F1, X) — d.(Fo, X)| = 2aq;

O conjunto dos pontos verificando a propriedade (Hk) serd chamada hipérbole e-
perturbada tipo k sendo k = 1,2, 3.

Observacao 8.2. O caso em que |d.(Fy, X) — do(X, F1)| = 2a recai em (H1), pois
basta trocar os papeis de F; e F .

8.1 Sobre as hipérboles (H2) e (H3)

Se fo = go (H2) e (H3), sao hipérboles euclidianas e se fo # g2 é um ramo de
hipérbole ou a uniao de dois ramos diferentes de hipérbole com os mesmos focos, mas
de diferentes distancias aos vértices e cada uma se fechando para um dos focos ou as
duas se fechando para o mesmo foco. Por exemplo, para (H2) temos que

17 = X = 172 = X[ + (a2 — ) — e = g2)]| = 2a.
‘ |F1 — X|| — || Fe — X|| —e(fo — 92)} = 2a. (8.1)

Note que se fo > go a curva ||F; — X|| — || F2 — X|| = e(fa — ¢2) ¢ um ramo de
hipérbole do lado de F, com distancia entre os focos 2c = \/(f1 — g1)? + (f2 — g2)? e
distancia entre os vértices 2a = e(f — g2). Este ramo de hipérbole divide o plano em
duas regides que temos que analisar devido ao valor absoluto na Eq. (8.1).

e Dentro do ramo (caso ||F; — X|| — [|[F2 — X|| > e(fa — g2)).

A equagao ||Fy — X|| — ||F2 — X|| = 2a + (f2 — ¢g2) também é um ramo de
hipérbole com os mesmos focos, logo com o mesmo 2¢, mas com distancia entre
os vértices 2A = 2a + £(fa — g2). Se A < ¢ o ramo estd dentro da regido porque
2A > e(f2 — g2). Se A > ¢ a curva nao estd definida.

e Fora do ramo (caso ||F; — X|| — ||[F2 — X|| < e(fe — ¢2))-

A equagao ||F; — X|| — ||F2 — X|| = —2a + (f2 — ¢g2) novamente é um ramo
de hipérbole com os mesmos focos, logo com o mesmo 2c¢, mas neste caso com
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distancia entre os vértices 24 = —2a + £(fs — g2) < &(fo — ¢2), logo é um ramo
que esta na regiao inclusive se 2A < 0.

Concluimos que a hipérbole (H2) da Eq. (8.1), é a unidao dos dois ramos, que depen-
dendo do valor de a uma delas pode nao existir (ver Figura 10). O caso fo < go é
andlogo e o estudo da hipérbole (H3) também torna-se andlogo ao caso anterior.

8.2 Sobre a Hipérbole (H1)
Pela definigao temos que (H1) é dada pela equagao
[1F1 = X[ = 1 X = Foll +e(22 — fo) — (g2 — 22)| = 2a
[IF2 = XI| = X = Foll + 222 — =(fo + 92)| = 2a. (2)

Usando uma andlise semelhante ao Teorema 6.2, faremos uma descricao da superficie
dada pela equagao

z=|F = X[ = [|X = F

2=V (11— i)+ (22— f2)2 = V(1 — 1) + (22 — g2)?, (8.3)

a qual vamos chamar de Paloma, em referéncia ao pombo (ver Figura 11).

Figura 10: Hipérboles e-perturbadas (H2) coma =5e¢ e =1/2.
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Figura 11: A Paloma.

As curvas de nivel da Paloma sao ramos de hipérbole com focos F; e F3 e distancia
entre os vértices |z|, para z > 0 é o ramo do lado de F;, e para z < 0 o ramo do lado de
Fi. Para

2=+ (fi — 91)? + (fa — 92)?
a curva de nivel é uma semi reta, contida na reta passando pelos focos, para z = 0 é
uma perpendicular a reta passando pelos focos e para

12| >V (fi = 91)2 + (f2 — 92)2

nao esta definida, para ver isso, de maneira analoga a analise precedente, lembrando
que d. é invariante por translagoes, consideramos F; = (fi, f2), F2 = —F; e obtemos
que a Eq. (8.3) pode se escrever como:

1/2 1/2
z :[QE% + 25— 2f1x1 — 2foma + fT + f22] - [x% + a3+ 2f1x1 + 2fors + T+ f22] /
a interse¢ao da superficie com o plano gerado pela reta zo = %xl (reta passando pelos
focos) é

2 2
z = \/ f1;;2f2 (|1’1 — fil = |371+f1|)

que para x; > |fi1] é a reta horizontal

z==2sgn(f\/ P + /3,
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para x1 < |f1] a reta horizontal

z=2sgn(fi)\/fT + f3

e para —|fi| <z <|fi] a reta

f2 + f2
2= —2sgn(f1)q] = 5 221
i
A interse¢ao da superficie com o plano gerado pela reta xo = —%wl (perpendicular

ao anterior) é z = 0.
O médulo na Eq. (8.2) implica que a hipérbole (E1) é obtida pela uniao das seguintes
intersecoes (lembre-se que fo + go = 0):

e A Paloma e o plano z = —2ex9 + 2a para | F; — X|| — [| X — Fa|| > —2exy. (ver
Figura 12)

e A Paloma e o plano z = —2exy — 2a para ||F; — X|| — || X — F|| < —2ewx,.

Como a > 0, —2ex9 + 2a > —2ex9 € —2ex9 — 2a < —2ex5 entao as condigoes anteriores
sao irrelevantes, pois cada plano esta no setor que estamos considerando. E claro que
para um ¢ suficientemente pequeno a intercep¢ao entre o plano e a superficie sera
semelhante a um ramo de hipérbole, mas dependendo do a e da localizacao dos focos
podem se obter desde curvas fechadas até uma composicao de curvas abertas e fechadas.

Figura 12: Paloma e plano
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Uma propriedade da hipérbole (E1) que pode ser provada facilmente é a simetria
em relagao ao centro C'. No caso particular de C' = 0 uma parte da hipérbole (E1) é a
intersecao das superficies

1/2 1/2
2 =[a} +a3 = 2w = 2foms + 2+ 317 = [0} 4+ 2frms + 2o + f2 4 £3])
z = —2ex9 + 2a

observe que se substituirmos (z1, x3) por (—z1, —z3) obtemos

1/2 1/2
z=[a] 4+ 25 + 2fiz1 + 2foms + [T + [7] - (27 + 23 — 2f1m1 — 2foxa + fT + f3 ] /
z =2ex9 + 2a

cuja solucao é a mesma de
1/2

z=[at + a3 — 2frwy — 2foma + f7 + [3] ]1/2

z=—2ex9 — 2a

— [23 + 23 + 2fiz1 + 2fama + [T + f3

que ¢ a outra parte da hipérbole (E1).
A seguir, na Figura 14 (a)-(d) e Figura 13 sao apresentadas Hipérboles (E1) com
e=1/2ea=0.1.

A—J‘NFZ 1

-4

Figura 13: Hipérbole (H1).
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Figura 14: Hipérboles (H1).

9 Conclusoes Finais

Neste artigo, foi considerado uma norma euclidiana perturbada por uma forma linear
a qual torna a distancia de um ponto a outro, nao simétrica. Com isto gera-se uma
nova geometria nao euclidiana e questoes de geometria analitica surgem naturalmente.
O objetivo deste trabalho foi caracterizar as conicas nesta nova geometria.
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Para isto, foram necessérias a obtencao de formulas de distancias de ponto a ponto,
de ponto a reta e vice-versa. Com isto conseguimos estudar as conicas, nao s algebrica-
mente, mas também usamos fortemente técnicas geométricas de intersecao de superficies
para caracterizar estas conicas. Mostramos que as circunferéncias e-perturbadas sao
elipses euclidianas transladadas (ver Teorema 4.2). Também foi demonstrado que as
pardbolas e-perturbadas sdo algumas das conicas euclidianas (ver Teorema 6.2), mos-
tramos que uma das elipses e-perturbadas é uma elipse euclidiana (ver Teorema 7.3)
e as outras duas sao curvas fechadas que nao sao elipses euclidianas. Por fim, foi pro-
vado que duas das hipérboles e-perturbadas sao a uniao de ramos de hipérboles com
os mesmos focos, mas com distintas distancias aos vértices. Apresentamos, figuras das
coOnicas para uma melhor apreciacao do artigo. Estas figuras foram feitas com ajuda do
software livre GeoGebra 5.0.

Embora a geometria de Finsler seja um tépico avancado e relativamente recente,
este artigo tenta trazer exemplos especificos e acessiveis para discentes de graduacao
que ja cursaram geometria analitica e calculo. Tornando assim o sonho de S. S. Chern, o
chamado pai da geometria moderna, de trazer a geometria de Finsler para a graduagao,
nao tao distante quanto parecia.
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