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Resumo

Neste estudo, investigamos a geometria das conicas - circunferéncia, parabola, elipse e
hipérbole - utilizando as métricas da Soma e do Maximo. Analisamos e caracterizamos,
analiticamente as equagcoes dessas conicas com essas métricas especificas.

Palavras Chaves: Métrica da Soma; métrica do Maximo; conicas.

Abstract

In this study, we investigate the geometry of conics sections - circle, parabola, ellipse
and hyperbola - using the sum and maximum metrics. We analyze and characterize,
analytically, the equations of these conics with these specific metrics.

Keywords: Sum metric; maximum metric; conics.

1 Introducao

O estudo das conicas classicas — elipse, hipérbole e pardbola — remonta a an-
tiga Grécia, com investigacoes realizadas por matematicos como Menaechmus, Eucli-
des, Arquimedes, Kepler e Apolonio. Menaechmus foi pioneiro ao estudar diferentes
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seccoes planas de uma superficie conica circular, construindo curvas com propriedades
algébricas e demonstrando que o ponto de intersecao delas forneceria as médias propor-
cionais desejadas. Ele é considerado o primeiro a criar uma representacao estereométrica
das secoes conicas, descobrindo as curvas que seriam posteriormente chamadas de elipse,
pardbola e hipérbole ([1, 3]).

Euclides contribuiu com um livro sobre conicas, citado por Apolonio, mas que nao
chegou aos nossos dias. Apolonio aprofundou o estudo das conicas em uma obra com-
posta por oito livros, nomeando-as elipse, pardabola e hipérbole. Johannes Kepler,
aprendendo astronomia com Michael Maestlin, concluiu que a 6rbita de Marte era uma
elipse, colocando o Sol em um de seus focos, formulando a primeira lei de Kepler sobre
o movimento planetario. Suas trés leis descrevem que os planetas se movem em érbitas
elipticas, com velocidades varidveis dependendo da distancia ao Sol, e que os quadra-
dos dos periodos de translacao dos planetas sao proporcionais aos cubos dos semi-eixos
maiores de suas érbitas ([2]).

No estudo realizado por Hrycyk [4], sdo examinadas as conicas classicas: elipse,
hipérbole e pardabola. O autor explora essas curvas sob uma perspectiva geométrica e
analitica, utilizando as trés métricas convencionais no plano R?: Euclidiana, do Maximo
e da Soma. Vale destacar que o enfoque principal do autor estd nas formas canonicas
dessas coOnicas, isto é, considerando os focos simétricos nos eixos coordenados.

O autor Mosquera [7], investiga a geometria das curvas planas definidas por lugares
geométricos, utilizando as métricas do Maximo e da Soma. Especificamente, analisa as
conicas e os ovais de Cassini' nos casos canonicos e gerais. Também, apresenta férmulas
de distancias entre um ponto e uma reta utilizando as métricas da Soma e do Maximo.
O autor destaca que na literatura nao consta uma férmula explicita para essa distancia
em relacao a qualquer reta no plano.

Neste trabalho, obtemos uma relagao notdvel entre as métricas da Soma e do
Méximo (ver Teorema 3.5), mostramos que uma pode ser recuperada a partir da outra
mediante uma composi¢ao de uma rotacao e uma homotetia. Damos uma demonstracao
alternativa a férmula da distancia de um ponto a uma reta dadas em [7]. Além disto,
caracterizamos as conicas utilizando as métricas de Soma e do Maximo. Gréaficos sao
apresentados para uma melhor compreensao.

Na secao 2, apresentamos os preliminares necessarios para a compreensao do traba-
lho. Introduzimos a definicao de espaco métrico e damos como exemplos as ja conheci-
das métrica Euclidiana, métrica da Soma e métrica do Maximo, acompanhadas de uma
interpretacao geométrica que as relaciona entre si.

Na secao 3, exploramos algumas propriedades fundamentais da métrica da Soma e

! As ovais de Cassini sdo uma familia de curvas qudrticas, as quais sdo uma generalizacdo da lem-
niscata de Bernoulli e, portanto, da elipse.
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do Méaximo, em particular, no Teorema 3.5 obtemos uma relagdo importante para o
desenvolvimento do trabalho.

Na secao 4, caracterizamos as circunferéncias na métrica da Soma e do Maximo (ver
Teorema 4.3 e Corolario 4.7).

Na se¢ao 5, obtemos as férmulas de distancia de um ponto a uma reta nas métricas
da Soma e do Méximo (Ver Teoremas 5.1 e 5.2).

Na secao 6, caracterizamos as parabolas na métrica da Soma e do Maximo, apre-
sentando a Proposicao 6.2 e a Observacao 6.3.

Na secao 7, caracterizamos as elipses na métrica da Soma e do Maximo, abordando
suas propriedades conforme a Proposicao 7.2 e a Observacao 7.3.

Na se¢ao 8, investigamos as hipérboles na métrica da Soma e do Maximo, discutindo
sua caracterizacao e comportamento geométrico.

Por fim, na segao 9 sao feitas consideracoes finais sobre o trabalho.

2 Preliminares

Definicao 2.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que
associa a cada par ordenado (P,Q) € M x M um ntumero real d(P,Q), chamado a
distancia de P a (), de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer

P.Q,Re M:
(d1) d(P, P) = 0;
(d2) Se P # @ entao d(P,Q) > 0;

(d3) d(P, Q) = d(Q, P);
(d4) d(P,R) < d(P,Q)+ d(Q, R) (desigualdade triangular).

Diremos que um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto nao vazio e d
¢ uma métrica em M.

Daremos agora alguns exemplos de espacos métricos em [6].

Exemplo 2.2. A métrica “zero-um”. Qualquer conjunto M nao-vazio pode tornar-se
um espago métrico. Basta definir a métrica d : M x M — R pondo d(P,P) = 0 e

d(P,Q)=1se P# Q.

Exemplo 2.3. Subespaco; métrica induzida. Se (M,d) é um espaco métrico, todo
subconjunto S C M pode ser considerado, de modo natural, como espago métrico:
basta considerar a restricao de d a S x .S. Quando isto é feito, S chama-se um subespaco
métrico de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M.
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Exemplo 2.4. A reta, ou seja, o conjunto R dos nimeros reais, é o exemplo mais
importante de espago métrico. A distancia entre dois pontos a,b € R é dada por
d(a,b) = |a — b|. Esta é a chamada “métrica usual” da reta.

A seguir, adotaremos a notacao
P = ($P>?JP)7 Q: ('TvaQ)7 R = (:L‘RayR)a
para nos referir a pontos de R2.

Exemplo 2.5. Ha trés maneiras naturais de se definir a distancia entre dois pontos em
R2. Dados P e (Q, escrevemos:

dp(P,Q) = \/(p — 20)? + (yr — y0)?.
ds(P, Q) = |rp — zq| + lyr — yq| e
dy (P, Q) = max {[zp — 2ql, [yr — yol} -

As funcoes dg, dg, dy : R? x R? — R sao métricas. As métricas dg, dg e dy sao
chamadas Fuclidiana, da Soma e do Mdazrimo, respectivamente.

A métrica da Soma é conhecida também como a distancia do Taxi (ver [5]) ou
métrica de Manhattan. Por outro lado, a métrica do Maximo é conhecida como a
métrica de Chebyshev ou métrica do Tabuleiro de Xadrez.

Observagao 2.6 ([6]). Sejam dg, ds e dy as métricas definidas no Exemplo 2.5. Quais-
quer que sejam P, (Q € R?, tem-se

dM(P7Q)ng(PaQ)SdS(P>Q)§2dM(PvQ) (2'1)

Além das desigualdades (2.1), temos a seguinte identidade
dy = dy + (ds — du)?,

cuja interpretacao geométrica é:
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ds — dur

dar
Figura 1: Interpretacao geométrica.

Sejam P = (zp,yp) ¢ Q = (vg,Yg), com zp # xg € yp # Y. Consideremos
o triangulo retangulo com P sendo a hipotenusa, e com catetos a = |rg — xp| €
b = |yp —yg| como na Figura 1. Sem perda de generalidade, podemos considerar a > b,
entao, as métricas da Soma e do Maximo podem ser escritos em funcao dos catetos do
triangulo retangulo,

ds(P,Q)=a+b e dy(P,Q)=a.

O Teorema de Pitagoras nos da a seguinte relacao entre as trés métricas

ds = dyr +\/d2 — &2,

3 Propriedades fundamentais da métrica da Soma
e do Maximo

Definicao 3.1. Seja d uma métrica qualquer em R?. Dizemos que uma métrica d é
invariante por translacoes, se para qualquer translacao 74 : R? — R? definida por
Ta(P) =P+ A, onde A € R?| se tenha

d(Ta(P), Ta(Q)) = d(P, Q),
para todo P, € R?.
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Definigao 3.2. Seja d uma métrica qualquer em R?. Dizemos que uma métrica d é
invariante por rotacoes, se para qualquer rotacao Ry : R? — R? definida por

cosf) —senf
Ro(P) = ( senf cos6 ) B

onde # € R, se tenha
d(RQ(P)a RO(Q)) - d(Pa Q)7
para todo P, Q € R2.

Observagao 3.3. A Definicao 3.1 e Definicao 3.2 é uma adaptacao do conceito de iso-
metria entre espagos métricos ([6]), isto é, uma fungao ¢ : M — M’ bijetiva entre os
espagos métricos (M,d) e (M',d') que satisfaz

d'(p(x), ¢(y)) = d(z,y), para todo x,y € M.
E conhecido que na métrica Euclidiana dr em R? as translacoes e rotacoes sdo isome-

trias. Portanto, a métrica Euclidiana dg ¢ invariante por translagoes e rotagoes.

3.1 Propriedades de invaridncias da métrica da Soma

1. dg é invariante por translacoes. De fato, seja a translacao T4, entao para quaisquer
P e Q € R? temos,

ds(Ta(P), Ta(Q)) = ds(P + A,Q + A)
=ds((rp + Ta,yp + ya), (TqQ + T4,Yq + ya))
= [(zQ +xa) — (xp + za)| + [(vQ + ya) — (yp + ya)|
= |zq — zp| + |yg — yr| = ds(P, Q).

2. dg nao é invariante por rotacoes. Basta mostrar que
ds (R3(0,0), R5(v2,0)) # ds ((0,0), (v2,0))
De fato,

ds (R3(0,0), Rz (v2,0))) = ds ((0,0),(1,1)) = 2.

LE}

ds((0,0), (v/2,0)) = V2.
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3.2 Propriedades de invariancia da métrica do Maximo

1. dys € invariante por translacoes. De fato, seja a translacao 74, entao para quais-
quer P e Q € R? temos,

Ay (Ta(P), Ta(Q)) = du(P + A, Q + A)
=dy((rp +2a,yp +Ya), (2@ +Ta,Yq + Ya))
= max {|(zq + za) — (zp + 24, [(yg + ya) — (yp + ya)[}
= max {|zq — zp, lyo — yr|} = du(P, Q).

2. dj; nao ¢ invariante por rotacoes. Basta mostrar que
dM <,R'§ (07 O)a R% (\/57 O)) 7£ dM ((07 O)a (\/57 O)) .
De fato,

dor (R%(0,0),Rg(\/i, 0)) — dyr ((0,0), (1,1)) = 1,

dar((0,0), (V2,0)) = V2.

3.3 Relacgoes entre as métricas da Soma, do Maximo e Eucli-
diana

Proposicao 3.4. Para quaisquer nimeros a,b € R temos,
max{|a + b|, |a — b} = |a| + |b].

Demonstracao.
Caso 1: Sea >0e b > 0, temos,

max{|a + b|,|a — b|} = max{a + b,|a — b|} =a+b=|a|] + |}

pois |a — b| < |a| + |b| = a + 0.
Caso 2: Sea > 0e b <0, temos,

max{|a + b|, |a — b|} = max{|a +bl,a — b} =a—b=|a| + |b|

pois |a + b| < |a| + [b] = a —b.
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Caso 3: Sea <0eb >0, temos,
max{|a + b|, |a — b|} = max{|a +b|, —a+ b} = —a+ b= |a|] + |b]
pois |a + b < |a| + |b| = —a + b.
Caso 4: Se a < 0 e b <0, temos,
max{|a + b|, |a — b|} = max{—a —b,|a —b|} = —a — b= |a| + |b]
pois |a — b| < |a| + |b| = —a —b. O
O seguinte teorema afirma que a métrica da Soma pode ser recuperada usando a
métrica do Maximo mediante uma rotacao.

Teorema 3.5. Sejam dg, dy as métricas da Soma e Mdximo, respectivamente. Para
quaisquer pontos P,Q € R?, temos a sequinte relacdo

ds(P,Q) = V2dy (R=(P),R=(Q)) - (3.1)

4

Demonstragao. Primeiro vamos considerar P = O = (0,0) e Q = (zg,yq). Usando a
Proposicao 3.4 temos

V2du ((0,0), Rz (vq. ya)) = V2dar (<0’ 0) %@Q TYatet yQ))
= max{|zg — ygl,|ro + yo|}
= |zl + [yql
= ds((0,0), (zq,yq))-

Para o caso geral, usando a invariancia por translagoes de dg e dj; temos
ds(P,Q) = ds(0,Q — P) = V2dy (O,R=(Q — P))
= V2dy (0, R=(Q) — R=(P))
= V2dy (R=(P),R=(Q)) .
O

Observacao 3.6. Note que na demonstracao do Teorema 3.5 se usarmos uma rotacao
por 7 £n3, onde n € Z, terlamos o mesmo resultado.

Observagao 3.7. Pela observagao anterior temos que a identidade (3.1), pode ser escrita
como,

1

dy(P,Q) = Eds (R
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Pelas identidades (3.1) e (3.2) o estudo das métricas dg e dys se reduz ao estudo de
uma delas somente. Nas seguintes secoes s6 nos centraremos na métrica da Soma, pois
os resultados poderao ser estendidos a métrica do Méximo pela relagao (3.2).

4 Circunferéncias

4.1 Circunferéncia com a métrica da Soma.

A seguir caracterizamos todos os pontos do plano tal que sua distancia a um ponto fixo
¢ uma constante.

Definigao 4.1. Dados C' um ponto em R? e r > 0, definimos a circunferéncia da Soma
Cs[C,r] de centro C' e raio r, como sendo o conjunto formado por todos os pontos
X € R? tais que satisfazem

ds(C, X) =T

Definicao 4.2. Dados C' um ponto em R? e r > 0, definimos as circunferéncia do
Mazimo Cy[C,r] de centro C' e raio r, como sendo o conjunto formado por todos os
pontos X € R? tais que satisfazem

dM(C, X) =T.
Teorema 4.3. A circunferéncia Cs[C,r] € caracterizada pelos lados de um quadrado
de vértices C' + (r,0), C' + (0,r), C' + (—r,0) e C + (0, —7).

Demonstracao. Pela invariancia por translagoes de dg vamos analisar Cg[(0,0),7]. Con-
siderando X = (z,y) € R?, da definigao de dg temos que dg((0,0), X) = r é equivalente
a

[z + [yl =,
logo, podemos caracterizar esta equacao em cada quadrante de R? como segue,
y=—-xv+r, z,y>0
y=x—r, x>0,y<0
y=x+r, x<0,y>0
y=—x—r, x,y<0.

Entao, Cs[(0,0),r] é a borda de um quadrado de vértices (r,0), (0,7), (—=r,0) e (0,—7).
Ver na Figura 2, o grafico na cor verde. O

Cs[(0,0),7] : (4.1)

Observagao 4.4. Pode-se provar que a distancia do centro do quadrado (4.1) até qual-
quer ponto interior deste quadrado é menor que r, e a distancia do centro até qualquer
ponto no exterior do quadrado é maior que 7.
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4.2 Invariantes nos quadrantes

Como consequéncia da equagao da circunferéncia da Soma (4.1) temos as seguintes
propriedades em cada quadrante do plano cartesiano, assim a distancia da origem a um
ponto arbitrario de cada quadrante é dada por:

1. No primeiro quadrante (z,y > 0), para (x,y) € Cs[(0,0),r], r > 0, da equagao
(4.1), temos que

ds((0,0), (z,y)) = ds((0,0), (z, —x + 7)) =

em particular, paraz =0 (y =7r) e x =7 (y = 0), temos
(( 0) ( )) = dS((O’0)7 (Tv O))

Assim, procedendo de maneira andloga para os outros quadrantes, conseguimos
resultados similares.

2. No segundo quadrante (x < 0,y > 0), temos que
ds((0,0), (z, z 4+ 7)) = ds((0,0), (0,r)) = ds((0,0), (=r,0)) =
3. No terceiro quadrante (z,y < 0), temos que
ds((0,0), (z, =z — 1)) = ds((0,0), (0, —r)) = ds((0,0), (=r,0)) =
4. No quarto quadrante (z > 0,y < 0), temos que
ds((0,0), (z,z —r)) = ds((0,0), (0, =r)) = ds((0,0), (r,0)) = r

Exemplo 4.5. Seja P = (xp,yp) com xp,yp > 0 entao

ds((0,0), (zp,yp)) = ds((0,0), (x, =z + (zp +yp))), 0<z<zp—+yp
= ds((0,0), (x,z + (zp +ypr))), —(zp+yp) <2 <0
= ds((0,0), (z, —z — (zp + yp))), —(zp+yp) <2 <0
= ds((0,0), (z,z — (zp +yp))), 0<z<zxp+yp
em particular, para x = —xpoux =xpoux=0o0uxr =2xp+yp

ds((0,0), (zp,yp)) = ds((0,0), (=zp,yp)) = ds((0,0), (=zp, —yp))
= ds((0,0), (zp, —yp)) = ds((0,0), (0, zp + yp))
= ds((0,0), (zp + yp,0))
Observagao 4.6. As duas uiltimas igualdades acima nos dizem que para obter dg desde
a origem até P = (xp,yp), basta examinar esta distancia desde a origem até os pontos

de intersecao dos eixos coordenados com as retas y = +x £ (|zp| + |yp|), isto é nos
vértices de Cg[(0,0),7].
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4.3 Circunferéncia com a métrica do Maximo

Corolario 4.7. A circunferéncia Cy/[C, r] é caracterizada pelos lados de um quadrado
de vértices C' +/2r(1,1), C 4+ v2r(1,—1), C + v2r(=1,~1) e C 4+ v/2r(1,—1). Ver a

Figura 2 na cor azul.
Demonstragao. Pela relacao (3.2) e pelo Teorema 4.3, obtemos
X €Cyl0,1] <= dy(0,X) =r <= ds(0,Rz(X)) =v2r
= Rz(X) €Cs[0,1V2] < X € R_=(Cs[0,rv2)).

Figura 2: Circunferéncias.

5 Distancia de ponto a reta

A seguir daremos uma demonstracao das féormulas da distancia entre um ponto e
uma reta usando as métricas da Soma e do Maximo.
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Teorema 5.1 ([7]). Sejam a reta s : ax +by+c =10 e o ponto P = (xp,yp) € R?,

entao
_|azp +byp + ¢

ds(P.s) = ATl o

Demonstracao. Pela Observacao 4.4 podemos usar a técnica de procurar o radio da
circunferéncia Cg[(zp,yp),r] de tal forma que exista uma tdnica intersecao entre esta
circunferéncia e a reta s. Pela Observacao 4.6 basta intersectar com os eixos coordena-
dos (ver Figura 3). Dividiremos a demonstra¢ao em 3 casos.

Caso 1: Suponhamos que a reta s é vertical, isto é, s : 2 = —<, (b= 0 e a # 0) entao

{y=vyrtns={(—%,yp)}, logo

[ arp +c
ds(P, s) = ds <(xPayP)a (—avyp)> = |}|?T’-

Caso 2: Suponhamos que a reta s ¢ horizontal, isto ¢, s : y = —¢, (a = 0 e b # 0)

entao {z = zp} Ns = {(zp, —7)}, logo

¢ byp + ¢
ds(P,s) = ds ((xpuyP), (zp, —[-))> — %'
Caso 3: Suponhamos que a reta s ¢ inclinada, isto é, (b # 0) s : y = —¢x — 7, entdo

R () It o)

respectivamente. Para obter a distancia entre um ponto e uma reta escolhemos o
minimo das distancias entre dg (P, (xp, —M)) edg (P, (—bupte yp)) , isto é

b a

arp + ¢

ds(P, s) = min { 3 +yp

_axp +byp + ¢
max{al, [b]}

+xp

‘byp+c

ReviSeM, Ano 2025, N°. 1, 24-51 35



Figura 3: Intersecao de retas vertical e horizontal com a reta s.

Teorema 5.2 ([7]). Sejam a reta s : ax +by+c =0 e o ponto P = (zp,yp) € R?,
entao | ; |
axrp + byp + ¢
dM(P7 S) = .
|af + (0]
Demonstragdo. Seja (Z,7) = Rz (,y), entdo (z,y) = R_=(7,7) = \/Li (T+7,7—7).
Logo

s:ar+by+c=0
Rz(s):a(f+T) + b7 —T) + V2 =0
Rx(s): (a—bT+ (a+b)7+vV2=0
A novas coordenadas (7, y) serao denotadas por (x,y) para facilitar a leitura. Como
R=(s):(a—b)x+ (a+b)y+ v2¢ = 0, e pela Proposicio 3.4 temos,

NE]

1
du(P,s) = —st(Rg(P),Rg(S))
(a — b)—(xpgp) + (a + b)—(IPj;P) +v/2¢
max {|a + b, |a — b|}
_laxp +byp + |
lal + (0]

ST
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]

Observagao 5.3. Uma demonstragao geométrica seria usar o mesmo argumento da prova
do Teorema 5.1, isto é, bastando intersetar a reta s com as retas Iy : y = +(x —x,) +yp
(ver Figura 4).

Figura 4: Intersecao de retas obliquas com a reta s.

6 A parabola na métrica da Soma e do Maximo

Definigao 6.1. Sejam s C R? e F € R? uma reta (chamada diretriz) e um ponto
(chamado foco), respectivamente. Definimos a pardbola na métrica da Soma, com
diretriz s e foco F', como sendo o conjunto formado por todos os pontos P € R? que
satisfazem

ds(P, F) = ds(P,s). (6.1)
Como dg é invariante por translagoes, podemos considerar F = (0, 0).

Proposicao 6.2. A pardbola na métrica da Soma Ps[O, s] de foco O = (0,0) e diretriz
s:ax +by+c=0 € caracterizada por
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(A —sgn(c)a)z + (A —sgn(c)b)y = |c|, z,y >0

Psl0.5] (=X —sgn(c)a)r + (A —sgn(c)b)y =lc|, x<0,y>0
7 (=X —sgn(c)a)r + (=X —sgn(c)b)y = |¢|, x,y <0

(A =sgn(c)a)r + (=X —sgn(c)b)y = |e|, x>0,y<O0.

onde \ = max{|al, [b|}.

Demonstracao. Seja s definido pela equagao ax + by + ¢ = 0 com ¢ # 0. Denotemos
também A = max{|al,|b|}. Logo, para P = (x,y), de (6.1) e utilizando o Teorema 5.1
obtemos

lax + by + |
o] -yl = 2 (6.2
Faremos a analise nos quadrantes.
Caso 1: Sex > 0ey > 0. De (6.2) tem-se
Mz +y) = |az + by + ¢|.
Equivalentemente,
A—a)x+A=Dby=c se ar+by+c>0, (6.3)
—[A+a)z+(A+by]l=c se ar+by+c<O. (6.4)

Pela defini¢ao de A, temos que (A+a)x+(A£b)y > 0, entdo se ¢ > 0, a reta a considerar
é (6.3), e se ¢ < 0, a reta a considerar é (6.4). Por outro lado, como Ax + Ay > 0, temos
que se ¢ > 0, de (A —a)x + (A — b)y = ¢ temos que ax + by + ¢ > 0. Se ¢ < 0 entéo,
de (=X —a)z + (—=\ —b)y = —c temos que ax + by + ¢ < 0. Assim, as equagoes (6.3) e
(6.4) podem ser reescritas como,
A—a)x+(A=bly=c se ¢>0,
—[A+a)z+(A+by]=c se c<O.

Caso 2: Sex <0ey >0. De (6.2) tem-se
M=z +y) = |ax + by + ¢|.
Equivalentemente,

(-A—a)x+A—=bly=c e ar+by+c>0, (6.5)
—(=A+a)z+(A+byl=c e ar+by+c<0. (6.6)
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De modo anélogo ao caso 1, temos que as equacgoes (6.5) e (6.6) podem ser reescritas
como,

(-A—a)z+(A=by=c se ¢>0,
—[(=A+a)z+(A+byl=c se c<O.

Caso 3: Sex > 0ey <0. De (6.2) tem-se
Mz —y) = |ax + by + ¢|.
Como feito no Caso 1, esta equacgao é equivalente a

A=—a)x+(-A=by=c e ¢c>0,
—[A+a)z+(=A+byl=c e c<O.

Caso 4: Sex <0ey <0. De (6.2) tem-se
ANz +y) = |ax + by + ¢|.
De modo analogo ao Caso 1, esta equacao é equivalente a,

(-A=—a)z+(=A=by=c se ¢>0,
—[(=A+a)z+(=A+byl=c se c¢<NO.

Observagao 6.3. Pela Observagao 3.2 temos que

P e PM[O,S] <~ dM(P, O) = dM(P, S)

1 1
Eds(Rg(P)aRg(O)) = Eds(R
< R=z (P) € 735[0,7?%(8)]

~— PeER = (Ps[07R§(5>])

—

Assim, a pardbola na métrica do Méximo com foco F = O = (0,0) e diretriz s :
ax 4+ by + ¢, é pardbola na métrica da Soma com foco F = O = (0,0) e diretriz
Ra(s):(a—b)z+(a+by+ v2¢ = 0 rotada /4 no sentido horério, respectivamente.
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Exemplo 6.4. Sejam F = (0,0) o foco e s : 2z +y —5 = 0 a reta diretriz, entao a
pardbola da Soma Pg[O, s] é dada por

dr+3y =5, z,y>0

PslO. 5] : y=5/3, r<0,y>0
dr—y =95, x,y<0
Yy = —H, x>0,y <0.

PslO, 5]

Pul0, 5]

Figura 5: Parabola construida por quadrantes.

Pela Observagao 6.3 temos que a pardabola na métrica do Maximo Py,[O, s] com
foco F = O = (0,0) e diretriz s : 2 +y — 5 = 0 é a rotagdo por /4 no sentido horario
da pardbola na métrica da Soma Pg[O, s'], onde 5" : z + 3y — 5v/2 = 0 é a reta rotada
por 7/4 no sentido anti-hordrio (ver Figura 6), respectivamente.
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\ §rtdy—5Va=0

PO,

PslO, 5]

Figura 6: Parabolas com a diretriz rotacionada.

7 A elipse na métrica da Soma e do Maximo

Definicao 7.1. Sejam F; e F, pontos distintos em R? e @ um niimero real positivo.
Definimos uma elipse na métrica da Soma, com focos F; e Fs, como sendo o conjunto
formado por todos os pontos P € R? que satisfazem

ds(P, fl) + ds(P, ,FQ) = 2a com 0 < ds(fl,fQ) < 2a. (71)

Como dg ¢ invariante por translacoes, podemos considerar os focos como sendo

Fi=(f,9) e Fo=—F = (—f,—g). Agora, para P = (x,y), de (7.1), obtemos
lw = fl+ 1y —gl+|z+ fl+ |y + 9| =2a, com 0 <|f] +]g] <a. (7.2)

Seja F(x,y, f,g9) = |z — fl+|y—g|+|z+ f|+ |y + g| — 2a. Note que F' é simétrica em
relacao ao eixo OX, eixo OY e a origem O, isto é,

F(«'an,fag) = F(—%%fag) - F(‘ra_yufmg) - F(_‘ra_yufmg) (73)
O mesmo acontece com f e g, isto ¢,
F(xaymfvg) = F(xaya_fag) = F(l’,y,f, _g) = F($ay>_f7 _g) (74)
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Proposigao 7.2. Sejam os focos F; = (f,g) e Fo = —F1, a > |f|+|g| e o conjunto no
primeiro quadrante

r+y=a, x>|fly>]gl
Eilaex=a—g, a>z>|f[,0<y<]|g
y=a—f, 0<z<|fl,a>y>|g|

Entao a elipse na métrica da Soma Es[(f,g),a] de focos Fy = (f,g9) e Fo = —F; ¢
a>|f|+ |g| é dada por

Esl(f,g9).a =€ v ueMueY,

onde &M := {(z,y) € R?; (—az,y) € ET}, M = {(z,y) € R% (—z,—y) € ET} e &V =
{(l’,y) S RQ? (27, _y) € gl} .

Figura 7: Elipse construida por quadrantes.

Demonstragao. Considerando (7.3) e (7.4), basta estudar no quadrante z > 0ey > 0
e, considerar f,g > 0.

e Se f =0 temos g > 0. Dai, de (7.2) tem-se

20+ |y —g|+y+ g =2a.
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Equivalentemente,

r+y=a ¢ y>4y,
r=a—g e y<g.

e Se g =0 tem-se f > 0. Dai, de (7.2) tem-se
v — fl+2+ f+ 2y =2a.
Equivalentemente,

r+y=a e x> f
y=a—f e z<f

e Se f>0eg>0. Dal de (7.2) tem-se

le—fl+z+f+ly—gl+y+g=_2a.

Equivalentemente,
r+y=a e x>f y>y,
y=a—f e xz<f, y>y, (7.5)
f+g=a e z<[f y<y,
r=a—g e z>f y<g.

Desde que dg(Fi,F2) < 2a tem-se |f| + |g| < a, portanto, o terceiro caso da
equagao (7.5) nado acontece.

]

Observacao 7.3. Pela Observacao 3.2 temos que

PegM[(fag)’a] <~ dM(Pv<f>g))+dM(P’_(fvg)):2a
%ds(Rg(P%Rg((f, 9) + %ds(Rg(P)aRz(—(ﬁ 9)) = 2a
— R%(P) € ES[RE((fv g))v \/5&]

4

= PeR : (&[Rz((f9))v2d])

—
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Portanto, a elipse na métrica do Méximo com focos F; = (f,g) e Fo = —F;, é uma
elipse na métrica da Soma com focos Rz (F;) e R=(F2) (ver Figura 8).

Figura 8: Elipse do Méximo por homotetia e rotagao.

8 A hipérbole na métrica da Soma e do Maximo

Definicao 8.1. Sejam F; e F, pontos distintos em R? e ¢ um niimero real positivo.
Definimos uma hipérbole na métrica da Soma, com focos F; e Fo, como sendo o conjunto
formado por todos os pontos P € R? que satisfazem

|dS(P, fl) — ds(P, .Fg)’ = 2a com ds(fl,./t.g) > 2a. (8].)

Novamente, como dg é invariante por translagoes, podemos considerar os focos como

sendo F1 = (f,g) e Fo = —F; = (—f, —g). Assim para P = (z,y), de (8.1), obtemos
lz = fl+1y — gl =z + f1 =y + gll = 2a, com [f] +]g] > a. (8.2)
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Seja G(z,y, f,9) = |lz — fl+ |y — gl — | + f] — |y + g]| — 2a. Note que G é simétrica
em relacao a origem O, tanto nas variaveis x,y como nas variaveis f, g, isto é,

Gz, y, [, 9) = G(—z,—y, [, 9) = G(x,y,— f, —9). (8.3)
Portanto, de (8.3) e (8.2), basta estudar o semi espaco y > 0 e, considerar g > 0.
1. Sex > 0ey > 0. Suponha f,g > 0:
e Se f=0entdo g > a > 0. Assim, por (8.2), temos
ly — gl —y— g =2a.
Equivalentemente,

g=a e y>gq, (8.4)
y=a e y<g.

Note que, (8.4) nao acontece pois g > a.

e Se g =0 temos f > a > 0. Assim, por (8.2), temos
|z = fl =2+ f| = 2a.
Equivalentemente,

r=a e x<f,
f=a e x> f. (8.5)

Note que, (8.5) nao acontece pois f > a.

e Se f,g > 0 entao f + g > a. Dali, por (8.2), obtemos

|z —=fl+ly—gl—2—f—y—g|=2a.

Equivalentemente,
f+g=a e z>f, y>y, (8.6)
r=a—g e z<f, y>gqg,
r+y=a e < f, y<gyg,
y=a—f e x>f y<g. (8.7)

Observe que, (8.6) ndo acontece e (8.7) sé acontece se a > f.
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Suponha agora f < 0e g > 0:
e Se g =0 entdao —f > a > 0. Por (8.2), temos
|z — f—le+ fll = 2a.
Equivalentemente,
r=a e x<—f,
—f=a e x>—f.
Note que, (8.8) ndo acontece pois —f > a.

e Se f<0eg>0entao —f + g > a. Dali, por (8.2), obtemos
2= f+ly—gl—lz+fl-y—gl=2a
Equivalentemente,

r>—f, y>g,
r<—f, y>g
r<—f, y<g,
x>—f y<g.

If+gl=a
lz—gl=a
[z —yl=a
ly+ fl=a

o @®© O O

2. Sex <0ey>0. Suponha f,g > 0:
e Se f=0entdo g > a > 0. Assim, por (8.2), temos
ly — gl =y — gl = 2a.
Como no primeiro caso do item 1 temos a solucao
y=a e y<g.
e Se g =0 temos f > a > 0. Assim, por (8.2), temos
|—z+f =z + fll = 2a.

Equivalentemente,

f=a e xz<—f,

r=—-a e x>—f

Note que, (8.9) nao acontece pois f > a.

(8.8)

(8.9)
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e Se f,g > 0entao f+ g > a. Dai, por (8.2), obtemos
=+ f+ly—gl=le+fl-y—gl=2a

Equivalentemente,
‘l’+g|:& € $>_f7 Yy>g,
f=gl=a e z<—f y>y,
ly—fl=a e z<—f y<y,
lt+yl=a e z>—f y<g.

Suponha agora f <0e g > 0:
e Se g =0entdo —f > a > 0. Por (8.2), temos
|z — f| +z+ f| = 2a.
Equivalentemente,

—f=a e xz<f, (8.10)

r=-—a e x> f.

Note que, (8.10) nao acontece pois —f > a.
e Se f<0eg>0entdao —f + g > a. Dali, por (8.2), obtemos

e = fl+|y—gl+z+f—-y—g] =2a

Equivalentemente,
r=g—a e z>f y>g, (8.11)
—f+g=a e x<f, y>gy, (8.12)
y=a+f e x<f y<y,
y—x=a ¢ x>f y<g.

Note que, (8.12) nao acontece e (8.11) sé acontece se a < g.

Observagao 8.2. Em relacao a hipérbole, elipse e pardbola na métrica do Maximo, temos
a seguinte equivaléncia,

|dpr (P, Fi)—dp (P, Fo)|=2a <= |dS(R§(P),R§(]—"1)) — dS(R%(P)7R£(.F2))| = 2v/2a.
Portanto, a hipérbole na métrica do Méximo com focos F; = (f, g) e Fo = —F1, é uma
hipérbole na métrica da Soma com focos Rz (F1) e Rx(F2) rotada por 7/4 no sentido
anti-horario.
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A seguir, nas Figuras 9a-9d e 10a-10f, sao apresentados graficos de Hipérboles da
Soma (em azul) e do Maximo (em verde) para uma melhor compreensao desta segao.

Figura 9: Hipérboles da Soma.
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Figura 10: Hipérboles da Soma.
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9 Consideracoes finais

Neste trabalho, identificamos uma relacao relevante entre as métricas da Soma e do
Maximo, conforme estabelecido no Teorema 3.5. Demonstramos que é possivel recupe-
rar uma métrica a partir da outra por meio de uma composi¢ao de uma rotagao e/ou
uma homotetia. Com este resultado, o presente trabalho focou esforcos no estudo da
métrica da Soma, pois no caso da métrica do Maximo bastaria realizar uma rotacao
e uma homotetia. Assim, apresentamos uma demonstracao alternativa da férmula da
distancia de um ponto a uma reta, como descrito em [7]. Também caracterizamos as
conicas utilizando as métricas da Soma e do Maximo, proporcionando uma nova pers-
pectiva sobre essas curvas geométricas. Observamos que em alguns casos, as hipérboles
na métrica da Soma e do Maximo sao a uniao de segmentos, semirretas e espacos aber-
tos (ver Figuras 9c, 10d e 10f). Para facilitar a compreensao dos conceitos discutidos,
incluimos graficos gerados com o software livre GeoGebra 5.0, que foram fundamentais
para a visualizagao e analise das propriedades geométricas abordadas.
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