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Resumo

Este artigo tem como objetivos discutir e estabelecer critérios de divisibilidade para
um nimero natural escrito numa base qualquer e, consequentemente, contribuir para a
formacao do professor de Matemdtica. As demonstragoes foram feitas usando apenas
argumentos elementares de Aritmética, porém, com precisao, formalismo e rigor ma-
tematico, como requer um trabalho que tenha como foco o professor de Matematica.
Inicialmente, na base 10, apresentamos os critérios comuns: aqueles que estao nos li-
vros de Matemdtica do 6° ano do Ensino Fundamental e, outros, ndo comuns, que nao
figuram nesses livros e, geralmente, nao sao do conhecimento do professor. Entretanto,
para a formagao do professor de Matematica e dos licenciandos em Matematica, é de
fundamental importancia conheceé-los. O resultado principal deste trabalho é um teo-
rema que fornece um critério geral de divisibilidade, a partir do qual podem ser obtidas
condicoes de divisibilidade por qualquer niimero natural que seja primo com a base do
sistema de numeragao.

Palavras-chave: Professor de Matematica; Critérios de divisibilidade; Aritmética;
Rigor matemadtico; Sistema de numeragcao.

Abstract

This article aims to discuss and establish divisibility criteria for a natural number
written in any base and, consequently, contribute to the Mathematics teacher trai-
ning. The demonstrations were done using only elementary arguments of Arithmetic,
however, with precision, formalism and mathematical rigor, as required by work that
focuses on the Mathematics teacher. Initially, in base 10, we present the common crite-
ria: those that are in the Mathematics books of the 6" year of Elementary School and,
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others, not common, that do not appear in these books and, generally, are not known
to the teacher. Nonetheless, for the training of Mathematics teachers and Mathematics
graduates, it is It is essential to know them. The main result of this work is a the-
oretical rheme that provides a general divisibility criterion, from which conditions of
divisibility by any natural number that is prime with the base of the numbering system.

Keywords: Mathematics Teacher; Divisibility Criteria; Arithmetic; Mathematical Ri-
gor; Numbering System.

1 Introducao

Neste artigo, estabeleceremos critérios de divisibilidade para ntmeros naturais numa
base qualquer de um sistema de numeracao posicional. Serao apresentados critérios de
divisibilidade que figuram nos livros didaticos, de acordo com [1], bem como outros que,
em geral, nao figuram nesses livros. Outros critérios diferentes, tanto na base 10 quanto
em outras bases, que nao sao comuns a alunos e professores, também serao discutidos.

Para justificar a validade dos critérios comuns e nao comuns, usaremos argumentos
simples da Aritmética Elementar, porém, com formalismo e rigor mateméatico devidos,
necessarios a formacao do professor de Matematica da Educacao Basica.

Os critérios de divisibilidade para um nimero natural N numa base genérica b € N,
b > 2, que estudaremos aqui, serao apresentados em quatro estratégias:

i) Critérios de divisibilidade por poténcias inteiras de b*;

ii) Critérios de divisibilidade por poténcias inteiras de niimeros primos que compoem
a base;

iii) Critérios de divisibilidade por b—1e b+ 1;
iv) Critério geral de divisibilidade.

O teorema a seguir, nos diz como representar um numero natural numa base qual-
quer de um sistema de numeracao, e sua demonstragao encontra-se em [2] ou em [4].

Teorema 1.1. Sejab € N, b > 2. Dado N € N, existem unicos ro,r1,...,m, € NU{0}
tais que
N=r, 0" +rp 0" . g b1 b4, (1.1)

comn € NU{0}, r,€{0,1,2,...b6—1},Vi€eZ, 0<i<mn, er, #0.
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O numero N, em (1.1), pode ser escrito em sua forma posicional, como
N = (T’n'f’n,1 c. 7“27“17”0)(,, (12)

em que o indice b significa que N foi escrito na base b, e cada r; € NU {0} representa
uma das n + 1 ordens de N.

Na divisao de N por d € N, duas questoes surgem: 1?) quando N é divisivel por d?
2?%) é possivel saber, sem efetuar a divisao, se N é ou nao divisivel por d? Para a primeira
questao, relativa a divisibilidade entre dois niimeros naturais, temos a seguinte:

Definicao 1.2. Dados a,b € N, dizemos que a € divisivel por b quando existe um ¢ € N
tal que a = b - c. Simbolicamente, escrevemos:

bla< JeceNtal quea=10-c.

Uma propriedade importante da divisibilidade, que sera 1til na justificativa dos critérios
de divisibilidade, nos diz que: se a,b,c € N, a > ¢, entao

blaeb|c=10b](atc). (1.3)

Quanto a segunda questao, existem condigoes minimas que, sem efetuar a divisao,
nos garantem que um certo nimero natural é divisivel por outro: sao os critérios de
divisibilidade, os quais serao definidos assim:

Definicao 1.3. Um critério de divisibilidade é um conjunto de regras que permitem,
sem a necessidade de efetuar a divisao entre dois nimeros naturais, reconhecer se o
primeiro desses numeros € divisivel ou nao pelo sequndo.

Conforme as estratégias i) - iv), serao apresentados critérios de divisibilidade por
d € N, d> 2, para um nimero N € N escrito numa base genérica b € N, b > 2.

2 Critérios comuns de divisibilidade

Estabeleceremos critérios de divisibilidade de N, na base b, por poténcias inteiras da
base b*, por poténcias inteiras de primos que compdem a base, e por b — 1 e por b+ 1.

2.1 Critérios de divisibilidade baseados nos iltimos algarismos
de um nimero natural

Os critérios apresentados a seguir dizem que, para estudar a divisibilidade de N por d,
basta discutir a divisibilidade por d do niimero formado pelos tultimos algarismos de V.
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Critéiro 2.1. Seja N € N, como em (1.2). Para todo k € N, 0 < k < n, tem-se que
bk’Nﬁbk|(T’k_1...T0)b. (21)

Demonstragao. Sabemos que N = (r,...70)s, por (1.2). Assim, para todo k € N,
0 < k < n, N pode ser escrito como

N:(T‘n...’l“k)b-bk—F(’r’k_l...T())b, (22)

em que (rg_1...79)p € 0o numero formado pelos k tltimos algarismos de N. Como
V¥ | (rn ... m)p - bF, segue de (1.3) e (2.2), que b¥ | N < b* | (1p_1...70)s. O

Em (2.2), com b = 10, temos que 10% | (r,...7%) - 10, 28 | (rpr...7mg) - 10F e
5% | (ry...71) - 10%. Estudaremos, usando (2.2) e (1.3), critérios de divisibilidade de N
por poténcias b*, das bases b =10, b= 8 e b = 12.

2.1.1 b=10

Do que foi discutido acima, seguem critérios de divisibilidade de N por por 10¥, por 2*
epor5* k=1,23:

1. Critério de divisibilidade por 10:
10| N<ry=0.
2. Critério de divisibilidade por 10%:
10| N e r =7=0.

3. Critério de divisibilidade por 103

10° | N < ry =1 =19 =0.
4. Critério de divisibilidade por 2:

2| N e re{0,2,4,6,8}.
5. Critério de divisibilidade por 2%

22| N &1y =7 =0o0u2*| (rm).
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6. Critério de divisibilidade por 23:
22| N e ry=r =719=00u2®| (ryr170).
7. Critério de divisibilidade por 5:
5| N < rge{0,5}.
8. Critério de divisibilidade por 5%
52| N & ry =79 =0 ou5” | (r7).
9. Critério de divisibilidade por 5

5 | N ry=r=rg=0o0ub5®| (ryrir).

Para as demais poténcias de 2, 5 e 10, outros critérios de divisibilidade podem ser
estabelecidos, bastando para isso, tomar k € N, k > 3, em (2.2).

2.1.2 b=8

Para escrever N na base 8 = (10)g, tomamos r; € {0,1,2,3,4,5,6,7}. Fazendo b = 8,
em (2.2), como 8% | (r,,...74)s - 8", tem-se 8% | N < 8% | (rp_1...70)s, de (2.2) e (1.3).
Seguem, portanto, critérios de divisibilidade de N, na base 8, por 8, por 8% e por 8%:

1. Critério de divisibilidade por 8 = (10)s:
8| N<ry=0.
2. Critério de divisibilidade por 8%
82| N r =r=0.
3. Critério de divisibilidade por 83:
8| Nory=r =ro=0.
Pondo k£ =1 em (2.2), N pode ser escrito da seguinte maneira:
N=(r,...r1)s- (10)s + ro. (2.3)

Em (23), tem-se que 2 | (Tn .. .7"1)8 . (10)8 ed ‘ (Tn .. .7”1)8 . (10)8, pOiS <1O>8 = 28 : 48
(ver Tabela 1) e, portanto, 2 | N < 2 | rg e 22 | N < 2% | g, por (1.3). Seguem, assim,
as condicoes de divisibilidade de N, na base 8, por 2 e por 22
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1. Critério de divisibilidade por 2:

2| N & 1 € {0,2,4,6).
2. Critério de divisibilidade por 2%
22 | N < 1 € {0,4}.

213 b=12

Usaremos os simbolos r; € {0,1,...,a = 10,5 = 11} para escrever N na base 12 =
(10)12. Em (2.2), com b = 12, tem-se 12% | (r,,...7%)12- 12%, e assim, de (1.3), segue que
128 | N & 12% | (rg_1 ...70)12. Temos, portanto, os seguintes critérios de divisibilidade
de N, na base 12, por 12 = (10)y5, por 122 e por 123:

1. Critério de divisibilidade por 12 = (10);5:

12‘N<=>7’0:O

2. Critério de divisibilidade por 12%:

122| Ner =r=0.

3. Critério de divisibilidade por 123:

123’N<:>7'2:7"1:7"0:O.

Em (2.2), pondo k£ = 1, N pode ser escrito assim:
N = (T’n...Tl)lg . (10)12+T0. (24)

Como 215 - 619 = (10)12 € 312 - 412 = (10)12 (ver Tabela 2), seguem de (1.3) e (2.4), os
critérios de divisibilidade de N por 2, por 4, por 3 e por 6, na base 12 = (10)2:

1. Critério de divisibilidade por 2:

2| N <o € {0,2,4,6,8,a}.

2. Critério de divisibilidade por 4:

4| N < ry e {0,4,8).
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3. Critério de divisibilidade por 3:

3| N < e {0,3,6,9}.

4. Critério de divisibilidade por 6:

6| N <rge{0,6}.

Pondo k = 2 em (2.2), N pode ser escrito da seguinte maneira:
N = (Tn ce 7”2)12 : (10)%2 + (7”17“0)12. (25)

Como (10)%, = (16)15 - 819 e (10)2, = (14)15 - 919, temos que 8 | (7, ...79)12 - (10)2, e
9| (rn...r9)12-(10)3,. Assim, de (2.5) e (1.3), seguem as condigoes de divisibilidade de
N, na base 12 = (10);2, por 8 e por 9:

a) Critério de divisibilidade por 8:

8| N<r=1r9=0o0u8]|(riro)e.

b) Critério de divisibilidade por 9:

9| Ner=rg=00u9]| (riro)ie.

Exemplo 2.2. Neste exemplo, testaremos os critérios descritos acimas:

a) Os nimeros (1342)g, (1344)s e (1430)s sao divisiveis, respectivamente, por 2, por
4 e por 8; (1346)s nao ¢ divisivel por 4, pois, (1346)s = (271)s - 45 + 2s.

b) (1236)12 é divisivel por 2, por 3 e por 6; e (1234);5 é divisivel por 4.

¢) Os nimeros (3a100)12 e (£1920)12 sao divisiveis por 8, e os nimeros (3/5500)12 e
(a4a39)12 sao divisiveis por 9.

2.2 Critérios de divisibilidade baseados na soma dos algaris-
mos e na soma alternada dos algarismos de um nuimero
natural

Daremos as condigoes para que IV, na base b, seja divisivel por b—1 e por b+1. Antes de
estuda-las, apresentaremos duas proposicoes que nos ajudarao a validar essas condigoes.
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Proposicao 2.3. Dado b € N, b > 2, para todo n € N, sao validas as sequintes
afirmacgoes:

a) b"=((b—1)...(b—1))+ 1;

S

n (b-1)’s

b) " = (10...01), — 1.

n-10’s

Demonstragao. a) Para todo n € N, temos que b" = (b" — 1) + 1. Dal,
Vi=[b—1)- 0"+ (b-1)- 0" .+ b-1) b+ (b—1)- 0]+ 1.

De (1.1), segue que b" = ((b—1)...(b—1)), + L.

(.

Vv
n (b-1)’s

b) Como b" = (" +1) — 1, para todo n € N, temos que b = [(1-0" 1 4+0-b"2+...+0-

1 0 _ no__ 1 = _
b'+0-8°) +1]—1. De (1.1), segue que b" = ((10...0)p+1)—1=(10...01),—1. O
n 0’s n-1 0’s

Proposicao 2.4. Dado b € N, b > 2, para todo n € N, sao vdlidas as sequintes
afirmacoes:

a) b—1|((b—=1)...(b—1));

(. /

~~
n (b-1)’s

b) b+1]|((b—1)...(b—1)),, para todo n par;

.

~~
n (b-1)’s

c) b+1|(10...01),, para todo n par.

n 0’s

Demonstracao. a) Segue do item a), Proposicao 2.3, e de (1.1) que

(b—1)...b—1))py=b"—1=(b—1)- (" +b" 2+ ... +b+1).

N

~~
n (b-1)’s

b) Sen = 2k, k € N, entdao b** —1 = ((b—1)...(b— 1)), pelo item a), Proposicao 2.3.

S

VvV
2k (b-1)s

Como b** — 1 = (b*)* — 1, temos que

(b—1)...b—1))py=(b—1)-(b+1)- (B* 2+ 0?4+ . 4+ 1).

. S
-~

2k (b-1)'s
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¢) Seja n = 2k, k € N. Do item b), Proposicao 2.3, segue que

(10...01), = ™41
2k 0’s

= (b+1)- (O — vt PR ),

Critéiro 2.5. Dado b € N, b > 2, temos que:
a) b—1|Neb—1|r,+...4+710;
b) b+1|Neb+1|rg—r+re—rs+...+(=1)"r,.

Demonstragao. a) Usando o item a) da Proposigao 2.3, podemos escrever N, em (1.1),
como

N=[r,-(b=1)...0—1))p+...47r2-(b=1)b=1))p+71-(b—1)p] +

. S
-

n (b-1)’s

+(rp+ ...+ 11 +70)

Portanto, b—1 | N < b—1|r,+...+ 1.
b) Sendo i € N, temos, pela Proposicao 2.3, que b* = ((b—1)...(b— 1)), + 1, quando

Vv
i(b-1)’s

i épar,e b = (10...01), — 1, quando i é {mpar. Substituindo & em (1.1), conforme a

i-1 0’s

paridade de i, concluimos que b+ 1| N < b+1|rg—ri+rg—r3+...+(=1)"r,. O
Apresentaremos, agora, condicoes de divisibilidade para um nimero N escrito nas

bases b =10, b = 8 e b = 12, usando o critério de divisibilidade 2.5.

2.2.1 b=10

Dado o item a), Proposigao 2.3, segue um critério de divisibilidade de N por 3. Do
critério de divisibilidade 2.5, seguem critérios de divisibilidade de N por 9 e por 11.
Temos, assim, os seguintes critérios de divisibilidade de N, na base 10, por 3, por 9 e
por 11:

1. Critério de divisibilidade por 3:

3’N<:>3‘7’n++7’0
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2. Critério de divisibilidade por 9:
IIN<I|r,+...4+70.

3. Critério de divisibilidade por 11:
11 | N <11 |7’0-T1+7’2—7’3+...+(—1)n7"n.

222 b=8

Condigoes de divibisilidade de N por 7 e por 9 = (11)g, na base 8 = (10)s, podem ser
obtidas do critério de divisibilidade 2.5:

1. Critério de divisibilidade por 7:
T\NeT|r,+...+70.

2. Critério de divisibilidade por 9 = (11)s:
I N9 |rg—ri+ra—7r3+...4+ (=1)"r,.

223 b=12

Do critério de divisibilidade 2.5, seguem as condicoes de divibisilidade de N, na base
12 = (10)19, por =11 e por 13 = (11);5:

1. Critério de divisibilidade por = 11:
11| N 11|+ ...+ 1.

2. Critério de divisibilidade por 12 = (11);2:
BINe13|rg—ri+re—r3+...+(=1)"r,.
Exemplo 2.6. Neste exemplo, testaremos alguns dos critérios de divisibilidade acima.
a) N = (1231)g é divisivel por 7, pois, 1g + 25 + 3g + 1g = 7s = 13 - Ts.

b) O nimero N = (73764)s ¢é divisivel por (11)s, pois, (75 + 7s + 4s) — (33 + 63) =
(22)s — (11)g = (11)g = 1g - (11)g).

c) (3251)15 é divisivel por 3, pois, 312 + 212 + 512 + 112 = Bio; (abfa8)1s é, também,
divisivel por 3, pois, a1z + 512 + Bi2 + 12 + 812 = (38)12 = P2 - 41a.

d) N = (3058)1 ¢é divisivel por (11)15 = 13, pois, (312 + 512) — (012 + 812) = 012 =
012 - (11)12.
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3 Critério geral de divisibilidade

Teorema 3.1. Sejam b € N, b>2, ¢ N € N como na Eq. (1.2). Sed e N, d > 2, e
d|1—1i-b, comi€Z, entao

d|N<=>d|(Tn...T1)b+i'T0. (31)

Demonstragao. De (1.2), segue que N = (r,,...71)p-b+7ro. Somando-se b-i-1og—b-i-rq
a N, obtemos N = ((r,...71)p+1-79) b+ (1 —7-b)p-1r9. Comod|1—1i-b, temos que
d|N<ed|(ry...r1)p-b+1i-ro. O

Observagao 3.2. Umavez qued |1 —i-b< b-i+d-k =1, k € Z, resolver o problema,
(3.1), significa encontrar i tal que b-i+ d -k = 1, cuja solugdo geral é dada por
(t£d-j,kFd-j),Vj € NU{0}. Existem, portanto, infinitos valores de i que satisfazem
(3.1): i +d-j,Vj € NU{0}, isto é, para cada j hd um critério de divisibilidade por
d. Assim, para tornar esses critérios aplicaveis, basta tomar o ¢ particular que satisfaz
b-i+d-k =1, no calculo do mdc(b, d) usando o algoritmo das divisdes sucessivas.

Estudaremos, agora, critérios de divisibilidade para N, nas bases b = 10, b = 8 e
b =12, a luz do Teorema 3.1. De acordo com a observacao 3.2, precisamos encontrar ¢
satisfazendo a equacao b-i+d -k = 1.

3.1 Ciritérios de divisibilidade na base b = 10

Sejam N € Ne d € N, com d < 13 e mdc(d, 10) = 1. Estabeleceremos, nesta subsecao,
critérios de divisibilidade de N por d, na base 10, conforme observacao 3.2.

3.1.1 Critérios de divisilidade por 3

Se d = 3, entao ¢ = 1, conforme observacao 3.2. Dali, o critério de divisibilidade por 3:

3IN<3|(ry...r)+1-1.

3.1.2 Critérios de divisibilidade por 7

Apresentaremos duas versoes de um critério de divisibilidade por 7. A primeira que,
raramente esta presente em livros didaticos do Ensino Fundamental, e a segunda, des-
coberta recentemente, serao descritas assim:

1) Critério de divisibilidade por 7 (Classico):

“De um numero dado, suprime-se o algarismo das unidades e multiplica-o por 2; em
seguida, subtrai-se este produto do nimero restante. Se o resultado obtido for um
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numero divisivel por 7, entao o nimero dado sera divisivel por 7. Se nao, repete-se o
processo até encontrar um nimero que seja ou nao divisivel por 7.”
2) Critério de divisibilidade por 7 (Critério de Chika'?):
“De um numero dado, suprime-se o algarismo das unidades e multiplica-o por 5; em
seguida, adiciona-se este produto ao numero restante. Se o resultado obtido for um
nimero divisivel por 7, entao o nimero dado sera divisivel por 7. Se nao, repete-se o
processo até encontrar um nimero que seja ou nao divisivel por 77.

Duas solugoes para o problema (3.1), quando d = 7,s80i = —2ei=—-2+47 =5,
conforme observacao 3.2. Seguem-se, assim, dois critérios de divisibilidade por 7, que
na pratica coincidem com as condigoes de divisibilidade descritas acima:

TIN&<T|(ry...r1) —2-ry (Critério classico) (3.2)
TIN&T|(ry,...m)+5-ry (Critério de Chika). (3.3)

Exemplo 3.3. Considere o niimero 1577. No caso classico, suprime-se o algarismo
7, restando 157. Em seguida, calcula-se a diferenga 157 — 2 -7 = 143. Repetindo o
processo para 143, obtem-se 14—2-3 = 8. Do critério de Chika, tem-se 157+5-7 = 192.
Repete-se o processo para 192, obtendo-se 19 + 5 -2 = 29. Logo, 1577 nao é divisivel
por 7.

3.1.3 Critérios de divisibilidade por 9

Da observacao 3.2, ¢ = 1, quando d = 9. Segue, assim, o critério de divisibilidade por
9:

9| N<9|(ry...7)+ 11

3.1.4 Critério de divisibilidade por 11

Da observacao 3.2, 1 = —1, quando d = 11. Segue dai, o critério de divisibilidade por
11:

11| N&e11|(ry...11) —1-71.

10 nimero natural N, satisfazendo esta condicdo, é também chamado ntimero de Chika.

2Chika Ofili 6 um jovem estudante nigeriano, radicado no Reino Unido, que, em 2019, com 12 anos
de idade, descobriu uma férmula para testar rapidamente se um nimero inteiro é divisivel por 7 (]3],
p. 121).
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3.1.5 Critérios de divisibilidade por 13

Conforme observacao 3.2, i = 4, quando d = 13. Portanto, tem-se o seguinte critério
de divisibilidade por 13:

13| N 13| (ry...1)+4- 1.
Exemplo 3.4. Vamos verificar, neste exemplo, a divisibilidade para alguns casos acima:
a) 4572 é divisivel por 3, pois 457 +1-2 =459 ¢ 45+ 1-9 =54, e 54 =18 - 3.
b) 378 é divisivel por 9, pois 37 + 1 -8 = 45.

3.2 Critérios de divisibilidade para um niimero natural numa
base nao decimal

Nesta subsecao apresentaremos critérios de divisibilidade de N, por d, nas bases 8 =
(10)s e 12 = (10)12, com mdc(d, 8) = mde(d, 12) = 1.

3.2.1 Critérios de divisibilidade na base 8

Sejam N € N e d € N, com mdc(d,8) = 1. Estabeleceremos critérios de divisibilidade
de N por d, na base 8 = (10)s, d € {3,5,7,9 = (11)s}. Conforme observagao 3.2,
tem-se: ¢ = —1, quando d = 3; i = 2, quandod = 5; i =1, quando d = 7; e i = —1,
quando d =9 = (11)g. Seguem, portanto, os critérios de divisibilidade:

1. Critérios de divisibilidade por 3:

3IN<3|(rp...r)s—1-71.
2. Critério de divisibilidade por 5:

5/ N<5]|(ry...r)s+2-7rp.
3. Critério de divisibilidade por 7:

TINST|(rp...1)s+1-ro.
4. Critério de divisibilidade por 9 = (11)s:

9|N<:>7|(7“n...7"1)8—1'7“0.
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Exemplo 3.5. Neste exemplo, testaremos alguns dos critérios estabelecidos acima:

a) Em (1436)s, temos que (143)s —1-6g = (135)s. Repete-se o processo para (135)s,
obtendo (13)s — 1 - 5g = (6)s e 65 = 35 - 25. Logo, (1436)s é divisivel por 3.

b) Em (3453)s, (345)s + 2 - 35 = (353)s, e (35)s + 2 - 35 = (43)s ¢ divisivel por 5.
¢) Em N = (1677)s, temos (167)s + 1 -7 = (176)s; logo, (17)s+ 1 -6 = (25)s e (25)s

¢ divisivel por 7.

3.2.2 Critérios de divisibilidade na base 12

Sejam N € N e d € N, com mdc(d, 12) = 1. Estabeleceremos critérios de divisibilidade
de N por d, na base 12 = (10)12, d € {5,7,11,13 = (11)12}. Conforme observagao 3.2,
tem-se: © = —2, quando d = 5; ¢ = 3, quando d = 7; ¢ = 1, quando d = 11; e t = —1,
quando d = 13 = (11)15. Seguem, portanto, os critérios de divisibilidade:

1. Critérios de divisibilidade por 5:

5‘N<:>5|(7’n...7“1>12—2'7"0.

2. Critério de divisibilidade por 7:

7|N<:>7|<7’n...7“1)12+3'7’0.

3. Critério de divisibilidade por 11:

11|N¢>11|(7’n...7“1)12+1'7“0.

4. Critério de divisibilidade por 13 = (11);s:

13|N<:>13|(T‘n...rl)lg—l'To.

Exemplo 3.6. Testaremos a divisibilidade na base 12 = (10)12:

a) Em N = (3a56)12, temos que (3a5)12 — 2 - 612 = (3a5)12 — (10)12 = (395)12. Por
fim, (39)12 = 912 - 512 €, portanto, (3a56)12 ¢é divisivel por 5.

b) Em N = (30&ﬁ81)12, temos que (30[ﬁ8)12 +1- 112 = (30&ﬁ9)12 e (30&ﬁ)12 +1- 912 =
(368)12. Agora, (38)12 + 1812 = (47)12 = 1115 - 5ya.

c) N = (37158)y ¢ divisivel por 13.

ReviSeM, Ano 2025, N°. 1, 68-85 81



Apresentamos, como aplicagoes do Teorema 3.1, critérios de divisibilidade de N
por d, d < 13 e mdc(d,b) = 1. Para outros critérios de divisibilidade por d, d > 13,
nas mesmas condicoes do Teorema 3.1, podem ser estabelecidos encontrando-se ¢ € 7Z,
conforme observacao 3.2. O Teorema 3.1 representa um critério geral de divisibilidade,
pois toda solu¢ao do problema 3.1 pode ser obtida, Vj € NU {0}, de

Algumas situagdes, nas estratégias i) - iii), poderao nao ser contempladas pelo Te-
orema 3.1, como é o caso dos critérios de divisibilidade por d, em que d e b nao sao
primos entre si. Outros casos que, também podem nao satisfazer o Teorema 3.1, sao os
casos da divisibilidade de N por p- ¢, em que p,q € N e mde(p, q) = 1. Sabemos que se
p,q € N, com mdc(p, q) = 1, entdo mme(p, q) = p - ¢. Desta maneira, temos a seguinte
condicao:

Critéiro 3.7. p-q| N<p|N eq|N.

Observagao 3.8. Uma outra maneira de verificar a divisibilidade de N = (r,,...71)s,
b # 10, por d, seria escreve-lo na base 10 e, em seguida, aplicar o critério de divisibilidade
por d, na base 10. Por exemplo, para verificar a divisibilidade de N = (37158);2 por
13, o transformaremos na base 10, da seguinte maneira

(37158)1, =3-12* =7-12° +1-12° +5-12+38

e, em seguida, usando o Teorema 3.1, aplica-se o critério de divisibilidade por 13 na
base 10. Dessa maneira, é mais pratico aplicar o critério de divisibilidade diretamente
na base b, b # 10.

Para acompanhar os exemplos, apresentaremos as tabelas de multiplicacao nas bases
8 = (10)g e 12 = (10)32. Observe que 0+ (ry,...70)p = 0, V(1 ...70)p € N.

4 Comparacao dos critérios de divisibilidade

Os critérios de divisibilidade, nas subsecoes 2.1 e 2.2, na base 10, sao de conhecimento
do leitor, visto que figuram nos livros do 6° ano do Ensino Fundamental com a mesma
formulacao apresentada aqui, alguns contemplados em [1], outros néo, como o caso de
divisibilidade por 7.

No que foi exposto, segundo as estratégias (iii) e (iv), pudemos observar que um
mesmo critério de divisibilidade pode ter mais de uma formulagao, numa mesma base.
E o caso dos critérios de divisibilidade por 3 e por 9, na base 10, cujas formulagoes coin-
cidem em cada uma dessas estratégias, mas diferentes de uma estratégia para outra. Na
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s 1] 2 [ 3 [ 4] 5 [6[7]
11 2 [ 3] 4] 5 6 | 7
2 [2] 4 | 6 |(10)] (12) | (14) | (16)
331 6 | (11) | (14) | (A7) | (22) | (25)
440y [ (14) [ (20) [ (24) | (30) | (34)
5075 (12) | (17) | (24) | (31) | (36) | (43)
6 [ 6| (14) [ (22) | (30) | (36) | (44) | (52)
717 17(16) | (25) | (34) | (43) | (52) | (61)

Tabela 1: Tédbua de multiplicacao na base 8 = (10)g

[ef[t] 2 [ 3 [ 4[5 6] 7 [8]9 ] al]SRB]
T1] 2 ] 3 ] 4] 5 6] 7891 al]5p
2 [2] 4 6 8 a | (10) | (12) [ (14) | (16) | (18) | (1a)
3031 6 | 9 | (10)] (13) | (15) | (19) | (20) | (23) | (26) | (29)
4[4 8 [(@0) [ (@4 [ (a8) [ (20) [ (24) | (28) | (30) | (34) | (38)
5 15 a | (13)] (18) | (21) | (26) | (28) | (34) | (39) | (42) | (47)
6 | 6| (10) | (16) | (20) | (26) | (30) | (36) | (40) | (46) | (50) | (56)
7 7 [ (12) [ (19) | (24) | (28) | (36) | (41) | (48) | (33) | (5a) | (65)
S (8 | (14) | (20) | (28) | (34) | (40) | (43) | (54) | (60) | (68) | (74)
90 |9 | (16) | (23) | (30) | (39) | (46) | (53) | (60) | (69) | (76) | (83)
a [ | (18) [ (26) | 34) | (42) | (50) | (5a) | (68) | (76) | (34) | (92)
B || B (1a) | (29) | (38) | (47) | (56) | (65) | (74) | (83) | (92) | (al)

Tabela 2: Tédbua de multiplica¢do na base 12 = (10)g

primeira, para verificar a divisibilidade por 3 (resp. por 9), analisamos a divisibilidade
da soma dos algarismos por 3 (resp. por 9). Na segunda, separa-se o algarismo das
unidades e, em seguida, soma esse algarismo ao nimero restante; repete-se o processo
até encontrar um numero divisivel ou nao por 3 (resp. por 9). Para uma base, diferente
de 10, aplicar a estratégia (iii) é mais facil do que a (iv). Aqui, também, a formulagao
feita na estratégia (iii) é mais facil de ser aplicada do que na (iv).

J& os critérios de divisibilidade por 11, tém formulagoes distintas em relagao as
estratégias (iii) e (iv): na primeira, estuda-se a divisibilidade da soma alternada dos al-
garismos por 11, enquanto, na segunda, separa-se o algarismo das unidades; em seguida,
subtrai-se do nimero restante esse algarismo. Repete-se o processo, até encontrar um
numero divisivel ou nao por 11.

Observarmos, também, que hé critérios com a mesma formulagao, porém, em bases
distintas, como é o caso da divisibilidade por 11, por 9 = (10)s e por 13 = (11)2,
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e da divisibilidade por 9, por 7 e por 11, nas bases 10, 8 = (10)g e 12 = (10);2,
respectivamente.

De maneira geral, um critério de divisibilidade para um ntmero natural numa de-
terminada base, podera nao valer em outra base, por exemplo, terminar em 0 nao é
condigao de divisibilidade por 5, nas bases 8 = (10)g e 12 = (10);2, como o ¢ na base
10.

Consideracoes Finais

De forma elementar, nao completa, porém, procurando ser um pouco abrangente, apre-
sentamos critérios de divisibilidade para um ntimero natural escrito numa base qualquer.
Na base 10, apresentamos critérios, que consideramos comuns, e que obedecem a um
determinado padrao, como é o caso da divisibilidade por uma poténcia de 2, de 5 e de
10, e outros, que nao tém esse mesmo padrao, que sao as condicoes de divisibilidade por
3epor9, por 6, por 12 e por 15, por 7, por 11 e por 13. Para niimeros maiores do que 13
e que sejam relativamente primos com a base, novos critérios podem ser apresentados,
via Teorema 3.1. Entretanto, pode ocorrer, nesses casos, que efetuar a divisao seja mais
pratico do que usar um critério e, por isso, nao faria sentido estabelecer um critério,
mas nao deixa de ser importante conhecé-los pela curiosidade de saber como funcionam
para nimeros maiores.

Para uma base nao decimal, o critério geral de divisibilidade nos fornece condicoes
de divisibilidade por um nimero natural que é primo com a base do referido sistema.

Este trabalho pretende contribuir com a formacgao do professor de Matemaética da
Educacgao Basica e dos licenciandos em Matematica, mostrando que ha outras possi-
bilidades, além do decimal. Os critérios de divisibilidade em outras bases, talvez nao
tenham utilidade pratica e nem sao conhecidos por alunos e professores, pois nao sao
estudados na escola regular e, geralmente, tudo o que fazemos no nosso dia a dia, é
na base 10. No entanto, nos dao possibilidades de saber como funcionam numa base
qualquer.
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