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Resumo

A farmacocinética é uma subarea da farmacologia dedicada a investigacao dos proces-
sos de absorcao, distribuicao, metabolismo e excrecao de farmacos no organismo. Nesse
contexto, a modelagem matematica constitui uma ferramenta essencial para a compre-
ensao quantitativa da dinamica dos farmacos, possibilitando a otimizacao de esquemas
terapéuticos e a minimizacao de efeitos adversos. No presente trabalho, foram ana-
lisados quatro modelos compartimentais classicos utilizados em farmacocinética: um
modelo monocompartimental e trés modelos multicompartimentais. Para cada um de-
les, foram desenvolvidos os sistemas de equacoes diferenciais ordinarias que descrevem
a evolucao temporal das concentragoes dos farmacos nos compartimentos considera-
dos, bem como determinadas suas solucoes analiticas. Além disso, foram realizadas
simulagoes das solugoes com variagoes nos parametros dos modelos, com o intuito de
avaliar o impacto dessas alteragoes sobre a dinamica do sistema. Os resultados foram
apresentados por meio de representagoes graficas, permitindo uma andlise comparativa
entre os diferentes cendrios modelados.
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Abstract

Pharmacokinetics is a branch of pharmacology concerned with the processes of drug ab-
sorption, distribution, metabolism, and excretion in the body. Mathematical modeling
plays a key role in quantitatively describing drug behavior, contributing to the optimi-
zation of dosing regimens and the reduction of adverse effects. This study analyzes four
classical compartmental models: one single-compartment and three multi-compartment
models. For each model, systems of ordinary differential equations were formulated to
describe drug concentration over time, and analytical solutions were obtained when fea-
sible. Simulations were performed with varying parameter values to evaluate their influ-
ence on system dynamics. The results, presented through graphical analyses, support
comparative assessments of the pharmacokinetic behaviors across different modeling
scenarios.

Keywords: Compartmental models, Pharmaco, Pharmacokinetics.

1 Introducao

Na tentativa de melhorar a qualidade de vida, a busca pelo conhecimento em relacao
a manutencao da saude, bem como o tratamento e prevencao de doencas, impulsionou
inimeras descobertas e ajudou a moldar o que hoje podemos chamar de vida civili-
zada [1]. Como consequéncia, o estudo das substancias que podem ser usadas como
medicamentos, no sentido das diferentes atividades relacionadas a seus efeitos e propri-
edades, é um objeto de pesquisa amplamente analisado ha muitos anos. Esse estudo é
o que chamamos de farmacologia.

Dentre as subédreas da farmacologia, estd a farmacocinética. Interessada na analise
dos processos de absorcao, transporte, metabolismo e eliminagao dos farmacos no corpo,
o estudo da farmacocinética pode aumentar a chance de sucesso terapéutico durante o
tratamento, além de ajudar a reduzir a probabilidade de efeitos adversos [2].

A relacao entre a ingestao de um farmaco e sua concentragao no local-alvo, medi-
ada por sua passagem por diversos compartimentos biolégicos, é considerada de grande
relevancia. A dosagem, bem como os processos de entrada e saida do medicamento nes-
ses compartimentos, podem gerar efeitos terapéuticos desejaveis, mas também reagoes
adversas ao organismo. Pesquisadores na area de farmacocinética investigam o compor-
tamento de farmacos ou substancias quimicas administradas, analisando sua dinamica
entre os diferentes compartimentos do corpo humano ao longo do tempo. Esse estudo
permite compreender as taxas de absor¢ao, distribuicao e eliminacao do medicamento,
contribuindo para o estabelecimento de respostas terapéuticas mais eficazes e segu-
ras [3].
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Por vezes, por exemplo, pode ser de interesse de profissionais da satide saber a
quantidade ou concentracao de medicamento em algum 6rgao em especifico. Porém,
fazer essa afericao pode nao ser possivel através dos meios convencionais farmacéuticos.
Sendo assim, torna-se necessario utilizar outras formas de fazer essa medi¢ao. Dentre
as ferramentas que ajudam nesse tipo de situacao esta a matematica. Por meio de
modelos farmacocinéticos, que sao modelos matematicos empregados para interpretar
o destino dos farmacos no organismo, ¢ possivel fazer diferentes estudos preditivos
quanto a distribuigao de farmacos no organismo e otimizagao de dosagens [5].

Tais modelos costumam gerar sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDOs),
ou de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs), com condigoes iniciais e de contorno. Exis-
tem intimeros estudos sobre esses sistemas que mostram as condi¢oes para a existéncia
e unicidade de suas solugoes, técnicas para encontrar sua solucao de forma analitica e
métodos numéricos que aproximam tais solugoes. Tendo isso em vista, este trabalho
tem como objetivo explorar alguns modelos compartimentais de farmacocinética, bem
como encontrar suas solugoes de forma analitica.

Embora esses estudos sejam tedricos, a analise dos resultados obtidos por meio desses
modelos permite ver graficamente, com razoavel grau de precisao, a provavel concen-
tragao de farmaco distribuido por entre esses compartimentos [6]. Na auséncia de ex-
perimentos, bons modelos mateméticos e uma boa quantidade de simula¢oes numéricas
feitas com eficiéncia acabam se tornando uma étima opgao [3].

2 Conceitos e definicoes

Para ajudar a entender os modelos que serao abordados durante este trabalho, apresen-
tamos alguns conceitos iniciais que auxiliarao na compreensao da construcao e resolugao
desses modelos. Isso posto, um dos conceitos que utilizaremos durante todo o trabalho
é o de modelagem compartimental. Essa estratégia consiste em representar visualmente
o caminho ou passagem de uma substancia através de compartimentos. Esse compar-
timento geralmente representa recipientes, o6rgaos, fluidos, maquinas, dentre outros a
depender do contexto e é simbolizado graficamente através de uma figura geométrica,
mais usualmente um retangulo. A substancia é inserida em um desses compartimen-
tos e tem seu caminho desenhado através de flechas que indicam também a taxa de
transporte de um compartimento para o outro.

Trazendo para o contexto desse trabalho, usaremos a ideia de modelagem com-
partimental na farmacocinética, dividindo o corpo humano em compartimentos como
estomago, sangue arterial, sangue venoso e tecidos. O farmaco é, de alguma forma,
inserido no corpo e tem passagem por esses compartimentos até ser eliminado.

Sendo assim, em um modelo, cada compartimento tem uma concentracao de farmaco
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ao longo do tempo e a soma dessas concentragoes é a concentracao do medicamento
em todo o corpo. E vélido ressaltar ainda que existem compartimentos que podem
representar nao apenas um tecido em especifico, por exemplo, mas sim um grupo de
tecidos do corpo. Isso significa que a concentracao de farmaco presente naquele com-
partimento esté distribuida entre o grupo de tecidos considerado no modelo. Para a
passagem da droga entre compartimentos, considera-se uma taxa de transporte cons-
tante, que indica a fragao do medicamento deslocada de um compartimento para outro
por unidade de tempo. Para visualizar tudo isso, considere o exemplo de um modelo
monocompartimental (apenas um compartimento) apresentado na Figura 1.

Figura 1: Diagrama de um modelo monocompartimental.

Injecao intravenosa

(co unidades) — Sangue x(t)

ke
FEliminacao

Fonte: Producao propria.

Nesse modelo exemplo, o corpo ¢é dividido em apenas um compartimento; nesse
caso, o sangue. O farmaco é administrado por meio de uma inje¢ao intravenosa (com
¢o unidades) direta no sangue e logo apés é eliminado a uma taxa k.. Veja que nao
foi colocado nenhum tipo de taxa na seta da injecao para o sangue. Isso porque a
injecao acontece num espaco de tempo muito curto, sendo assim, a taxa de transporte
da injecao para o sangue pode ser considerada instantanea.

Por fim, é possivel traduzir as informacoes contidas no diagrama para uma linguagem
matematica. Para isso, utilizamos a ideia das leis de conservagao, ou leis de balanco.
Essas leis expressam o fato de que alguma substancia, quantidade, ou concentracao de
algo, é conservada ou balanceada [4]. A equagao de balango pode ser escrita da seguinte
forma:

taxa de variagao , taxa de
wiag taxa de entrada taxa de saida -
da substancia . . degradacao ou
. = | no compartimento | — | no compartimento | + L~
no compartimento criagao local
ao longo do tempo ao longo do tempo

ao longo do tempo ao longo do tempo

A substancia a qual é referida no diagrama da Figura 1 é o medicamento que foi
administrado. Sendo assim, se definirmos uma fungao z(t) como a concentragdo do
medicamento em relagao ao tempo no compartimento que representa o sangue, a taxa
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de variagao da substancia no compartimento ao longo do tempo da equagao de balango é
dada pela derivada de x(t) em relagdo ao tempo, ou seja, dﬂfi(tt). Considerando ainda que
a concentracao de medicamento no sangue era nula antes da administracao do farmaco
e que foi aplicada uma tnica inje¢ao intravenosa com ¢y unidades, a dose injetada
representa a concentracao no tempo t em que foi aplicada a injecao. Admitindo esse
tempo como sendo o tempo inicial ¢y = 0, obtém-se, portanto, que x(tg) = x(0) = co.
Observe que nao had nenhuma outra entrada de medicamento no compartimento
além da injegao, portanto, a taxa de entrada no compartimento ao longo do tempo é
0. Note ainda que nao estamos considerando nenhum tipo de producao de farmaco
dentro do compartimento, ou seja, uma fonte. Também nao estamos considerando
nenhum tipo de metabolizagao do farmaco dentro do compartimento, o que seria um
sumidouro. Deste modo, a taxa de degradagao ou criagao também é 0. Por outro lado,
como k. representa a fracao de substancia que sai do compartimento por unidade de
tempo, a taxa de saida no compartimento ao longo do tempo ¢ dada pelo produto entre
a concentracao de medicamento no compartimento e a taxa de eliminagao k.. Deste
modo, o modelo exemplo da Figura 1 pode ser representado pelo seguinte sistema:

Esse exemplo nos mostra que é possivel expressar as informacoes contidas no dia-
grama de modelos por compartimentos através de um sistema de EDOs com condigoes
iniciais, onde cada equagao ¢ a representacao do que acontece em um compartimento
especifico. Para generalizar essa ideia, considere os casos de modelos com miultiplos
compartimentos. O sistema resultante serd um sistema de n equacoes diferenciais, onde
n é o nimero de compartimentos. E de interesse saber ou aproximar a solucao desses sis-
temas, uma vez que, por meio dessas solucoes, ¢ possivel projetar como a concentragao
de farmaco varia em cada compartimento ao longo do tempo.

Neste trabalho, os diagramas apresentados correspondem a sistemas de EDOs line-
ares de primeira ordem. Sob as condigoes iniciais especificadas, assegura-se a existéncia

e unicidade da solugao, conforme estabelecido pelos teoremas cldssicos da teoria de
EDOs.

3 Modelos farmacocinéticos

Nesta segao apresentamos quatro modelos compartimentais, alguns discutidos em [3],
que tentam descrever a passagem dos farmacos dentro do corpo humano. Para a cons-
trucao desses modelos, considerou-se as seguintes hipdteses:
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e Apds uma concentracao de medicamento adentrar em um compartimento, essa
concentracao é distribuida de forma homogénea e instantanea para todos os teci-
dos, fluidos ou 6rgaos considerados naquele compartimento;

e Antes do tempo t; = 0 nao ha presenca de medicamento em nenhum dos com-
partimentos.

3.1 Modelo 1

O primeiro e mais simples é o modelo de um compartimento. Vamos considerar o caso
em que a droga foi administrada a partir de uma injecao intravenosa. Sendo assim,
o medicamento entra no corpo diretamente na corrente sanguinea e é distribuido e
equilibrado para todos os tecidos e fluidos instantaneamente, para que o modelo possa
ser de apenas um compartimento. Logo apds, ele é eliminado do corpo a uma taxa
proporcional a concentragao de farmaco no corpo, que nesse caso, ¢ a concentragao
de farmaco no compartimento. Sendo assim, neste modelo fizemos a analise sobre
apenas um compartimento, mais especificamente sobre o plasma sanguineo. Chamamos,
portanto, de ¢(t) a concentragdo de farmaco no tempo ¢ no compartimento do plasma
sanguineo. O diagrama de compartimentos que representa esse modelo é o da Figura
2.

Figura 2: Diagrama Modelo I - modelo monocompartimental.

Injecdo intravenosa Plasma
: — ,
da droga (co unidades) sanguineo c(t)

I

Eliminacao

Fonte: Produgao propria.

Veja que esse modelo é semelhante ao da Figura 1 diferenciando apenas do objeto de
estudo do compartimento do modelo. Como estamos considerando as mesmas condi¢oes
sobre esses modelos, podemos utilizar a EDO que representa o modelo exemplo para
o modelo agora estudado, fazendo as devidas modificagoes nas variaveis. Sendo assim,
utilizando a lei de conservagao, a equagao que representa o modelo da Figura 2 é descrito
por

dc
9 = fe(t),

c(0) = co. (3:1)
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E possivel utilizar técnicas de resolucao de EDOs para encontrar a solugao do sis-
tema (3.1). A equacdo desse sistema é uma EDO amplamente conhecida que pode ser
resolvida utilizando separacao de variaveis,

de(t)
dt

d 1
= —hclt) = = = —kodt = /—dc - /—kedt — In|e| = —kt+ K
C C

—ket+K

= || =e — c(t) = e e K eR. (3.2)

A constante K é definida a partir da condicao inicial sobre a fungao c(t) presente
no sistema (3.1). Utilizando-a com a funcao c(t) calculada em (3.2), obtém-se

k0 K

c(0)=cp= e e =cy= e =g = e =lncg = K =Incy.

Conclui-se, portanto, que a solucao do sistema (3.1) é dada por

c(t) = coe ™t (3.3)

No geral, as constantes de transporte presentes nos modelos farmacocinéticos nao
sao encontradas de forma tao simples. Isso porque elas variam de acordo com o farmaco
administrado, além de varios outros fatores particulares relacionados aos sistemas do
corpo do paciente. A tunica informacao que geralmente se encontra em bulas para
profissionais é o tempo de meia-vida do farmaco, que nada mais é do que o tempo que
leva para a concentragao de farmaco no plasma sanguineo decair para metade apds sua
administracao.

Por outro lado, particularmente para o Modelo I, que é um modelo monocompar-
timental, a constante de eliminacao k. pode ser encontrada utilizando essa informacao
do tempo de meia-vida. Deste modo, para encontrarmos a expressao que define o valor
de k. em relacao ao tempo de meia-vida, vamos aplicar o logaritmo natural na equagao

(3.3)
c(t) = coe "' = Inc(t) = Incpe ™" = Inc(t) = —ket + Incp. (3.4)

Note que o resultado obtido é uma equacao linear onde a varidavel dependente
y =1Inc(t) estd na escala logaritmica. Ao compararmos com uma equagao geral po-
linomial de primeiro grau y = max + b, observa-se que:

o y=Inc(t);
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o m = —Fk,;

o 1 =1;

e b=Ingc.

Por definicao, m é o coeficiente angular da reta. Uma vez que m = —k, e k. > 0,

entao essa reta é decrescente. Na posse de dois pontos dessa reta, (x1,y1) e (za,y2) , m
¢ dado por
Y2 — Y1
m = :
To — Iq

Aplicando essa ideia na equacao (3.4), obtém-se que:

_Inc(ty) —Inc(ty) Incy —Ine
B ty —t  te—ty

Vamos considerar t; = 0 e ty = t,,,, onde t,, € o tempo de meia-vida do farmaco. Sa-
bemos pela condigao inicial que In¢(¢;) = In¢(0) = In¢y. Além disso, como ¢, é o tempo
de meia-vida, segue que c(t,,) = @ e portanto, Inc(t;) = Inc(t,) =In 2 =Incy — In2.
Sendo assim, a equacao (3.5) resulta em

—k,

(3.5)

Incg —In2 —1Inc In2
—k, = — 0 — k= —. (3.6)

tm — 0 tm
Sendo assim, com o tempo de meia-vida de um farmaco, é possivel encontrar a cons-
tante de eliminacao k. desse modelo monocompartimental. E possivel ainda formular

uma outra versao da soluc¢ao desse modelo substituindo k. por (3.6), resultando em

c(t) = co2 . (3.7)

3.2 Modelo I1

Para o segundo modelo, considere o caso em que uma pessoa fez uso de ¢y unidades de
um medicamento via oral. Repartindo o corpo em dois compartimentos, estomago e
sangue, e chamando de ¢;(t) e co(t) a concentracao de droga no tempo ¢ presente nesses
respectivos compartimentos, o farmaco tem o caminho representado pelo diagrama da
Figura 3.

Seja kp e k. constantes positivas que representam a taxa de transporte do estomago
para o sangue e a taxa em que a droga ¢ eliminada do sangue, respectivamente. Por
hipétese, nao hé presenga de medicamento em nenhum dos compartimentos antes do
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Figura 3: Diagrama Modelo II.

Administracao da droga R ky
via oral (co unidades) —~ Estomago c(t)

Y

Sangue co(t)

B

FEliminacao

Fonte: Producao propria.

tempo to = 0. Como a pessoa ingeriu apenas uma dose com ¢y unidades do farmaco
e essa dose é administrada apenas no compartimento do estomago, isso implica que a
concentracao de medicamento no estomago no tempo t = t; = 0 é igual a ¢y, ou seja,
c1(to) = ¢1(0) = co, além de que a concentracdo no sangue nesse mesmo tempo é 0, ou
seja, co(tp) = c2(0) = 0. Deste modo, utilizando a lei de conservagao, um sistema de
equacoes que representa esse modelo é descrito como

{dcét(t) = —kia(t), «(0)=co,

dC;t(t) = kic1(t) — keca(t), c2(0) =0.

(3.8)

A primeira equacao desse sistema é similar a do Modelo I, a diferir apenas da notacao
da constante e funcao. Sua condicao inicial também é a mesma. Sendo assim, podemos
utilizar a solucao dessa equacao para o modelo em que estamos analisando. Ao fazer
isso, encontramos que a solugao da primeira EDO do sistema (3.8) é dada por

c1(t) = cope M. (3.9)

Por outro lado, para encontrar a solugao de cy(t) é possivel usar algumas mani-
pulagdes e formar uma solu¢ao a partir de ¢;(t). Para isso, multiplicamos a segunda
equacao do sistema (3.8) por e<!, resultando em

deo(t des(t
eket—cfhg ) = eMlki ey () — eketkeCQ(t) — 6kethQ—t() + 6k€t/€e02(t) = e'hyey (t).
Note que,
deo(t) d(e™'ey(t))
ket 2 ket — —2
e —dt +e keCQ <t> dt :

Utilizando essa identidade juntamente com o resultado (3.9) obtemos
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ket
eket dc?(t) + eketk602<t> _ eketlﬁcl(t) — d(e CQ(t)) _ k)lcoe(ke_kl)t
dt dt
d(eFeteo (¢ L (ke—k1)t
_— /(G—CQ(»dt — /klcoe(ke—kl)tdt _— ekEtCQ(t) — Fice ™ +C
dt ke - kl
k, —k1it
— oo(t) = % +Ce Rt O eR. (3.10)
e Nl

A constante C' é definida a partir da condicao inicial sobre a funcao cy(t) presente
no sistema (3.8). Utilizando-a na funcdo co(t) calculada em (3.10), obtemos

leoe_klo — k.0 klc[) leo
0))=0—m —+Ce ™" =0= C=0=0C=- .
62() ke_kl e ke_k1+ ke_kl
Deste modo, a fungao cy(t) é dada por
er(t) = 10 (gmat _ ket (3.11)
ke — k1

Conclui-se, portanto, que a solugao do sistema (3.8) é dada por

{Cl(t) = coe M, (3.12)

3.3 Modelo II1

No terceiro modelo, consideramos o caso em que a droga foi administrada a partir de
uma injegao intravenosa. Deste modo, o medicamento vai diretamente para a corrente
sanguinea sem ter que passar pelo estomago. Dividimos o caminho do medicamento
pelo corpo em dois compartimentos, o sangue e o tecido, onde chamaremos de ¢,(t) e
¢(t) a concentragao de farmaco no tempo t nesses respectivos compartimentos. Sendo
assim, o medicamento é injetado direto na corrente sanguinea, passa para o tecido,
retorna para o sangue e é eliminado do corpo, conforme mostrado no diagrama da
Figura 4.

Sejam ky, k; e k. constantes positivas que representam a taxa em que a droga é
transportada do sangue para o tecido, a taxa em que a droga é transportada do tecido
para o sangue e a taxa em que a droga ¢é eliminada do sangue, respectivamente. Neste
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Figura 4: Diagrama Modelo III.

T~

Injecdo intravenosa Ky .
da droga (co unidades) — Sangue cp(t) Tecido ci(t)

B

Eliminacdo

Y

Fonte: Produgao propria.

trabalho, consideraremos o caso em que k. < k; < ky. Por hipdtese, nao hé presenca
de medicamento em nenhum dos compartimentos antes do tempo 5 = 0. Como foi
injetada apenas uma dose com ¢y unidades do farmaco e essa dose é administrada
apenas no compartimento do sangue, isso implica que a concentragao de medicamento
no sangue no tempo t =ty = 0 é igual a ¢y, ou seja, c,(tg) = c,(0) = co, além de que a
concentragao no tecido nesse mesmo tempo é 0, ou seja, ¢;(tg) = ¢:(0) = 0. Portanto,
utilizando a lei de conservacao, um sistema de equacoes que representa esse modelo é
descrito como

(3.13)

% = kyep(t) — kece(t),  c(0) = 0.

{% = _(kb + ke)Cb<t) + ktCt(t), Cb<0) = CO?

Utilizando a transformada de Laplace, sejam Cy(s) = L{cp(t)} e Ci(s) = L{c:(t)}.
Ao aplicar a transformada no sistema (3.13), obtemos
L% = =k + k) L{ep(0)} + hL{e(D)}
L850 ) = hL{a(n) - kL{al),

Considerando a propriedade

L{f(1)} = sL{f (1)} — £(0), (3.14)

segue que

{(s + ki + k) Co(s) — ke Cul(s) = ¢(0),
—yCy(s) + (5 + k) Ci(s) = (0).

Reescrevendo o sistema de forma matricial,
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S+El}€j ke sjrk;cj {gﬁg] _ lcé)} e BO_F (3.15)

Para que esse sistema tenha solugao unica, vamos considerar que det B # 0. Sendo
assim, utilizando a regra de Cramer, as solugoes de Cy(s) e C(s) sdo dadas por

det M2
det B’

. det Ml

Cils) det B

e Cy(s) =

onde

0 s+ k?t —k?b 0

Deste modo, as solugoes sao dadas em funcao do cédlculo dos determinantes de B,
M; e M. Calculando o determinante da matriz B, obtém-se

Mlz{co —kt} eM22[5+kb+ke CO:|.

det B = (S + kfb -+ kt)(s + kt) — kbkt.
Escrevendo det B na forma fatorada, det B = (s + &;)(s + &) onde

1
§i=5 ((kt k- k) £/ (ke + Ky + ke)? — 4kekt> :

Note que & € R uma vez que

(ky + ky 4 ko)? — dkoky = (ko — ky)? + k2 + 2kky + 2keky > 0,
pois todas as constantes sao maiores que zero. Portanto, as raizes sao reais. Ja
det My = co(s + ki) e det My = coky. Sendo assim,
Co(S -+ kt) Cokb
(8—1-51)(84—52) (S+f1)(8+52)‘

Por fim, devemos voltar a variavel t aplicando a transformada inversa de Laplace.
Assim, utilizando fragoes parciais,

Cy(s) = e Cy(s) =

st k) A Ay
Cile) = (s+&)(s+ &) s+& * s+ &
com
_ co(ke — &) _ colke — &)
A= $—& ¢ A= &i—6&
Logo,
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ok —&) 1 colhky —&) 1
Cols) = S—&§ s+& &1—& s+&

ou seja,

cb<s)=°’°§ft L{ A coft_ §§2£{§2t}-

Para aplicar a transformada inversa, consideramos que s > & e s > &
isso garante que det B # 0. Portanto, aplicando a transformada inversa, obtém-se

. Note que

C
c(t) = 5 _° 51 (ke — &)e " — (ke — &)e '] (3.16)
Por outro lado,
coky Ay Ay
C = = + ,
t(s) (S—F&)(S—F&) s+ & s+ &
onde
coky —coky
A= e Ay = )
LT e T a4
Deste modo,
C’t(s) _ Col{?b 1 (—Cok’b) 1
b—6is+&  L—&s+&]
ou seja,

__Cok oGt coky —&at
Cl=ggtle g A

Para aplicar a transformada inversa, novamente devemos considerar que s > & e
s > &. Assim, aplicando a transformada inversa, obtém-se

k
ci(t) = UL (et — 7). (3.17)
&2 — &
Conclui-se, portanto, que a solugao do sistema (3.13) é dada por
t:C_O k_ _glt_ka_ —§2t’
Cb( ) 56207C§1 [(tflt gl)efzt ( t 52)6 ] (318)
a(t) = 5% (e8t —em®t) .
278
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E importante destacar que o resultado (3.18), obtido para o Modelo III, difere da
solugao apresentada por [3]. No referido trabalho, os autores apresentaram a seguinte
solucao

{cb<t> = g2 [(ke = &)em8 — (ky — G)e®1] |

alt) = 2l (6t - o).

diferenciando de (3.18) na funcao ¢;(t). Note que, para & > &,

1 Cokb
> 0= > 0, 3.19
&1 — & &1 — & (3.19)

> =6 -5 >0=

pois ¢g > 0 e k, > 0. Por outro lado,

§>8 = & < ~G= G < &t = e <@ = 7878 <, (3.20)

para valores de ¢ > 0. Isso pode ser aplicado ao Modelo III, uma vez que todos os
modelos evoluem no tempo. Deste modo, nao estamos interessados em resultados para
t < 0. Efetuando a multiplicacao entre (3.19) e (3.20), verifica-se que

Co—kb (e_flt — e_§2t) < 0.
&1 — &

Essa tltima inequagao indica que a fungao ¢;(t) encontrada por [3] atinge valores
negativos para o caso em que &; > &, 0 que ¢ biologicamente impossivel, uma vez que
valores negativos para a concentracao de farmaco nao fazem sentido para esse modelo.
A mesma anédlise pode ser realizada para verificar que a solucao de ¢;(t) encontrada em
(3.18) nao atinge valores negativos.

3.4 Modelo IV

O quarto e ultimo modelo considera um sistema parecido com o do Modelo III. Neste
caso, porém, o sangue ¢ dividido em dois compartimentos: o sangue arterial e o sangue
venoso. O farmaco ¢é injetado via intravenosa diretamente para o sangue arterial, passa
para o tecido, vai para o sangue venoso e é eliminado do corpo. Esse sistema ¢ ilustrado
na Figura 5.

Chamaremos a concentragao de medicamento no sangue arterial no tempo t de cq(t),
no tecido de ¢;(t) e no sangue venoso de c¢,,(t). Considere ainda ky, k; e k. constantes
positivas que representam a taxa em que a droga é transportada do sangue arterial para
o tecido, do tecido para o sangue venoso e a taxa em que a droga ¢ eliminada do sangue
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Figura 5: Diagrama Modelo IV.

Injecao intravenosa Sangue arterial Ky Tecido ¢() k¢ Sangue venoso
| > .
da droga (co unidades) Cap(t) ecido ¢ cop(t)
&
Eliminacao

Fonte: Producao propria.

venoso, respectivamente. Por hipotese, nao ha presenca de medicamento em nenhum
dos compartimentos antes do tempo to = 0. Como foi injetada apenas uma dose com
¢o unidades do farmaco e essa dose é administrada apenas no compartimento do sangue
arterial, isso implica que a concentragao de medicamento no sangue arterial no tempo
t =ty = 0 éigual a ¢y, ou seja, cu(ty) = cw(0) = co, além de que a concentracao
no tecido e no sangue venoso nesse mesmo tempo ¢ 0, ou seja, ¢(ty) = ¢(0) = 0 e
cop(to) = cup(0) = 0. Portanto, utilizando a lei de conservagao, um sistema de equagoes
que representa esse modelo é dado por

—dcﬁ}(t) = —kpcan(t), ca(0) = co,

) = kycap(t) — kicr(t),  (0) =0, (3.21)

dewn® — focy(t) — koc(t),  cop(0) = 0.

dt

O processo para resolver esse sistema é similar ao processo utilizado para resolver o
Modelo II. Note também que a primeira e a segunda EDOs do sistema sao similares ao
do Modelo 11, a diferir apenas da notacao das constantes e fungoes. Dai, encontramos
que a solugao da primeira e segunda EDOs do sistema (3.21) s@o, respectivamente

—kpt

kyco
e ¢l(t)=
0= 5
Por fim, a partir da solugao de ¢,(t), é possivel encontrar a solugao de ¢, (t) utilizando
a mesma estratégia, apresentada anteriormente no Modelo II, sobre a terceira equacao
do sistema (3.21). Sendo assim, ao multiplicd-la por ef<!, obtém-se

can(t) = coe (e~Fet — g=hety, (3.22)

ket deyp(t)

depy(t)
ket vb
dt €

= "l ke, (t) — eFlkocyy(t) = o

+ Pl ke (t) = ke (t).

Utilizando a identidade da derivada do produto e a solugao encontrada de ¢(t),
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deyy(t d(eFetey(t kycok
et de dbt( ) . et oan(t) = ey (t) — (e dct b(t) _ kbbc—o ]; (elhe)t _ o(het)y
d(eFetey(t)) kycok:
v dt — (ke—ke)t _ (ke—kp)t dt
:é/ dt /m—@@ e

— eketcvb(t)

kbcokt e(kefkt)t e(kefkb)t
_m—m(@—m_m—m

>+Q CeR

_ Fycoky e kit B e het
_k‘b—k:t ke — ki ke —ky

Utilizando a condigao inicial presente no sistema (3.21) sobre a fungao c,(t) calcu-
lada em (3.23), obtém-se:

= cu(t) ) + Ce 7kt CeR. (3.23)

k k. —ktO —kbO
Cop(0) = 0 = 20T ( ¢ ¢

- Ce ™0 =0
[yl G — m—m>+ ‘

l{?bCOk’t 1 1 k)bCokt 1 1
- C=0=—C=— -
ki (ke—kt ke—kb>+ — — (ke—k;t k:e—k;b)

o kbCOkt ]_ ]_ o kbCOkt k:b — kt
== m—m(m—m @—m)ziC_m—m(%fwmm—mQ'
Portanto, a funcdo c,;(t) é dada por
e—k‘tt e_kbt e—ket )
Cop(t) = kpeok — + . (3.24
() = Kcok (<ke BT (v Ty Ll ey Yy )

Conclui-se, portanto, que a solucao do sistema (3.13) é dada por

Cap(t) = coe™M,
lt) = (et — bt

e kit e~ ket

e—kpt
Cup(t) = kpcoke <(ke—kt)(kb—k:t) T (ke—Fkp) (kp—Fke) + (k:e—kt)(ke—kb)> ‘
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4 Resultados e discussoes

Para a realizacao dos testes e obtencao dos graficos associados aos modelos analisa-
dos, é fundamental o conhecimento dos valores dos parametros farmacocinéticos. No
entanto, ao examinar bulas destinadas a profissionais de satude, observa-se que tais
informagoes geralmente nao sao disponibilizadas de forma completa, com excecao do
tempo de meia-vida, que, por sua vez, s6 pode ser diretamente aplicado ao modelo
monocompartimental. Deste modo, utilizamos alguns conjuntos de valores que foram
usados por [3] e por [7] para realizar as simulagbes numéricas.

Como o Modelo I é o tinico que possui a taxa de eliminacao em fun¢ao do tempo de
meia-vida do farmaco, utilizaremos, portanto, dados dos farmacos presentes em bulas
para profissionais. Os farmacos simulados serdo o Diprin (dipirona monoidratada), com
os dados obtidos em [8] e o Dimorf (sulfato de morfina pentaidratado) com os dados
obtidos em [9]. Fazendo as simulagoes utilizando dados referentes a um individuo adulto
saudavel comum, o resultado obtido é apresentado na Figura 6.

Figura 6: Gréficos da concentragao do farmaco no plasma sanguineo de acordo com o
Modelo T - malha de 100 nés.

(a) Dipirona (b) Morfina

500 — «lt) 5 — «dv

400 - 4+

w
=}
S

Quantidade (mg)
)
(=]
[=)

Quantidade (mg)

100 4 1+

T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00 0 5 10 15 20 25
Tempo (hr) Tempo (hr)

Fonte: Produgao propria.

E possivel observar pelos graficos presentes na Figura 6 funcoes semelhantes, mas
em escalas bem diferentes. Para o dipirona, que possui taxa de meia-vida igual a 14
minutos apds a injecao intravenosa, apds 2 horas de injecao de 500 mg, a concentracao
do farmaco no plasma sanguineo é praticamente nula, possuindo aproximadamente
1,3144 mg no tempo t = 2. Por outro lado, temos a morfina que possui taxa de meia-
vida entre 2 a 3 horas (no teste utilizou-se 2 horas e meia) apds a injecao intravenosa.
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Sua concentracao no plasma sanguineo praticamente se anula apds em média 20 a 24
horas, possuindo aproximadamente 0,0064 mg no tempo ¢t = 24. Em ambos os casos,
hé o decaimento exponencial esperado de acordo com a solucao analitica do Modelo I
apresentada em (3.3). O que podemos destacar dessas simulagdes é o quao répido a
dipirona se espalha pelo corpo e é eliminada.

Para o Modelo II, consideramos o caso em que ¢y = 500 unidades. Variando os
parametros ky e k. do modelo, obtemos os resultados mostrados na Figura 7. Podemos
observar no grafico (a) da Figura 7 que quanto menor é a taxa k., maior é o pico de
concentracao de farmaco no sangue. Por outro lado, essa concentragao demora mais
para decair do que para as outras constantes, o que acaba resultando em uma “con-
centracao residual”’no sangue. Nesse grafico também é possivel ver claramente o que
alguns livros chamam de fase de distribuicao e fase de eliminacao. A fase de distri-
buicao, considerando os parametros utilizados, ocorre desde o inicio da administragao
até aproximadamente 1 hora e 30 minutos a 2 horas. Em seguida, tem inicio a fase de
eliminacao, que sucede diretamente a fase de distribuicao.

Figura 7: Graficos do Modelo II variando os parametros k. e k.

(a) Variando k. (b) Variando k4

500 1 — 500 1 — cl(t)- k1 =10.2213
2(t) - ke = 0.2213 cl(t) - k1 = 0.3293
—— c2(t) - ke = 0.3293 —— cl(t) - k1 = 0.5228
400 4 —— c2(t) - ke = 0.5228 400 4 — cl(t)- k1 =0.7448
—— c2(t) - ke = 0.7448

300 1 300 4

200 200 A

Quantidade (unidade)
Quantidade (unidade)

100 4 100 4

Tempo (hr) Tempo (hr)

Fonte: Produgao propria.

Em contrapartida, o grafico apresentado em (b) da Figura 7 nos mostra a variagao
da concentracao de farmaco no estomago para diferentes valores de k;. Note que, quanto
menor o valor de k;, mais devagar o farmaco é transferido para o sangue e, portanto,
acaba ficando também uma “concentracao residual’no estomago. Essas quantidades
que restam no estomago e no sangue para os valores baixos de k. e k; podem causar
efeitos colaterais no corpo a depender do medicamento e da concentragao. O que reforca
a importancia na hora da escolha do medicamento e da dose em que ird tomar.
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Para os modelos III e IV, utilizou-se dois conjuntos parametros, sendo o primeiro
com ky = 0.9976 h~!, k, = 0.3293 h= ! e k., = 0.2213 h~!. J4 a segunda combinacao foi
comk, =0.5h"1 k, =025 h!tek,=0.05h"t Os graficos obtidos para o Modelo 111
sao apresentados na Figura 8, enquanto os do Modelo IV sao apresentados na Figura
9.

No Modelo III, é possivel observar pela Figura 8 que a concentracao de medica-
mento do sangue cai bruscamente no inicio e depois tem um caimento moderado. Isso
ocorre porque o tecido devolve parte do medicamento para o sangue e neste modelo
nao diz se esse medicamento que ja passou pelo tecido tem que ser eliminado logo apds
ter passado pelo tecido. Sendo assim, parte desse medicamento fica indo e voltando
entre os compartimentos do sangue e do tecido até em algum momento ser eliminado,
o que causa esse decaimento de forma lenta em ambos os compartimentos. J& a con-
centracao de medicamento nos tecidos atinge um pico e decai lentamente juntamente
com a concentracao no sangue. Outro ponto a se observar é o quanto a diminuicao
do valor dos parametros faz com que a concentragao de medicamento permaneca mais
nos compartimentos. A taxa de eliminacao k., por exemplo, foi reduzida de 0.2213 h~!
para 0.05 A1, o que dificulta a saida do medicamento do corpo.

Figura 8: Graficos do Modelo III para diferentes conjuntos de parametros.

(a) Primeiro conjunto de parametros (b) Segundo conjunto de parametros

500 — obit) 500 1 — cbit)
— ctlt) — «ctlt)

400 4 400
300

300

200 A 200 +

Quantidade (unidade)
Quantidade (unidade)

100 1 100 4

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Tempo (hr) Tempo (hr)

Fonte: Producgao do préprio autor.

Ja para o Modelo IV, o decaimento da concentragao de medicamento no tecido é
mais rapido do que no Modelo III. Isso acontece devido a separacao do sangue em dois
compartimentos, o sangue arterial e o sangue venoso. Assim, o farmaco que sai do tecido
e val para o sangue (nesse caso, o sangue venoso) tem apenas o caminho de eliminagao.
Em contrapartida, no teste com o segundo conjunto de parametros, a concentragao
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de medicamento no sangue venoso acaba se acumulando e tendo dificuldade para ser
eliminada. Isso pode ser explicado pelo decaimento drastico do valor de k., onde no
segundo teste possui valor igual a 0.05 h~.

Figura 9: Graficos do Modelo IV para diferentes conjuntos de parametros.

(a) Primeiro conjunto de parametros (b) Segundo conjunto de parametros

500 A — cabt) 500 — cab(t)
— ct(t) — «ctlt)
— covb(t) — avb(t)
400 4 400

300

300

200 4 200 A

Quantidade (unidade)
Quantidade (unidade)

100 1 100 4

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Tempo (hr) Tempo (hr)

Fonte: Produgao do proprio autor.

5 Consideracoes finais

Neste trabalho foi apresentado um estudo de modelos compartimentais de farmaco-
cinética. Discutiu-se quatro modelos, variando desde o monocompartimental até os
com multiplos compartimentos. Além disso, foi realizada uma andlise da construgao
dos sistemas de EDOs que descrevem a dinamica proposta pelos modelos, além das
solucoes analiticas desses sistemas. Destaca-se, ainda, o resultado analitico obtido no
Modelo III, que diverge daquele apresentado na literatura [3] e, diferentemente deste,
nao apresenta valores negativos de concentragao.

Os aspectos abordados neste trabalho contribuem para uma compreensao mais apro-
fundada da dinamica dos farmacos no organismo. Destaca-se a relevancia da modelagem
matematica como uma ferramenta fundamental na formulacao de solu¢oes mais robus-
tas para problemas relacionados a farmacocinética — drea de grande importancia, com
impacto direto na eficdcia terapéutica e no sucesso de diversos tratamentos clinicos. O
desenvolvimento de pesquisas nessa area permite uma compreensao quantitativa mais
precisa da interacao dos farmacos com o organismo, viabilizando a otimizagao de esque-
mas terapéuticos, a maximizacao dos efeitos desejados e a reducao de reagoes adversas.
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