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Resumo

Neste trabalho, estudamos um sistema de Bresse termoeldstico com amortecimento
térmico baseado na lei de Cattaneo agindo tanto na forca de cisalhamento quanto
no momento fletor. A novidade da andlise em relacao a literatura existente reside
nas condicoes de fronteira adotadas. Inicialmente, provamos existéncia e unicidade de
solugao. Em seguida, provamos o decaimento exponencial da energia desde que certa
condi¢ao (ja conhecida na literatura para este tipo de sistema) seja imposta sobre os
parametros estruturais. Finalmente, explorando as novas condigoes de fronteira aqui
adotadas, introduzimos uma nova condicao suficiente para o decaimento nao exponen-
cial da energia.

Palavras-chave: Vigas curvas; Lei de Cattaneo; Estabilidade exponencial; Decaimento
nao exponencial; Termoelasticidade linear.
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Abstract

In this work, we study a thermoelastic Bresse system with thermal damping based on
Cattaneo’s law acting on both the shear force and the bending moment. The novelty of
the analysis compared to the existing literature lies in the adopted boundary conditions.
Initially, we prove existence and uniqueness of solution. Next, we prove the exponential
decay of the energy provided that a certain condition (already known in the literature
for this type of system) is imposed on the structural parameters. Finally, by exploiting
the new boundary conditions adopted here, we introduce a new sufficient condition for
non-exponential decay of the energy.

Keywords: Curved beams; Cattaneo’s law; Exponential stability; Non-exponential
decay; Linear thermoelasticity:.

1 Introducao

Este artigo tem origem em um projeto de iniciagao cientifica que consistiu no estudo
de um modelo matematico de viga com foco na boa colocagao e na estabilidade expo-
nencial. O estudo deste tipo de problema requer o emprego de ferramentas avancadas
para estudantes de graduagao. Entretanto, em determinada etapa da argumentagao,
demonstrar que o modelo nao possui estabilidade exponencial se reduz a demonstrar
que um determinado limite no infinito é infinito ou real nao nulo; e esse limite é dado
em termos de uma razao de determinantes podendo, portanto, ser estudado por meio
das ferramentas bésicas do Calculo e da Algebra Linear. E o estudo desse limite que
foi explorado pela estudante. Além disso, ela realizou estudos complementares que
lhe forneceram as nocoes basicas do contexto em que se insere o modelo analisado. A
parte avancada da analise ficou sob a responsabilidade do orientador do projeto. Nesse
sentido, o projeto abriu espago para uma bem-sucedida parceria entre professor e es-
tudante que possibilitou, inclusive, a obtencao de resultados de pesquisa originais, os
quais serao expostos a seguir.

1.1 Apresentacao do modelo estudado

O Sistema de Bresse é um sistema de equacoes diferenciais parciais que descreve o
comportamento de uma viga arqueada e, inicialmente, foi desenvolvido pelo engenheiro
civil francés Jacques Antoine Charles Bresse (1822-1883). Bresse se especializou em es-
tudos de mecanica aplicada e suas contribuigoes lhe renderam a homenagem de ser um
dos 72 cientistas franceses com o nome gravado no primeiro andar da torre Eiffel ([7], p.
94-95). Quando Bresse estudou pela primeira vez o sistema que hoje leva seu nome ([2],
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p. 122-128), ele considerou apenas as deformagoes mecanicas, ou seja, era um modelo
sem acoplamento térmico, também chamado de isotérmico, que desconsidera a inter-
feréncia da temperatura, eliminando assim as equacoes do calor. Contudo, de maneira
geral, muitos materiais sofrem algum tipo de influéncia da temperatura. Assim, com
o passar dos anos, despertou-se o interesse em estudos de modelos termoelasticos
que combinam a deformagao mecanica com a influéncia da temperatura. O foco do
presente estudo estd centralizado em um modelo deste tipo, formulado no contexto da
teoria classica da elasticidade linear. Nesse sentido, a respeito da composicao da viga,
algumas das principais hipéteses do modelo sao as seguintes ([14], p. 12-13):

e O material é isotrépico (as propriedades fisicas, como coeficiente de dilatagao
térmica, sdo as mesmas em todas as dire¢oes a partir de um dado ponto);

e O material é homogéneo (todos os parametros fisicos associados ao material,
como a densidade, sao constantes em relacao a posicao, ou seja, apresentam o
mesmo valor numérico em cada ponto da viga);

e O material é linearmente elistico (em analogia a uma mola, para pequenas
deformagoes, a forca restauradora exercida é proporcional ao tamanho da de-
formacao).

Estas propriedades implicam, por exemplo, que em qualquer direcao a partir de
qualquer ponto da viga, as suas propriedades elasticas e térmicas sao as mesmas. Além
disso, o modelo considera que em cada instante de tempo ¢ > 0 e cada ponto x € [0, /]
da viga, os comportamentos mecanicos sao medidos por trés fungoes (veja a Figura 1):

e v = p(t,z) representa o deslocamento vertical (o quanto cada ponto na linha
de referéncia se desloca para cima ou para baixo);

e ) = 1)(t,z) representa o angulo de rotagao da segao transversal (o quanto
cada secao transversal gira);

e w = w(t,x) representa o deslocamento horizontal (o quanto cada ponto na
linha de referéncia se desloca para a esquerda ou para a direita).

Cabe destacar, também, que a viga é considerada fina com secao transversal du-
plamente simétrica (isto é, a metade superior é igual a metade inferior e a metade
esquerda ¢ igual a metade direita como ocorre, por exemplo, com secoes retangulares e
circulares).

No contexto do sistema de Bresse, a maneira como a temperatura interfere nas
deformagoes que a viga sofre vem associada a acao de trés tipos béasicos de forcas:
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1 deformacao

Figura 1: Apds a deformacao, um ponto P da linha de referéncia ocupa a posicao Q).

e Forgas que tendem a fazer com que a viga seja “cortada” (ou “rasgada”). Quando
a variacao de temperatura interfere nesse tipo de forca, dizemos que o sistema
possui efeitos térmicos agindo na forga de cisalhamento;

e Forcas que tendem a fazer com que a viga seja “dobrada”. Quando a variagao
de temperatura interfere nesse tipo de forca, dizemos que o sistema possui efeitos
térmicos agindo no momento fletor;

e Forcas que tendem a fazer com que a viga seja “esticada” ou “comprimida’.
Quando a variacao de temperatura interfere nesse tipo de forga, dizemos que o
sistema possui efeitos térmicos agindo na forca axial.

No sistema que estudaremos, iremos considerar uma variagao de temperatura © com
fluxo ¢ agindo na forca axial e uma variagao de temperatura v com fluxo p agindo no
momento fletor, ambas modeladas pela Lei de Cattaneo de condugao do calor. Assim
sendo, conforme deduzido em [8, 6], o modelo que estudaremos é dado pelo seguinte
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sistema de equacgoes diferenciais parciais:

p1os — [k(pe + 9 4+ lw) —110], — lho(w, — lp) =0,
patie — [0y — Y2U]e + [k(pe + ¢ + lw) — 1O] =0,
p3wy — [ko(we — 19)]e + k(@2 + 9 + lw) —110] = 0,
O + k19 + mai(pe + 1 + lw), =0, (1.1)
Tigt + 019 + O, = 0,
Uy + kapy + mathy = 0,
(T2p; + 02p + 0, = 0,

onde k(p, + 1 + lw) representa a forca de cisalhamento, by, representa o momento
fletor e ko(w, — lp) representa a forga axial. Todos os coeficientes sdo considerados
constantes positivas; tais constantes sao chamadas de parametros estruturais, pois
encontram-se associadas a forma geométrica e a composicao fisica da viga (por exemplo:
[ é a curvatura inicial e p; é a densidade multiplicada pela drea da segao transversal).
Neste estudo, o sistema (1.1) serd complementado com condicoes de fronteira
{gpz@bw:wx:g:ﬁ:O,paratZOesz, (12)

O,=0=w=0=p=0, parat >0ex =/,
e condigoes iniciais

¥ = o, ¢:¢07 w = Wo, @:®0a 19:290

arat=0exz € (0,0). 1.3
pr=1p1, Yr=11, w=w1, g=go, pzpo}p 0,0. (1.3)

Observagao 1.1. Do ponto de vista fisico, as condi¢oes de fronteira (1.2) possuem a
seguinte interpretacao:

e Na extremidade esquerda (x = 0): nao ha deslocamento vertical, momento fletor,
forca axial, fluxo g nem variacao de temperatura ©.

e Na extremidade direita (x = ¢): n@o héd rotagdo da segdo transversal, desloca-
mento horizontal, forca de cisalhamento, fluxo p nem variagao de temperatura

©.

1.2 Apresentacao dos resultados obtidos

Para simplificar a notagao, a partir dos coeficientes do sistema (1.1), vamos definir as
seguintes constantes:
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L, = (7’1 - kl%) (k - ,01—0> + MmaT, (1.4)
0 P3
k

L2 = (7’2 — ]{?2%) (b — pg—o) —f-’}/QmQTQ (15)
0 P3

k
L3 = (l{) + k‘o)Q (7’1 — ]{1%> - (k — plp—(]) T17Y11M1 -+ Q(k + ko)’}/lml’ﬁ. (16)
0 3

A novidade de nossa andlise em relacao a literatura existente reside nas condicoes
de fronteira (1.2) que, apesar de ja terem sido usadas em sistemas similares, até onde
sabemos, ainda nao tinha sido estudada em conexao com o sistema (1.1). De fato, o
modelo (1.1) foi estudado pela primeira vez com uma condicao de fronteira distinta em
[4], onde os seguintes resultados foram provados no contexto da teoria de semigrupos
de operadores lineares:

(a) Existéncia e unicidade de solucao.
(b) Se Ly =0, ent@o a energia

1

l
B =5 [ (il + palinl + palu? + Kl -+ v+l + b,
0

kit
+k0|wx_l¢|2+l|@|2+M|g|2+£|m2 (1.7)
mq mq mo
ko
+ J2l2Ta 2]p|2> dz.
mg

possui decaimento exponencial, isto é, existem constantes C,a > 0 tais que

E(t)<Ce™™, Vt>0. (1.8)

Esses mesmos resultados dos itens (a) e (b) serdao estendidos para a nossa nova
condigao de fronteira (1.2) na Segao 2 e na Segao 3, respectivamente. Nesse contexto,
surge a seguinte pergunta: se a condicao L; = 0 nao for satisfeita, o decaimento deixa
de ser exponencial? Tendo em vista as técnicas conhecidas usuais, a condi¢ao de fron-
teira adotada em [4] ndo nos permite obter uma resposta para essa pergunta (veja a
Observagao 4.2). Porém, para a nossa condigao (1.2), foi possivel obter uma resposta
parcial. Especificamente, na Secao 4 provamos o seguinte resultado:

(c) Se Ly #0, Ly # 0 e Ly # 0, entdo a energia ndo decai exponencialmente.
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Nesse sentido, nosso estudo nao sé estende os resultados de [4] para uma nova
condicao de fronteira como também d&a passos em direcao a uma caracterizagao com-
pleta da estabilidade exponencial do sistema para essa nova condicao — o que, até onde
sabemos, ainda nao foi feito na literatura existente para o sistema que estamos consi-
derando.

Observagao 1.2. Nossos resultados fornecem uma condigao suficiente para o decaimento
exponencial e uma condicao suficiente para a falta de decaimento exponencial. A re-
ferida caracterizacao completa seria atingida se fosse demonstrado que alguma dessas
condigbes (ou alguma variante delas) também é necesséria — o que ainda é um problema
aberto para o modelo (1.1)-(1.3). Exemplos do que poderia ser uma caracterizagao com-
pleta sdo dados pelas seguintes conjecturas (mutuamente excludentes):

Congectura 1.3. A energia (1.7) associada ao problema (1.1)-(1.3) decai exponencial-
mente se, e somente se, L1 = 0.

Congectura 1.4. A energia (1.7) associada ao problema (1.1)-(1.3) decai exponencial-
mente se, e somente se, L4 =0 ou Ly = 0.

Para provar a Conjectura 1.3, seria necessario refinar a prova do Teorema 4.1 eli-
minando a necessidade de usar Ly # 0 e Ls # 0. Para provar a Conjectura 1.4, seria
necessario refinar a prova do Teorema 4.1 eliminando a necessidade de usar Ls # 0
e estender a prova do Teorema 3.3 mostrando que, assim como L; = 0, a igualdade
Ly = 0 também produz decaimento exponencial.

Observacao 1.5. Caracterizacoes completas do decaimento exponencial de sistemas de
Bresse com amortecimento térmico baseado na lei de Cattaneo agindo na forca de
cisalhamento sao raras na literatura existente. Entretanto, um resultado desse tipo
para uma variante do sistema (1.1) sem amortecimento no momento fletor pode ser
encontrado em [1], onde uma condicao de fronteira similar a (1.2) foi utilizada.

Observacao 1.6. O fato de que a possibilidade de provar falta de decaimento exponencial
depende das condigoes de fronteira é bem conhecido e bastante comum no contexto
dos modelos de vigas termoelasticas, estando presente desde os trabalhos pioneiros
[12, 9] (onde a caracterizacao completa foi provada apenas para condigoes de fronteira
especificas) e sendo replicado em uma grande variedade de trabalhos posteriores.

Observagao 1.7. Note que a condi¢ao no item (c) para a falta de decaimento exponencial

é satisfeita, por exemplo, se
b ke kK

P2 P3P T
Essa condigao distingue uma classe de sistemas, com todas as equacoes mecanicas pos-
suindo a mesma velocidade de onda, para os quais o decaimento exponencial nao vale.

(1.9)
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Esse resultado é compativel com o fato conhecido (veja, por exemplo, o Remark 3.12 em
[3]) de que a energia de certos sistemas de Bresse baseados na lei de Cattaneo nao decai
de forma exponencial quando determinadas equagoes mecanicas possuem velocidades
de onda iguais. Se a condic¢ao (1.9) pode ser enfraquecida é um problema que depende
da caracterizacao completa (ainda ndo obtida, conforme ja discutido na Observagao
1.2).

2 Formulacao abstrata, existéncia e unicidade

Por simplicidade, em tudo o que segue, os espagos de Lebesgue e Sobolev usuais L%(0, £),
Hg(0,¢), H'(0,£) e H?(0, () serdo representados, respectivamente, por L*, Hg, H' e H?.
Seja H; o espago de Hilbert definido, para p = 0 ou p = ¢, por

rrl 1
H, ={ue H |u(p) =0}
COoIm norma
Jull gy = [tz 2 (2.1)

Defina . .
H=Hj x L* x [H} x L*]* x [L*]*

CO1m norma

U5 = prll@IZ2 + p2llClIZe + pslWIIL2 + kllw + 9 + lwllZ: + bl |z

+ kol = Bl + O] + 2T g + 22 o), 22)
+ 2R,
onde U = (¢, @, ¢, V,w,W,0,9,9,p).
Proposigao 2.1 ([4], Remark 5.1). Se
10+ (2n+1)%, VneZ, (2.3)
entio (H, || - ||3) € um espaco de Hilbert no qual a norma || - ||3 € equivalente a norma

usual de ‘H definida por

UB = el + IRIZ + 1015 + 117 + llwliF, + W

e 2 2 9 2 2 (2'4)
+ 10072 + llgllzz + 19172 + [Ipll72-
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Observagao 2.2. Em tudo o que segue, suporemos valida a condigao (2.3) sem, en-
tretanto, voltar a fazer mencao explicita a ela. A depender da condicao de fronteira
utilizada, esse tipo de hipétese é comum no contexto dos sistemas de Bresse para garan-
tir que a norma realmente é induzida por um produto interno (estando presente desde
o trabalho pioneiro [9]).

Escrevendo J, = {u € H?(0,¢) | u.(p) = 0} para p = 0 e p = ¢, defina também o
operador A : D(A) C ‘H — H colocando

D(A) = (Hy (1 Jy) x Hy x [(H} 0 Jo) x H}P? x H} x [Hy* x H}

e
_ D -
p_kl((p:t: + ¢ + lw)x + %(wx - l(p) - %@x
L
b k 2 1
AU = (2.5)

B (1w, = 19)e — B(pp + 1 + lw) + 220
—k1gz — mq (P, + VU + (V)

_h, 1
Tlg T T
_kax - m2qja:

_0a, 1
‘rgp T T

Sob essas notagoes, o problema (1.1)-(1.3) pode ser escrito na forma

{Ut(t) = AU(t), t>0 26)

U(0) = U,

onde U(t) = (p(t), ¢e(t), (1), ¥u(t), w(t), we(t), O(t), g(¢), 9(t),p(t)) e Uy = (0, ¥1, Yo,
¢17 Wop, W1, 607 9o, 7907 pO)

Observagao 2.3. Em termos das notagoes estabelecidas, a energia definida em (1.7) sa-
tisfaz E(t) = 3||U(t)[|3, de modo que a desigualdade (1.8) que caracteriza o decaimento
exponencial equivale a desigualdade (3.2) que provaremos.

A seguir, provaremos algumas propriedades do operador A e finalizaremos com o
principal resultado desta secao. A notagao p(A) representard o conjunto resolvente de

A.

Proposigao 2.4. Se A ¢ p(A), entao \ é um autovalor de A.
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Demonstragdo. Basta provar que o operador inclusao ¢ : (D(A), || - [[pcay) = (K, || - %)
definido por «(U) = U é compacto (veja a Proposi¢ao 4.25 e o Corolario 1.19 em [5]).

Em outras palavras, basta mostrar que se U™ ¢ limitada em (D(A), || - | p(4)), entdo
L(UM™) = U™ possui uma subsequéncia convergente em (H, || - ||).
Seja, entdao, U™ uma sequéncia limitada em (D(A), || - |[p4)). Uma verificagao

direta usando a forma (2.5) do operador A mostra que U™ também é limitada no
espaco G = (H2N HY) x H' x [(H*N H}) x H']? x [H']* (relativamente a sua norma
usual). Como G possui imersdo compacta em (H, |- |%), segue que U™ possui uma
subsequéncia que converge em (H, | |x). Como |- |3 é equivalente a || - ||3, segue que
essa subsequéncia também converge em (H, || - ||)- O

Proposigao 2.5. 0 € p(A).

Demonstrag¢ao. Suponha que 0 ¢ p(A). Entao, pela Proposicao 2.4, existe U # 0 em
D(A) tal que
AU = 0. (2.7)

Disso, em vista de (2.5), decorre imediatamente que ® = ¥ = W = 0. Usando isso na
sétima e na nona componentes de (2.7), concluimos que g = p = 0. Dai, pela oitava e
décima componentes de (2.7), segue que © = 9 = 0. Consequentemente, a segunda, a
quarta e a sexta componentes de (2.7) implicam que

k(pz + 3+ lw)y + kol(ws, — lp) =0,

Multiplicando essas equagoes por ¢, 1 e w, respectivamente, integrando sobre (0, £),
e fazendo integragao por partes, segue que

klla + ¥ + lwlZ2 + bl[¢allzz + kollwe — lpllz2 = 0.
Assim, usando (2.2), concluimos que ||U||y = 0. Absurdo, pois contradiz U # 0. O

Proposicao 2.6. O operador A € dissipativo, ou seja, o produto interno (-,-)y que
induz a norma (2.2) satisfaz a sequinte condi¢do:

Re(AU,U)y <0, YU € D(A).
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Demonstracao. Escrevendo U = (¢, ®, ¥, ¥, w, W, 0,q,0,p) e U* = (p*, &* *, U* w*,
W+ 0% g*, 9%, p*), vemos que (-,)3 ¢é definido por

(U, U)y = p1(‘1>*, @)L2 + P2(‘1’*7 U)o + ps(WF, W)L2 + ko(w), — ZQO* Wy — o) 2

ki1 kot
WO (g g) e + 2 (9%, 9) 2 + 22 2(p*,p)L2-
my Mo Mo

+

Aplicando essa férmula com U € D(A) e U* = AU dado por (2.5), integrando por
partes e tomando a parte real, segue que

7252]@

Y101k1
m

Re(AU,U)y = — Ipliz> < 0. (2.8)

g1z

[l
Proposicao 2.7. iR C p(A).

Demonstra¢ao. Tome A\ € iR. Suponha que A ¢ p(A). Pela Proposicao 2.4, A é um
autovalor de A. Assim, D(A) contém um elemento

U:(%(I)?W\I’?w;‘/‘/a@,gaﬁ,p)#o (29)
tal que
AU =\, (210)
ou seja, ] _
(I)k l " [ A |
o (P 9t w)e + (e — lp) — 310, AD
by v X
L)y — £ (00 + 9 + lw) — 20, + 2O e
w Aw
7 Al l = : (2.11)
i(wx_lw)$_g(¢m+w+lw)+%@ AW
—k1ge — m (P, + W+ 1W) \O
_k2pgj - mQ\I] )\19
- sz_ Ve i | AD

Substituindo (2.10) em (2.8), concluimos que g = p = 0. Substituindo isso na
oitava e na décima componentes de (2.11), segue que ©, = ¢, = 0 e, portanto, O

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, ano 2026, N°. 1, 288-313 298



e ¥ sao constantes. Consequentemente, devido as condigoes de fronteira, © = ¥ = 0.
Substituindo isso na sétima e na nona componentes de (2.11), segue que ®,+WV+IW =0
e U, = 0. Esse par de igualdades implica que ¥ = 0 e ¢, 4+ (W = 0. Pela Proposicao
2.5, sabemos que X\ # 0. Assim, usando a primeira, a terceira e a quinta componentes
de (2.11), concluimos que

Pv=0 e @,+Ilw=0. (2.12)

Substituindo isso na segunda e na sexta componentes de (2.11), e usando a primeira e a
quinta componentes, segue que kol(w, — lp) = p1 A% e ko(w, — ), = p3A?w. Resulta
disso que p1¢, = pslw. Combinando isso com (2.12), obtemos ¢, = 0 e w = 0. Assim,
também temos ¢ = 0. Substituindo as duas ultimas igualdades na primeira e na quinta
componentes de (2.11), obtemos ® = W = (. Isso mostra que U = 0. Absurdo, pois
contradiz (2.9). O

Teorema 2.8 (Existéncia e unicidade). O operador A : D(A) C H — H € o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes (e');>o sobre H. Portanto, o problema
(2.6) possui:

e uma tnica solugdo cldssica U € C([0,00); D(A)) N C'([0,00); H) para cada dado
inicial Uy € D(A), e

e uma unica solugcao enfraquecida U € C([0,00); H) para cada dado inicial Uy € H,
as quais sio dadas por U(t) = eUj.

Demonstragcao. O fato de que A é o gerador infinitesimal resulta imediatamente da
Proposicao 2.5 e da Proposigao 2.6 (veja o Teorema 2.4 em [11]). A asser¢ao sobre
existéncia e unicidade resulta imediatamente da teoria classica de semigrupos de ope-
radores lineares (veja o Teorema 2.3 em [13]). O

3 Analise da estabilidade exponencial

Nesta sec¢ao, usaremos os seguintes dois lemas ja conhecidos (note-se que a versao com
|Bn] — oo que estamos enunciando prova-se com um argumento idéntico ao da versao
original que possui 3, — 00).

Lema 3.1 ([4], Lema 2.1). Para todon € N, sejam f™ € H?(0,0), F™ yM 20 40
TM € HY(0,0) e h™ VW Z2M) ¢ 12(0,¢). Suponha que:

e (B,) € uma sequéncia em R tal que |B,| — oo, quando n — cc.
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(n)  p(n) (n)
o As sequéncias T™, F) vy z(n) 3{;”, }:En e %n sao limitadas em L*(0, ().

L : [L*0,0)]3 — L*0,¢) é uma transformacao linear tal que as sequéncias

(n) n n
LM v o)y ¢ [ ’?;,:’Z( Ve sio limitadas em L*(0,0).

B : [HY(0,0)]? x L*(0,¢) — L*(0,¢) ¢ uma fun¢do tal que a sequéncia B(f™, v,
2 MY ¢ limitada em L*(0,4).

o As sequintes convergéncias sao satisfeitas no sentido de L*(0, (), onde os coefici-
entes p, k, v, kK, m, T e 0 sao constantes positivas:

y™ =0,

DB F™ — K[L(f, 0™ 200, + B(f®,u™ 20 p) 4 4T 5
i8, 7™ + ky™ + mL(F™ v,z -0,

TiBuy™ + 6y + T — 0,

1B, L(fi", 0™, M) — L(F™M, v, ZM) — 0,

.LF(”)WK] — 0.

10n

Entdo, T™ — 0, L(f™, 0™, 200y 5 0 ¢ F — 0.

Lema 3.2 ([4], Lema 2.2). Para todo n € N, sejam f™, 2" ¢ H?(0,0), F™, T™,
Z0 ™y e qgY0,0) e V), B € L2(0,0). Suponha que:

e (8,) € uma sequéncia em R tal que |B,| — oo, quando n — cc.

, () () n
o As sequéncias T, F v z0) Z’I’En, Zlgn e T;T sao limitadas em L?(0, ).

o N : [L*(0,0)]) — L*(0,¢) é uma transformagao linear, digamos que tendo a

forma N(a,b,¢) = nya + ngb + nge, tal que as sequéncias N(z5", 0™, f) ¢
(n) n n
[N (2 nif;n):f( Ve sio limitadas em L2(0, ().

o L:[L*0,0)]® — L*(0,£) é uma transformacado linear, digamos que tendo a forma
L(a,b,c) = lia + €3b + 3¢, tal que a sequéncia L(fggn),v(”),z(")) ¢ limitada em
L*(0,0).

e B:[HY0,0)]? x L*(0,£) — L*(0,¢) é uma fun¢do tal que B(f™ v ) hp) ¢
limitada em L*(0,().
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o As sequintes convergéncias sao satisfeitas no sentido de L*(0, /), onde os coefici-
entes p, ay, r, as, vy, kK, m, T, 0 sao constantes positivas e ¢ > 0:

PiBF™ — ay[L(f™, 0™, 2], 4 B(F™, o™ 2 pm) 5 o,
18, L(f, 0™ ) — L(F™ v®) ZzM) 0,

(F™, Vi) =0,

y™ =0,

rif, 2" — as[N (=, 0, )], = eL(fi7, 0™, 20) 44T = 0,
i6, 7™ + ky™ + mN(ZzM v MY -0,

7iBy™ + oy + T — 0,

18,2, o™, f) _ N(z2 v gy o

2T 0.

Sob essas condicoes, se

14
(7’ — iﬁ) <a2 — Qﬂ) + 7ym = 0,
b ay ny p

entao

pns (az + ) 1P 32 + arel LU, 00, 20152 +map (az + 22) Z0FO
+ alagN(Zin), U(n), f'(n))L(fgg”)7 U(n)7 Z(n))‘é + 1§_fiy(n)F(n) }f)

— 2w (0 ) )¢ 0,

onde o = (1—ﬂ>.

liTay
Agora, estamos em condicoes de enunciar e provar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.3 (Estabilidade exponencial). Seja Li a constante definida em (1.4). Se
L, =0, (3.1)

entdo o semigrupo gerado pelo operador A € exponencialmente estdvel. Consequente-
mente, existem constantes M > 1 e a > 0 tais que a solugio U do problema (2.6)
satisfaz

1Tl < MI|Uollze™", ¥Vt >0 (3-2)
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Demonstracao. Em vista da Proposigao 2.7, pelo bem conhecido Teorema de Gearhart-

Priiss (veja o Teorema 1.3.2 em [10]), basta provar que limsup||(is] — A) !z < oo.
|B]—o00

Para isso, basta provar que existem constantes C', 5, > 0 tais que
1GBT — A) e < C, YIBI > Bo.

Suponha que isso nao ocorra. Entdo, existem uma sequéncia 3, € R\ {0} e uma
sequeéncia

U, = (Sp(n)7 QM ™ g ) ) @(n)yg(n%ﬁ(n)’p(n)) € D(A)

tais que
Ba| =00, |Unlle=1,  [(ifnd = A)Unllr — 0. (3.3)

Em termos de suas componentes, a tltima convergéncia de (3.3) se expressa da
seguinte forma, onde todas as convergéncias sdao no sentido de L?:

iB,0™ — ®™ — 0, (3.4)

18,0 — ®M 0, (3.5)

pr1iBp @™ — k(o0 + ™ + ™), — lko(w(™ — 1p™) + 1,0 — 0, (3.6)
iB,p™ — v 0, (3.7)

iB,M — w0, (3.8)

2B 0 — byl 4 k(™ + ™ 4 ™) 4 9 — 5,0 - 0, (3.9)
iB,w™ — W™ 0, (3.10)

iBw™ — W 0, (3.11)

psiB, W — ko(w™ — 1™, + kI + ™ + lw™) — 17,00 - 0, (3.12)
13,0 + kg™ + my (@M + ™ 4 1™y 0, (3.13)

7iBng™ + 619" + 6 — 0, (3.14)

18,9 + kopl™ + ma ¥ — 0, (3.15)

7iBp™ + 0op™ + 9™ 0. (3.16)
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(3.14), (3.16), (3.13), (3.15), (3.6), (3.9) e (3.12) por -, concluimos que (2), (L)

iBn /7 iBn /7
WQS") e&") ,ﬁgcTO a(c") gc") ( 56")+¢(n)+l (n)) (n) (wx )—l (n))x , ~
( B ) <iﬁn )7 (iﬁn )a (glgn )a (1175_n) ( & iBn = ) ')a (%) € ( ] iﬁ:i_) também sao
limitadas. Essas limitagoes serao tacitamente utilizadas nas aplicacoes do Lema 3.1 e
do Lema 3.2 que faremos a seguir.

De (3.3) e (2.8), segue que

Y10,k Sok
T g e + 0 e = Re(— AU, U
= Re((iBn] — A)Un, Up)# — 0.
Portanto,
g™ =0, p"™ o, (3.17)

De (3.4)-(3.17), segue imediatamente que

9" =0,

p1iB, @™ — k(00 + ™ 4 ™), — lko(w(™ — 1p™) + 700 — 0,

13,0 + kg{™ + m1((1>(") + U™ 4wy -0,

11i8,g" + 619" + 6 —

iB8a(p{™ + ™ + lw™) — (<I>§C”) + 0™ W™y -,

1
i6,
Portanto, aplicando o Lema 3.1 com F(™ = CI>(”), V( M =y z0) =m0 =

QM ) — Hn) — ) L) — () ) — g ), R = 0, L™, ™ ) =

¢xn)+¢ +lw a ( ’¢(n)7w(n)7h(n>:_lk ( Wy _l@(n))7p—p177—7h ’i:kh
m=my, T=T7 €0 = 01, concluimos que

n)@(n)}

M -0, " o™ 4iw™ -0, &M 0. (3.18)
De (3.4)-(3.18), segue imediatamente que

p'™ =0,

poif, W — by ) + 79" — 0,
18,0 + kop{™ + ma W™ — 0,
T2if, p<”> + 52]9(") + 9™ - 0,
i, @/J ) 0,
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1 gmgmie _
iﬁnqj |, = 0.

Portanto, aplicando o Lema 3.1 com F® = g0 y0) — 7z — o 70 —
9 () = ) ) = ) = 4y = p) p) = ng(c”),gp(n),w(n)) — a(j”)’
B(v,b() ™ w™ M) =0, p=py, k=by="vs, k=ky, m=mg, T=Ty e 6 = 0,
concluimos que

9™ =0, W =0, w0 (3.19)

De (3.4)-(3.19), segue imediatamente que

psifa W — ko(w — 1pt™), — 0,

i3, (w — lp™) — (WM —10M) — 0,

(W(”)7 \Ij(n))L2 -0,

g™ =0,

P1iﬁn<1>(”) _ kf'(SO(xn) + w(n) + lw(”)) — lko(w! (n) _ lgo(")) + 71@9(5”) —0,

13,0 + kgl + my (€ + W™+ IW ™) 0,

71ifag™ + 619" + 61" —
n)

wa<m+wm+4w
1

iB,
Portanto, lembrando da hipétese (3.1) e aplicando o Lema 3.2 com F™ = W™,
VO — g Zm — @) T — @) ) — ) ) = ) ) )
N(Qogvn)adj(n)aw(n)) = Soz(vn) + @ZJ(ﬂ) + lw(n)’ P = pP3, a1 = k()) r = p1, az = ky ¢ = lk07
Y=, k =k, m=my, T=m e d =01, concluimos que

) — <q>5;l> + 0™ 4wy -,
dmEM|’

m n n n m n—ne
pal (k + 220) [WWO2, 4 k31 — 1™ 2 + s (K + 220 90!

ko (@l + 9 + L™ (Wl — lpm)]; + v_lmg<n>—w<n>|g
’Ylko@ n) ( l(p(n))} — 0,

onde todos os termos de fronteira se anulam (em razao das condic¢oes de fronteira),
o= <1 — m) e (k:—l— %) = k—;gﬂ > (. Portanto,

T1ko
w0, wh — 1™ 0. (3.20)
De (3.17)-(3.20) segue que ||U,||3 — 0. Absurdo, pois contradiz (3.3). O
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4 Falta de estabilidade exponencial

Tendo na secao precedente estabelecido uma condicao suficiente para que a estabilidade
exponencial ocorra, nesta secao vamos estabelecer uma condigao suficiente para que ela
nao ocorra.

Teorema 4.1 (Falta de estabilidade exponencial). Sejam Ly, Ly e L3 as constantes
definidas em (1.4)-(1.6). Se

L1 7& 0, L2 7£ 0 e L3 7é 0, (41)
entao o semigrupo gerado pelo operador A nao é exponencialmente estdavel.

Demonstracao. Pelo Teorema de Gearhart-Priiss, ja utilizado na demonstragao do Te-

orema 3.3, basta provar que nio se tem limsup||(i8I — .A)~ ||z < co. Para isso, basta
|8]—o0
provar que existem uma sequéncia 3, € R tal que 8, — oo e uma sequéncia limitada

F, € ‘H tais que
18T — A) 7 Fy |l — oo (4.2)

De fato, nesse caso, pela limitacao de F,,, existira C' > 0 tal que
18,1 — A Fullse < |G — A7 el Fallse < ClIEBT — A) "2
Consequentemente, teremos

limsup|| (i3] — A) ||z > limsup|| (18, — A) ||

18l—+o0 n—>00
> limsup C || (i8] — A) ' Fy|ln = o0.
n—oo
~ . N _ (2n+D)m
Vamos, entdo, construir essas sequéncias (5,) e (Fy). Escrevendo ¢, = =5,
defina
k k2
ﬂn: _06721+_ € Fn:(0707070a07fn70a0a070)7
P3 P3
onde f,(x) = p3"' cos(c,z). Como
Cp —> OO, (4.3)

kl?
p3C3

é imediato que £, = ¢, ’;—g + — 00. Além disso, é claro que F,, € H com

¢
_ Y4
1Fll3, = psll fullZ> = pgl/ cos’(enr) do = py'5, VneN.
0
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Portanto, (F),) é limitada. Pela Proposi¢ao 2.7, i8, € p(A). Assim, o operador

(i8,I — A) : D(A) — H é bijetor. Consequentemente, existe um tnico

tal que
(i, — A)U,, = F,. (4.5)
Em termos de suas componentes, essa igualdade se reescreve como
18,0 — &M =0 (4.6)
P18, @M — k(o + ™ 4 1w ™), — Tko(w™ — 1p™) + 4,00 =0 (4.7)
i, ™ — v = (4.8)
poifBa 0™ — () 4+ k(P + ™ 4 1w ™) 4 79 — 1,0 = 0 (4.9)
iB,w™ — W™ =0 (4.10)
p3iB, W™ — ko (w™ — 1o™), + k(o™ + ™ + lw(")) —170™ = psf, (411
13,0 + kg™ 4+ my (B0 + T 4 W) = (4.12)
1iBg™ + 6,9 + 0 =0 (4.13)
18,9 + kop(™ + my ¥ = (4.14)
7iB,p™ + Sop™ + 9 = 0 (4.15)
Defina a matriz
[ pYb) kcn l(k:+ kO)Cn —71Cn 0 1
kcn pgn) kl - Y2Cn
M, = |1(k + ko)cn ki Y Iy 0 |,
miifnc,  maif, miB,l  p{” 0
| 0 _mZiﬁnCn O 0 pén) i
onde
p§") = —p182 + ke + kol?, pén) = —pa8s + bc) + k,
Py = —psf2 + koc? + kI, g, o
Tif, + 01
]{3 2
—if, + — 2
Toify + 02
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Uma substitui¢ao direta nas equagoes (4.6)-(4.15) nos mostra que as fungoes

™ (z) = Apsen(cpz), Y™ (x) = B, cos(cpz), w™(z) = C, cos(cpz),

0" (z) = D, cos(caz), ¢"™(z) = E,sen(c,z), 9™ (z) = D, sen(c,x),

5 ) ) (4.16)
p"(z) = E, cos(cpz), @™ =iB,A,sen(c,z), W™ =iB,B, cos(cpz),
W™ =ig,C, cos(cpz),
onde E, = Tl?ﬁnﬁ e B, = _Tzi%;ﬁég’ determinam uma solucao de (4.6)-(4.15) se, e
somente se, o vetor (A, By, Cy, D,,, D,,) € C° é uma solucao do sistema linear
A, 0
B, 0
M, |Co| = |1 (4.17)
D, 0
D 0

3

Assim, existem duas possibilidades:

1. det M,, = 0, caso em que a tunica solugao (4.4) de (4.6)-(4.15) nao é dada por
funcoes da forma (4.16). (Necessariamente, o sistema serd inconsistente — caso
contrario, a unicidade de solugao de (4.6)-(4.15) seria violada.)

2. det M,, # 0, caso em que a tinica solugdo (4.4) de (4.6)-(4.15) é dada precisamente
por fungoes da forma (4.16), onde (A,,, By, Cy, D,,, D,,) é a tinica solugao de (4.17).
Nessa situacao, pela Regra de Cramer,

det C,
Cpn = = 4.18
det M, ( )
onde ~ -
py” ke 0 —mcn 0
) ke, pén) 0 -7 7
mllﬁncn mll/Bn 0 pz(,Ln) 0
i 0 —msif,e, 0 0 pén) |

A seguir, vamos mostrar que estamos na possibilidade 2 para todo n suficientemente
grande. Para isso note que, pela escolha de (,, temos pén) = (0. Portanto, escrevendo
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d = k + ko para simplificar a notac¢do, um célculo direto (veja a Observacao 4.3) nos
mostra que

det M, = I? (2520id7172m1m2 - Bn n%%mlmﬂ?l lﬁnc d2’7 mzpz(; g

— B2 d%mlpé"’ + 438, dy ey p™ — 218, dyymyp p™)

—215n71km1p1 P+ 1By p " Ul — Ad?pl pl

+ 2 dk*p{"pl" — kPp\" p")p("))
No que segue, vamos usar a notagao O-grande: escreveremos z, = O(y,) para
indicar que existe uma constante C' > 0 tal que |z,| < Cy, para todo natural n. Note

que

¢ =0(n), B,=0(m), p" =0m?), pi’ =02, pi" =0m), pI =O(n).

Portanto,
det M,, = x,, + O(n"),
onde
_ l2 2 2 4d o d2 (n)
Tn By Cndyiyamims ncn%%mlmﬂh lﬁnc Y2Mapy

— 28,2 dymapS plY + iBymappdplY Cideén)pi")pé")> = 0(n%).

Note também que

cn_(2+%)7r T Bn ko fen\?2 kD2 T k
w2 0 n g(‘)*mnﬁz ps

n e\ 2 (419)
pi):i&jLM_)iﬁ @+ kle? k’o klpg

3 leo

(4.20)
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Portanto,

det M, 2 A4 32 CgL p(n) B A p(n)
6 l2< —Z—Zd%%mlmz - —2—2717277117”21—2 - 1——Zd272m24—
n n?n n?n n nn
B c: s p B Y b pl
A S
_a e ppV\ | O
2 2 =3
n?2 n? n n n
w0k k k
- 12—6—0 <2d7172m1m2 — MY2mama </€ - Pl—o) + d*yamy <1 — 1_p3>
0% pg P3 T1ko

k k
P3 T2k

—Mmy (k’ — Plﬁ) (b — PQE) (1 — @)
P3 Ps3 Tako
6k k k
= ZQ%—()( [%mz + (b - pz—o) (1 - Q—pg’)] [Qd%ml — 1y (kr - pl—o)]
P3 P3 Tako p3

_ l27T_6 ko

LoLs.
05 p3TTy 2

Em resumo, usando a hipétese (4.1), concluimos que

det M, 7 ko
— " —
nb (6 P3T1T2

LoLs # 0. (4.21)

Isso implica que det M,, # 0 para todo natural n suficientemente grande. Ou seja,
para esses valores de n, estamos na possibilidade 2. Dai, pela férmula (4.18),

c,=—=1 (4.22)

para todo natural n suficientemente grande. Um célculo direto (veja a Observagao 4.3)
nos mostra que

det C,, = — B2t yiyamamy — 2iB, i kmypl” + iBuyimypy ) pl™
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+iB,c n’Yzmng )p4 lﬁn’hmlpg )pé) cZkai" (n) —i—p( n) (n), (n) (n)

1 P2 "Py D5
= — B, n7172m1m2 +1i8, n%mlpg )p5 lﬁncn%mng )pi g
+p§ P8P + O(nh).

Portanto, usando (4.19)-(4.20), concluimos que

det Can 52 4 B 2 p(n) p(n) @n Ci p(") p(n)
6 2n —Ey172mame + 1——2717"12—25— t1—— 2m21—24—
n n n n? n nn n
N ol )pén) py” pi” N O(n*)
n2 n?2 n n nb
B € PP B e
=i——"yme |5 —— +i——nm
n n? n nn
(n) (n) , (n) 4
p1__ Bn n Dy Ps O(n?)
+ n? n 271m1] n? n + nb
[0, g N[0l ], 00

71'6 k’o

6 P3T1T2

LyLs.

Em resumo,

A 6
det Cn ™ k(] Ll L2

— —— . 4.23
nb (6 P3T1T2 ( )
De (4.22), (4.21), (4.23) e (4.1) resulta que

det C,, _ 78 ko

C. = nb N " 37'17'2L1L2 _ _lﬂ ?é 0
n T det My, l2 76 ko L L - l2 L :
3 0O parim 253 3
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Consequentemente, usando (4.5), (4.4), (2.4), (2.1), (4.16) e (4.3), obtemos

4
1660 — A7 Fully = [Uale > U > O], = CC263 / sen?(c,)da

ce
= 707210,21 — 00.

Isso prova (4.2), conforme o desejado. O

Observacao 4.2. O argumento utilizado na tdltima demonstracao nao funciona para as
condigoes de fronteira adotadas em [4] porque, para elas, o sistema (4.6)-(4.15) nao
admite uma solugao explicita em termos de senos e cossenos da forma (4.16).

Observacao 4.3. O determinante de M, foi calculado simbolicamente com a biblioteca
SymPy do programa Python por meio do c6digo abaixo. Um cddigo similar foi utilizado
para o calculo do determinante de C),.

import sympy as sp

# Definigdo dos simbolos

n, d, k, k0, 1, gammal, gamma2, ml, m2, beta_n, c_n, \
pl_n, p2_n, p3_n, p4_n, p5_n = sp.symbols(

’n d k kO 1 gammal gamma2 ml m2 beta_n c_n ’

’p1~(n) p2~(n) p3~(n) p4~(n) p5-(n)°

)

# Definigdo da matriz

M_n = sp.Matrix([

[pl_n, k*c_n, l*d*c_n, -gammal*c_n, 0],

[k*c_n, p2_n, k*l, -gammal, gamma2*c_n],

[1*d*c_n, k*1, 0, -l*gammal, O],

[mi*sp.I*beta_n*c_n, ml*sp.I*beta_n, ml*sp.I*beta_n*l, p4d_n, 0],
[0, -m2*sp.I*beta_n*c_n, 0, 0, p5_n]

D

# Calculo e simplificacéo
det_ M = M_n.det()
det_M_simplificado = sp.simplify(det_M)

# Exibig8o do resultado
print ("Determinante da matriz simplificado:")
print(sp.latex(det_M_simplificado))
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