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Resumo

Neste trabalho, estudamos uma variante triangular do jogo “Lights Out”, proposto
na Olimpiada Capixaba de Matematica de 2025. Apresentamos uma descri¢ao combi-
natéria do jogo, caracterizamos formalmente suas operagoes e introduzimos o conceito
de nicleo, que determina quais configuracoes admitem solugao e quantas solugoes exis-
tem. Em seguida, analisamos padroes geométricos que surgem em elementos do nicleo
e descrevemos mecanismos de propagacgao desses padroes para jogos de tamanhos mai-
ores. Por fim, modelamos o problema por meio de sistemas lineares sobre o corpo Zs,
obtendo uma matriz associada ao jogo e um critério combinatoério para a invertibilidade
dessa matriz. Esse critério estabelece que o jogo admite solucao para toda configuracao
se, e somente se, o numero de recobrimentos do tabuleiro por pecas 1 X 1 e 2 x 1 ¢é
impar.
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In this work, we study a triangular variant of the “Lights Out”game, proposed in the
2025 Capixaba Mathematics Olympiad. We present a combinatorial description of the
game, formally characterize its operations, and introduce the notion of the kernel, which
determines which configurations admit a solution and how many solutions they possess.
We then analyze the geometry of kernel and describe the propagation mechanisms
that generate patterns for larger board sizes. Finally, we model the problem using
linear systems over the field Z,, obtaining a matrix associated with the game and a
combinatorial criterion for its invertibility. This criterion shows that the game admits
a solution for every configuration if and only if the number of coverings of the triangular
board by 1 x 1 and 2 x 1 tiles is odd

Keywords: linear algebra; combinatorics; matrix

1 Introducao

Durante a elaboragao das questdes para a Olimpiada Capixaba de Matematica (OC-
MAT) de 2025 ([6]), Tiane, coautora deste artigo, apresentou uma ideia que mais tarde
se tornaria a Questao 2 da terceira fase do Nivel 3. O problema envolvia um arranjo
triangular de circulos em duas cores (veja a Figura 1), com o qual se podia interagir
trocando a cor de determinados circulos. Embora a prova explorasse apenas aspec-
tos basicos dessas regras de troca, diversas outras perguntas naturalmente surgiram ao
analisarmos mais cuidadosamente.

Ao discutirmos essas questoes em equipe, percebemos rapidamente que o problema
possuia uma estrutura muito rica. Posteriormente, descobrimos que problemas seme-
lhantes ja haviam sido propostos em outros contextos. Um exemplo é a questao do
Troca-Cor da OBMEP 2009, e também o jogo Lights Out, que possui regras analogas,
mas formulado em um tabuleiro quadrangular 5 x 5 (veja [4, 5, 7]). Embora menos co-
nhecido no Brasil, esse jogo chegou a ser comercializado nos Estados Unidos na forma de
um pequeno console portatil. Do ponto de vista matematico, a generalizacao desse tipo
de jogo para grafos arbitrérios constitui tema de pesquisa em combinatéria (veja [1, 2]
para resultados recentes). Nesse sentido, a versao utilizada na OCMAT, baseada em
um arranjo triangular, pode ser vista como uma variacao do Lights Out original ou,
equivalentemente, como um caso particular do problema geral.

Podemos enunciar o jogo da seguinte forma. Considere um arranjo triangular de
circulos (botoes) de lado n; diremos que esse arranjo define um jogo de tamanho n. As
Figura 1 e 2 ilustram casos em que n = 7. Cada botao pode estar em um de dois estados:
aceso/ligado ou apagado/desligado, representados, respectivamente, pelas cores branca
e preta. Uma configuracao é a escolha de um estado para cada um dos botoes.
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Chamaremos de vizinhos de um botao todos os circulos que lhe sao tangentes. A
acao fundamental do jogo consiste em pressionar um botao. Quando isso ocorre, o
botao pressionado e todos os seus vizinhos trocam de estado: os que estavam acesos
passam a ficar apagados, e os que estavam apagados acendem. As Figuras 1 e 2 exibem
as configuracoes antes e depois do botao 10 ser pressionado.

Figura 1: Uma configuracao do jogo de Figura 2: A configuracao obtida ao se
tamanho n = 7. pressionar o botao 10 na Figura 1.

O objetivo do jogo é apagar todas as luzes. Em outras palavras, dada uma confi-
guracao inicial, o jogador deve determinar uma sequéncia de botoes cuja pressao resulte
na configuracao apagada, isto é, aquela em que todos os botoes estao desligados. No
exemplo da Figura 1, uma possivel sequéncia é 1, 10, 12, 20, 22, 23, 25. Uma versao
interativa do jogo, implementada em GeoGebra, pode ser encontrada em [3].

Esse cenario suscita diversas perguntas naturais. Para uma configuracao dada, sem-
pre existe uma solucao? Quando existe, ela é necessariamente tinica? E em que medida
essas respostas dependem da configuragao inicial ou do valor de n? Algumas dessas
questoes serao discutidas ao longo do artigo. Na Secao 2 apresentamos propriedades
basicas do jogo e uma consequéncia importante: para um dado n, a existéncia de confi-
guragoes sem solucao esta relacionada a presenga de sequéncias nulas, isto €, sequéncias
nao triviais de botoes que, quando pressionados, nao alteram a configuracao inicial. Na
Secao 3 estabelecemos um critério para determinar valores de n para os quais existem
configuragoes insoluveis.

Inicialmente, nés autores abordamos o problema por meio de ferramentas de algebra
linear, e os resultados da Se¢ao 2 podem ser formalizados de maneira sistematica nesse
contexto. No entanto, optamos por apresentar ali uma versao bastante elementar, que
nao exige qualquer conhecimento técnico prévio. Com pequenas adaptacoes, essa secao
pode ser reformulada de forma acessivel até mesmo para alunos do ensino fundamental.
Ja na Secao 4 incluimos explicitamente a abordagem via algebra linear, em razao de
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sua grande eficacia na andlise do jogo. Para estudantes do ensino médio com boa base
algébrica, essa perspectiva pode servir como introducao aos temas de sistemas lineares,
matrizes e suas inversas, e, posteriormente, a prépria algebra linear. Para alunos que
ja dominam esses tépicos, o problema oferece um exemplo natural de espagos vetoriais
sobre corpos finitos.

2 Preliminares

Nesta segao, desenvolveremos alguns resultados acerca da existéncia de solugoes e de
sua quantidade. Iniciamos com algumas observacoes simples, mas fundamentais, sobre
o funcionamento dos botoes.

Em um jogo de tamanho n ha § = @ botoes, que identificaremos pelos ntimeros
1,2,..., 8. Uma primeira observagao importante é que a ordem em que os botoes sao
pressionados nao influencia o resultado final. De fato, ao fixarmos um botao j, seu
estado final depende apenas de quantos botoes que o afetam foram pressionados, e nao
da ordem desses pressionamentos. Além disso, como cada botao possui apenas dois
estados possiveis, pressionar um mesmo botao um numero par de vezes nao produz
efeito algum. Registramos essas observacoes na propriedade a seguir.

Propriedade 2.1. A ordem de pressionamento dos botoes é irrelevante, e pressionar o
mesmo botao duas vezes equivale a nao pressiona-lo.

A partir dessa propriedade, um mesmo subconjunto de {1,2,..., 3} pode ser inter-
pretado de maneiras distintas, conforme o contexto. Essas interpretacoes correspondem
a diferentes aspectos do jogo.

Interpretacao como Estado do jogo. Um subconjunto pode representar uma
configuracao, isto é, uma escolha do estado de cada botao. Nessa interpretacao, os
elementos do subconjunto sao exatamente os botoes que se encontram acesos. Por
exemplo, o conjunto vazio corresponde a configuracao em que todos os botoes estao
apagados. Utilizaremos as letras C' e D para indicar configuracoes.

Interpretacao como Acao do jogo. Um subconjunto também pode representar o
conjunto de botoes que decidimos pressionar. Gragas a Propriedade 2.1, toda sequéncia
de jogadas pode ser descrita dessa forma, pois a ordem é irrelevante e pressionamentos
repetidos um quantidade par de vezes podem ser descartados. Quando usarmos essa
interpretacao, empregaremos em geral as letras X e Y.

Interpretacao como Efeito de uma jogada. Por fim, um subconjunto pode
representar o conjunto de botoes cujo estado foi alterado ao passarmos de uma confi-
guracao para outra. Por exemplo, ao passarmos da configuracao apagada () para uma
configuracao C, exatamente os botoes de C' tiveram seu estado alterado. De modo ge-
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ral, ao passarmos de uma configuracao C' para uma configuragao D, os botoes alterados
formam o conjunto

CAD = (CUD)\ (CND),

isto é, a diferenca simétrica entre C' e D. Nao introduziremos uma notagao especifica
para essa interpretacao.

Com essa terminologia, podemos descrever o jogo da seguinte forma. Dada uma
configuragao inicial C' e um conjunto de botoes X, pressionar os botoes de X produz
um certo efeito, isto é, altera exatamente os botoes de algum subconjunto V. O objetivo
do jogo é escolher X de modo que esse efeito coincida com C'| pois, nesse caso, os botoes
inicialmente acesos sao apagados e alcancamos a configuracao final desejada. Diremos
nesse caso que X é solucao de C.

Observamos que existem 27 configuracoes possiveis, 2° conjuntos de botoes e 2°
possiveis efeitos. No entanto, nem todo efeito precisa ser realizavel por um conjunto
de botoes. O jogo de tamanho n admite solucao para toda configuracao precisamente
quando todo efeito possivel pode ser obtido a partir de algum conjunto de botoes. Nesse
caso, uma contagem simples mostra que a solucao deve ser tunica.

Propriedade 2.2. Em um jogo de tamanho n, se toda configuracao tem solucao, entao
essa solucao ¢é unica.

Para representar de forma mais visual a evolucao das configuracoes ao longo de uma
sequéncia de jogadas, adotaremos a notacao

5D
na qual C' representa a configuragao inicial, D a configuracao final e X o conjunto de
botoes pressionados. Em particular, X é uma solucao para a configuracao C' quando
c 50
Suponha que C' RN C e, em seguida, C'y BEN (5. Como pressionar botoes presentes
simultaneamente em X; e X5 equivale a nao pressiond-los, o efeito total dessas duas

etapas é obtido pressionando-se apenas os botoes de (X; U X5) \ (X1 N X5) = X1AXo.

Assim,

X X X1AX
C—l>Cl—2>Cg — Cl—2>02

Em outras palavras, a diferenca simétrica de conjuntos de botoes produz o mesmo efeito
que a sucessao das jogadas correspondentes.

Passemos agora a analisar a reciproca da Propriedade 2.2. Suponha que uma confi-
guragao C' admita duas solugoes distintas. Ou seja, existam conjuntos de botoes X; e
X, com X # X, tais que C' X4 0 e ¢ 22 . Notamos que isso implica que () RENYS!
e dai obtemos

X1AXo
L

cXupXo — ¢ C.
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Como X; # Xs, segue que X = X;AX, é nao vazio. Portanto, o efeito de pressio-
nar exatamente os botoes de X é nao alterar nenhum botao. Esse tipo de conjunto
desempenha um papel central no jogo.

Definig¢ao 2.3. Um conjunto de botoes X C {1,2,..., 8} é uma sequéncia nula quando

cS e para toda configuracao C'. O conjunto de todas as sequéncias nulas é chamado
niucleo do jogo.

Observamos que o conjunto vazio é sempre uma sequéncia nula, pois nao pressionar
nenhum botao nao altera nenhuma configuracao. Além disso, se um conjunto X satisfaz

cS e para alguma configuragao C', entao o mesmo vale para qualquer configuragao.

Assim, para verificar se X pertence ao nicleo, basta verificar se () X 0. Em outras
palavras, basta verificar se X é uma solucao para a configuracao (.

Como vimos, a existéncia de duas solugoes distintas para uma mesma configuragao
implica a existéncia de uma sequéncia nula nao trivial. Em certo sentido, solugoes dis-
tintas para uma mesma configuracao sempre diferem por uma sequéncia nula. Observar
isso nos permite descrever todas as solugoes de uma configuragao (que admite alguma).
Se o ntucleo possui exatamente k elementos, digamos Ny, ..., N, e se X é uma solucao
para uma configuragao C', entao

XANy, XAN,, ..., XAN,

sao precisamente todas as solucoes de C'. Provaremos essa afirmacao a seguir.

Propriedade 2.4. Em um jogo de tamanho n, se o ntucleo tem k elementos, entao toda
configuracao que possui solucao tem exatamente k solugoes. Em particular, se k > 1,
existem configuracoes sem solucao.

Demonstracao. Sejam Ny, ..., Ny os elementos do ntucleo. Seja C' uma configuracao
que admite solucao e seja X tal que C' X 0. Como cada N; pertence ao nucleo, temos

N4
0 —% 0 e, portanto,
N; XAN;
cHo2p = =50

Assim, cada XAN; é solugao de C. Essas solugoes sao distintas entre si, pois
XAN; = XAN; = (XAN)AX = (XAN)AX = Ni=N;

Resta mostrar que nao ha outras solugoes. Seja Y uma solucao adicional de C.

Entao Ay
RN — [y}

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, ano 2026, N°. 1, 865-389 370



Morais, C.
Marcarini, T.

Logo, XAY pertence ao nucleo, digamos XAY = N;, o que implica
Y = XA(XAY) = XAN;.
Isso conclui a prova. O

Para concluir esta se¢ao, determinamos o nicleo no caso de jogos de tamanho n =
2. O caso n = 1 é trivial, pois ha apenas um botao e pressiona-lo altera qualquer
configuragao; portanto, o nucleo possui apenas o conjunto vazio.

Para n = 2 temos 3 botoes. Observamos que pressionar qualquer um deles pro-
duz exatamente o mesmo efeito, e pressionar dois botoes distintos é equivalente a nao
produzir alteracao alguma. Assim, o ntcleo contém quatro elementos:

0, {1,2}, {1,3}, {2,3}.

Essas combinagoes estao representadas na Figura 3.

& oo

Figura 3: O nicleo de um jogo de tamanho n = 2.

3 Nnucleos

Na sec¢ao anterior, definimos o niicleo. Um elemento do nticleo é uma sequéncia nula, isto
¢, um conjunto de botoes que, ao serem pressionados, nao alteram a configuracao inicial.
Provamos que um jogo de tamanho n tem solucao unica para qualquer configuragao
quando seu nucleo € trivial. Isto é, o tinico elemento do nicleo é o conjunto vazio.

Nesta secao, investigaremos para quais valores de n temos nicleo nao trivial. Vamos
representar os elementos do nicleo por meio de figuras. Por exemplo, na figura 4
a seguir, encontra-se representado um elemento N do nicleo do jogo de tamanho 6.
Nesta figura, os botoes coloridos de azul sao os elementos de N. Em outras palavras,
ao partirmos de uma configuragao C', ao apertarmos os botoes em azul, a configuracao
final serd C'.
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Figura 4: Uma representacao de um elemento do nicleo do jogo de tamanho 6.

Para comecar, verificaremos que a quantidade de elementos do nucleo é sempre uma
poténcia de 2.

Propriedade 3.1. Em um jogo de tamanho n, o niicleo possui 2¢ elementos, para algum

1
inteiro £ com 0 < ¢ < @

Demonstracao. Dado um conjunto de botoes X, seja C' o conjunto dos botoes alterados
quando pressionamos X. Considerando C' como uma configuracao do jogo, isso significa
que X ¢é uma solucao para C. Assim, todo conjunto do botoes é solucao de alguma
configuracgao.

Por outro lado, seja k£ o nimero de elementos do ntcleo. Pela Propriedade 2.4,
toda configuracao soluvel admite exatamente k£ solucoes. Se m denota o nimero de
configuragoes soliveis, entao o nimero total de solugoes é m - k. Como cada conjunto
de botoes é a solucao de exatamente uma configuracao, concluimos que o niimero total

de conjuntos de botoes é m - k.
n(n+1) n(n+1)
O ndmero total de conjuntos de botoes é 2= 2| logo m -k =2 2 . Portanto,
k deve ser uma poténcia de 2, isto é, k = 2° para algum inteiro ¢ com 0 < ¢ <
n(n+1
( . ) 0

Observacao 3.2. Na propriedade anterior, o intervalo 0 < ¢ < pode ser re-

n(n+1)
2
finado. De fato, nao é dificil verificar que necessariamente ¢ < n. Um argumento
simples consiste em observar que dois elementos distintos do nicleo devem diferir em
pelo menos um botao da tltima linha do arranjo triangular, que contém exatamente n

botoes.

Diremos que o nicleo tem dimensao ¢ quando possui exatamente 2¢ elementos. A
Tabela 1 apresenta os valores dessa dimensao para 1 < n < 80. Por exemplo, para
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n = 5 observamos que £ = 2, o que significa que o niicleo contém 2 = 4 elementos.
Esses elementos estao representados na Figura 5.

n|f|n|f||n|/¥t ni|l| n| ¥ ni|f | n| ¥ n |/t
1 70110 |21 0 {31] 0141|0510 {|61]20| 71| 6
2 12121 4 |22 4 (|32 0 (|42] 2 (52| 0 (62|42 72| 0
310134 (23]0 (332 1]43] 4 ||53|0163]0/(73]|4
4 (0141024 0 ||34] 2 |[44| 0 || 542064 ] 0 || 74| 2
5121510 (250 |35 01| 45] 0 ||55/20(65] 0 (|75] 0
6 |41(16] 0 |26 |10 36| 4 || 46|10 || 56 | 18| 66| 4 || 76| 10
T10( 1710 (|27 0 (|37 0 || 47] 2 |57 0 |67 0 (77| 0
8 |0 18 ] 2 |28 8 |38 | 4 || 48] 0 || 58 18| 68| 4 || 78| 10
9 |0{19] 8 (291039 0 ||[49] 0 |59 0 ||[69] 0 (|79] 0O
101220 0 (|30|201] 40|16 | 50| 2 {{60[20( 70| 4 |8 | O

Tabela 1: Dimensao do nicleo para jogos de tamanho 1 a 80.

AR

Figura 5: Elementos do niticleo do jogo de tamanho n = 5.

Para n = 22 temos ¢ = 4. Isso significa que o nicleo possui 2* = 16 elementos,
representados na Figura 6. Esse caso € interessante porque todos os elementos exibem
simetrias claras. Para n = 19 o nticleo possui 28 = 256 elementos. Na Figura 7
mostramos alguns deles. Observamos que alguns apresentam simetria evidente e outros
nao exibem nenhum padrao aparente.
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Figura 6: Elementos do niucleo do jogo de tamanho n = 22.

Figura 7: Alguns elementos do nticleo do jogo de tamanho n = 19.

Mesmo com poucos exemplos, é possivel perceber certos desenhos recorrentes nas
figuras simétricas. Alguns desses padroes surgem em jogos de diferentes tamanhos. As
Figuras 8 e 9 ilustram alguns desses casos.

Figura 8: Alguns padroes.
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Figura 9: Mais padroes.

Desejamos compreender a natureza desse fenomeno, isto é, investigar como esses
padroes surgem e de que forma se propagam. A observacao da sequéncia apresentada na
Figura 8 aponta para alguma regularidade estrutural. Nela, os jogos possuem tamanhos
2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34 e 38. Esses valores sugerem que jogos de tamanho da
forma 45 + 2 apresentam elementos do nicleo que exibem padroes semelhantes. Isso,
de fato, ocorre.

Ainda na Figura 8, o mecanismo de propagacao dos padroes nem sempre é evidente,
em grande parte porque a maior parte dos botoes nao aparece colorida. Ja na Figura 9,
especialmente na segunda e na terceira linhas, esse mecanismo torna-se bastante claro.
O padrao visivel é obtido pela repeticao de elementos do nicleo de jogos menores e de
suas simetrias, separados por uma fileira de botoes nao utilizados. A Figura 10 ilustra
explicitamente esse processo. As setas e cores indicam quais rotacoes e reflexoes sao
aplicadas aos padroes menores para compor o elemento observado nos jogos maiores.

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, ano 2026, N°. 1, 865-389 375



Morais, C.
Marcarini, T.

Figura 10: Um mecanismo da propagacao de padroes.

Essas observacoes motivam o resultado a seguir.

Teorema 3.3. Se um jogo de tamanho n possui nicleo nao trivial, entao o mesmo
ocorre para todos os jogos de tamanho n + (n + 2)j, para todo inteiro j > 1.

Demonstracao. Seja T um elemento do ntcleo de um jogo de tamanho n. Pela simetria
do arranjo triangular, qualquer reflexao de T ao longo das alturas e qualquer rotacao de
T também pertence ao nicleo. Para cada inteiro £ > 1, construiremos um elemento do
ntcleo de um jogo de tamanho n + (n + 2)j a partir de cépias de T" e de suas simetrias.

A construcao esta ilustrada na Figura 10. Nela, cada regiao triangular marcada por
setas corresponde a um bloco de tamanho n formado por T ou por alguma de suas
simetrias. Esses blocos sao dispostos de modo a preencher uma triangulacao maior e
sao separados por linhas de largura 1 compostas inteiramente por botoes nao utilizados.
Seja X o conjunto de botoes obtido ao reunir todos esses blocos, vamos mostrar que X
pertence ao nucleo do jogo de tamanho n + (n + 2)j.

Considere um botao arbitrario b. Se b pertence ao interior de um dos blocos trian-
gulares, entao os tnicos botoes de X que afetam b sao aqueles pertencentes ao proprio
bloco. Como esse bloco é uma cépia de T ou de uma de suas simetrias, ele é um ele-
mento do niucleo do jogo de tamanho n. Assim, pressionar os botoes desse bloco deixa
o estado de b inalterado.

Resta considerar os botoes que pertencem as linhas divisorias entre os blocos. Ne-
nhum desses botoes estd contido em X. Além disso, cada um deles tem um nimero par
de vizinhos em X. Isso ocorre porque tais botoes estao na fronteira entre dois blocos
congruentes por reflexao e isso garante que os vizinhos presentes em X aparecem em
pares simétricos em torno de b. Como pressionar dois vizinhos idénticos nao altera o
estado de b, o resultado final para esses botoes também coincide com seu estado inicial.
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Concluimos que, para qualquer botao b, pressionar os botoes de X nao altera o
estado de b. Portanto, X pertence ao ntcleo do jogo de tamanho n + (n + 2)j, o que
completa a prova. O

Para encerrar esta secao, observamos que existem muitos outros mecanismos de
propagacao de padrdes. Para jogos de tamanho 2/ — 3, com j > 3, é possivel construir
um elemento do ntucleo cujo desenho lembra o fractal conhecido como Triangulo de
Sierpinski. Esse caso aparece na Figura 11.

Figura 11: Elementos do niucleo que lembram o Triangulo de Sierpinski.

Diversas outras formas também podem ser obtidas. Entre as figuras simétricas, a
maior parte das imagens visualmente marcantes apresenta padroes que lembram um ca-
leidoscopio, como as duas primeiras da Figura 12. Ha ainda configuracoes com aparéncia
menos usual, como a terceira imagem da mesma figura, cujo arranjo sugere a forma de
uma aranha. Esses exemplos mostram a variedade surpreendente de padroes e ilustram
a riqueza visual dos elementos do ntcleo.

Figura 12: Caleidoscépio e Aranha.

4 Algebra Linear

Nesta secao vamos descrever o jogo por meio de sistemas lineares. Em um jogo de

tamanho n existem [ = @ botoes, e cada um deles pode estar aceso ou apagado.
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Para fins de referéncia, enumeraremos os botoes de 1 até .

Nosso objetivo é o seguinte. Dada uma configuracao inicial, isto é, uma escolha
de estados aceso ou apagado para cada um dos 8 botoes, desejamos determinar quais
botoes devem ser pressionados para que, ao final, todos se encontrem apagados. Pelos
resultados da Secao 2, sabemos que a ordem dos pressionamentos nao altera o resul-
tado. Portanto, o que realmente importa é somente o conjunto de botoes que serao
pressionados.

Fixemos agora um botao ¢. Para compreender como seu estado final sera determi-
nado, analisamos os efeitos que cada botao j pode exercer sobre ele. Existem quatro
possibilidades, que representamos no fluxograma abaixo. Em cada caso, indicamos se
j afeta ou nao o estado de 7, e se 0 botao j é ou nao pressionado.

O botdo j afeta o botao i? O botdo j foi apertado? O botao i foi alterado?

o
o

71T

Das quatro situagoes descritas no fluxograma, observamos que as trés primeiras nao
produzem qualquer alteracao no estado do botao i. Apenas a quarta situacao, na qual
o botao j afeta i e é de fato pressionado, modifica seu estado. Para traduzir essas
possibilidades para uma linguagem algébrica, introduzimos a seguinte notacao.

Associamos a cada solugao uma colecao de nimeros

1‘1,$2,...,l’ﬁ,

onde cada x; pode assumir apenas os valores 0 ou 1. Interpretamos z; = 0 como “o
botao j nao foi pressionado”e z; = 1 como “o botao j foi pressionado”. Precisamos
também indicar quais botoes influenciam o estado de quais outros. Para isso, definimos
os coeficientes a;; por

1, se pressionar o botao j altera o estado do botao i,
aij = .
0, caso contrario.
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Pelo fluxograma, o estado do botao ¢ ¢ alterado por ¢ somente quando z; = 1 e

a;; = 1. Em particular,

1

0, se o botao j nao altera o estado de 1,
aijxj =

Assim, a soma
a;1T1 + a0 + -+ -+ ;8T8

, se o botao j altera o estado de i e foi pressionado.

conta exatamente quantas vezes o estado do botao ¢ foi modificado ao longo da solucao.
Como cada modificagao troca o estado de aceso para apagado ou vice-versa, o valor
dessa soma determina o estado final de i: se a soma é par, o estado final coincide com

o inicial; se é impar, o estado final difere do inicial.

Observamos que, para determinar o estado final de i, importa apenas a paridade da

soma
;11 + @199 + - -+ + a;3T3.

Por essa razao, a partir deste ponto trabalharemos médulo 2. Em particular, todo
resultado de soma serd 0 (caso par) ou 1 (caso impar), de modo que 1+1=0,140 =
0+1=1e0+0 =0. Essa aritmética corresponde exatamente ao comportamento
do jogo: pressionar um botao equivale a somar 1 ao estado atual, trocando aceso por

apagado e apagado por aceso.

Seja ¢; o estado inicial do botao ¢, com ¢; = 0 para apagado e ¢; = 1 para aceso. O

estado final de 7 é entao dado por

1Ty + QT2 + + - + AT + G

O vetor (21, ...,xs) resolve o problema quando todos os estados finais sao iguais a zero.

Portanto,

;171 + QjpTy + -+ agxrg +c; =0 para todo i.

Reunindo essas 3 equacoes, obtemos o sistema linear

a11C1 + a19T9 + -+ - + 183 +c = 0 ajlr a9 a1s 1 C1
211 + A99Tg + - + Q28T 3 + co = 0 21 Q22 aspg i) Co
_ — + =
ap1T1 + aB2T2 + -+ appTg + g = 0 ag1 apgs agp o] Ca
Em notagao matricial, escrevemos
A= (ay), x=(21,...,28) e c=(c1,...,cp);
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assim, o sistema assume a forma compacta Az + ¢ = 0, que equivale (estamos em
modulo 2!) a Ax = c.

A questao fundamental passa a ser: para quais vetores ¢ o sistema admite solucao?
Da &lgebra linear, sabemos que, se a matriz A é invertivel, entao existe uma tunica
solugdo para todo ¢ (Lay et al., 2018, Secao 2.2, Teorema 5). Obtemos, assim, o
seguinte resultado.

Teorema 4.1. Um jogo de tamanho n admite solu¢ao unica para qualquer configuragao
inicial se, e somente se, a matriz A = (a;;) € invertivel.

Antes de prosseguirmos, vamos relacionar a linguagem dessa secao com a linguagem
utilizada nas secoes anteriores. Se ' é uma configuracao inicial e X é um conjunto

de botoes que a resolve, escrevemos C' X0 A configuracao C' associamos o vetor
c¢=(c1,...,cp) e ao conjunto de botdes X associamos o vetor z = (z1,...,25). Como
visto acima, a condi¢ao para que X apague todas as luzes é Ax + ¢ = 0. Assim, a
operacgao C' X006 registrada pela equagao Ax + ¢ = 0. As duas linguagens descrevem
o mesmo fenomeno.

Mais geralmente, uma operagao do tipo C' 5D corresponde a igualdade

Ax +c=d,

onde Ax representa o conjunto de botoes cujo estado é alterado pelo pressionamento
de X. Ao somaé-lo com ¢, obtemos o estado final d associado a configuracao D.

. . . X Y ,
Consideremos agora uma cadeia de operagoes, C' — E — D. Também podemos
escrever
Ar +c=e,

Ay+e=d.

Somando essas duas igualdades médulo 2, obtemos A(z +vy) + ¢ = d. Portanto, pressio-
nar os botoes de X seguidos dos de Y produz o mesmo efeito que pressionar o conjunto
de botoes descrita por x + y. Pela aritmética médulo 2, o vetor x + y corresponde a
diferenca simétrica X AY. Assim,

C XAY D,

como ja sabiamos da secao anterior. Em termos algébricos, a aplicagao que associa a
cada conjunto de botdes X o vetor z é um homomorfismo de grupos (as operagoes de
grupo aqui sao a diferenca simétrica de conjuntos e a soma de vetores).

Vejamos um exemplo. Na Figura 13 aparece um estado de um jogo de tamanho
3 juntamente com uma possivel enumeracao dos seus seis botoes. Suponhamos que
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pressionamos os botoes 3 e 4. Isso altera os estados dos botoes 1, 3, 4 e 6, produzindo
a configuracao mostrada na Figura 14.

Vamos descrever essa mesma operagao com matrizes e vetores. Para a enumeracao
adotada, a matriz A é

111000
111110
111011
A=1010110 (4.1)
011110
0010 1 1]

Pressionar os botoes 3 e 4 corresponde ao vetor x = (0,0,1,1,0,0). Calculando Az,
obtemos

[1 11 0 0 o] [0] [1]
11111010 0
A — 11101 1] |1 _ 1
01 0110| |1 1
01 11 10|10 0
0010 1 1] |0] 1)

Esse vetor indica exatamente quais botoes terao seus estados trocados: os indices
1, 3, 4 e 6, como esperado.
Se a configuracao inicial é representada pelo vetor

c¢=(0,1,0,0,0,1),
entao a configuracao final é dada por
Az +c¢=(1,1,1,1,0,0),

que coincide com a situacgao ilustrada na Figura 14.
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Figura 13: Uma configuracao do jogo Figura 14: A configuragao obtida ao se
de tamanho n = 3. pressionar os botoes 3 e 4 na Figura 13.

Vamos agora analisar os elementos do ntcleo discutidos nas seg¢oes anteriores. Re-
cordamos que um conjunto de botoes X pertence ao nicleo quando, para qualquer
configuracao B, vale

cX o0,

isto é, pressionar os botoes de X nao produz alteracao alguma. Na linguagem de
sistemas lineares, isso significa
Ar+c=c,

ou seja, Ax = 0. Portanto, os elementos do niicleo da matriz A correspondem exata-
mente aos elementos do o nicleo do jogo (o que justifica a terminologia).

Da algebra linear, sabemos que A é invertivel se, e somente se, o sistema homogéneo
Ax = 0 possui apenas a solucao trivial. Além disso, para qualquer ¢, o sistema Az = ¢
tem o mesmo numero de solugoes que o sistema homogéneo. Como estamos trabalhando
modulo 2, o niucleo é um subespaco vetorial sobre o corpo Z,, e, portanto, possui
cardinalidade 2¢ para algum ¢. Essa é precisamente a propriedade 2.4 apresentada na
Secao 2. O algoritmo empregado para gerar as figuras da secao anterior consiste em
calcular o nicleo da matriz A correspondente.

Passamos agora ao estudo explicito do nucleo de A, que denotaremos por N (A),
para alguns valores de n. A fim de diferenciar, usaremos A, em lugar de A. Para
padronizar, consideraremos sempre a enumeracao dos botoes de cima para baixo e da
esquerda para a direita, como nas Figuras 1 e 13.

Para n = 1 hé apenas um botao, e toda configuracao possui solug¢ao tinica. A matriz

A1 - [1} 5
que ¢ invertivel, e, portanto, N'(4;) = {[0] }.
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Para n = 2 ha trés botoes, e obtemos
1
AQ - 1
1

O nucleo é
0 1 0 1

N<A2): Of, (L] L]:]0] ¢
0O 10| 1| |1

e seus elementos aparecem ilustrados na Figura 4.

Como existem 22 = 8 configuracoes possiveis e o nicleo possui 4 elementos, segue
da Propriedade 2.4 que cada configuracao soltivel admite exatamente 4 solugoes. Con-
sequentemente, apenas duas configuracoes sao soltuveis, mostradas na Figura 15. As
demais, representadas na Figura 16, nao possuem solucao.

o %4 0
® o0 &

Figura
Configuragoes Figura 16: Configuracoes insoltiveis do jogo de ta-
soliveis do  jogo manho n = 2.

de tamanho n = 2.

Para n = 3, a matriz A3 é a apresentada na Equagao (4.1). Nesse caso, Az é
invertivel. O mesmo ocorre para n = 4, isto é, A4 também ¢é invertivel. Para n = 5,
o nucleo de A possui exatamente quatro elementos, representados na Figura 5 da
secao anterior. Para valores maiores de n, os cédlculos tornam-se rapidamente pouco
manejaveis. Porém, ao inspecionarmos explicitamente as matrizes A, ..., As, torna-se
visivel um padrao: com a enumeracao que adotamos, cada matriz A, é incorporada
como bloco de A, ;1.

Esta propriedade decorre diretamente da estrutura geométrica do tabuleiro e da
convencao de indexacao adotada. Como os botoes sao numerados sequencialmente de

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, ano 2026, N°. 1, 865-389 383



Morais, C.
Marcarini, T.

cima para baixo, linha por linha, a inclusao de uma nova linha na base do triangulo
para gerar o jogo de tamanho n + 1 preserva integralmente os indices e as relagoes de
vizinhanca de todos os botoes preexistentes. Como a vizinhanca entre quaisquer dois
botdes das primeiras n linhas nao é afetada pela adi¢ao da (n+ 1)-ésima linha, as entra-
das correspondentes na submatriz principal de ordem @ de A, 11 sao idénticas as de
A,,. Assim, a matriz do jogo de tamanho n + 1 pode ser escrita de forma particionada
em blocos como:

A, B
Anir = {BT D}
onde B é uma matriz de dimensoes w X (n 4 1) que mapeia as interagoes entre os

botoes antigos e os botoes da nova linha de base, e D é uma matriz de ordem n + 1
descrevendo as adjacéncias estritamente entre os botoes da prépria tltima linha.

Para ilustrar esse fenomeno, apresentamos a seguir a matriz Ag, na qual destacamos
os blocos correspondentes a Ay, As, ..., As. Também destacamos todas as entradas nao
nulas.

Ag =

1
O OO OO OO OO OO OO OO OO ] =

O OO OO OO OO OO0 OO OO e e e -
O OO OO OO OO OO OO O = O
O OO OO OO OO OO0 OO O O
O O O OO OO OO OO0 = OO
O OO OO OO OO OO OO O OO
O OO OO OO OO = =O O OO OO Oo
O OO OO OO O == ONO O =0 OO
O O O O OO O H=EHEOOIK = OMKERKMKOOOO
O OO O OO = O OO M= OO OO O oo
O O OO = =O OO -0 OO OO0 oo oo
O OO == OO O === 0O 0O MO0 OO oo
O O == O QOO MM OO KM OO OO o oo
O == O OO =0 O = OO0 OOo oo oo
== O O OO OOO KOO OO O oo oo
O O OO == OO OO = OOOOoOOoOOo oo oo
O OO === O OO MM OOO OO o oo oo
O O === O OO = OOOOO OO oo oo
O e e O O O = OO OO OO OO OO OO
= = O O O OO OO OO OO oo oo
= = OO O OO OO OO OO OO OO0 o oo
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Encerramos esta se¢ao com um resultado cuja demonstracao combina ferramentas de
algebra linear com um problema classico de combinatéria. Uma formulagcao semelhante
para o jogo em arranjo quadrangular é apresentada em [4]. Foi a partir dessa fonte que
tomamos conhecimento do resultado, cuja simplicidade e elegancia nos surpreenderam
e motivaram sua inclusao aqui na versao correspondente para o arranjo triangular.

Antes de enunciarmos o teorema, definimos particao de um conjunto e recobrimento
de um tabuleiro por pecas 1 x 1 e 2 x 1.

Definicao 4.2. Uma particao de um conjunto finito nao vazio S é uma colecao de
subconjuntos nao vazios de S, disjuntos dois a dois, cuja uniao resulta no proéprio
conjunto S.

Definicao 4.3. Um recobrimento do tabuleiro triangular por pecas 1 x 1 e 2 x 1 é uma
particao do conjunto de indices de botoes {1,2,...,3} em subconjuntos contendo um
unico indice ou dois indices correspondentes a botoes vizinhos.

Por exemplo, no caso n = 4, a Figura 17 ilustra um recobrimento possivel, que
corresponde a particao {1,2}, {3}, {4}, {5,9},{6,10},{7,8} de {1,2,...,10}.

Figura 17: Uma maneira de cobrir o tabuleiro do jogo de tamanho n = 4 com pecas
1x1e2x1.

Teorema 4.4. Um jogo de tamanho n possui solucdo para toda configuracao se, e
somente se, o numero de recobrimentos do tabuleiro triangular por pecas 1 x 1 e 2 x 1
¢ impar.

Para a demonstracao deste teorema, faremos uso da conhecida férmula de Leibniz
para determinantes (Boldrini et al., 1984, Secao 3.3, Defini¢ao 3.4.1), a qual expressa o
determinante de uma matriz quadrada em termos de permutacoes. Relembramos que
uma permutacao o € Sz é dita involutiva (ou uma involucao) se ela coincide com a sua
prépria inversa, ou seja, se 02 = id, o que implica que seus ciclos disjuntos possuem
comprimento no maximo 2.
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Demonstracao. Sabemos que o jogo de tamanho n admite solucao para toda confi-
guracgao se, e somente se, a matriz A é invertivel. Como estamos trabalhando mdédulo
2, isso ocorre exatamente quando det A = 1.

Pela féormula de Leibniz,

det A = Z A1o(1) Q20(2) ** * ABo(B)>

o€Sp

onde Sp é o grupo das permutagoes de {1,2,...,5}. Em mddulo 2, o sinal da per-
mutacao nao ¢é relevante. Cada termo da soma vale 0 ou 1, e vale 1 exatamente quando

Uio(1) = A20(2) = *** = Qgo(p) = 1.

Recordamos que a;; = 1 apenas quando 7 = j ou quando os botoes 7 e j sao vizinhos.
Assim, seja V' o conjunto das permutacoes o tais que, para todo 7, o indice o(j) coincide
com j ou com um vizinho de j. Para essas permutacoes, o termo correspondente na
soma do determinante ¢ igual a 1; para as demais, ¢ igual a 0. Portanto,

detA:ZL

Agora observamos que, se o € V, entdo o~! € V, pois a vizinhanca é uma relacao
simétrica. Além disso, se 0 # 071, os dois termos correspondentes na soma se cancelam
em modulo 2. Logo, apenas as permutacoes involutivas contribuem efetivamente para
o valor final do determinante. Denotando por W o conjunto das permutacoes o € V

tais que o = o', temos:
det A = Z 1.

Cada permutacao ¢ € W é uma involucao sem pontos fixos multiplos, portanto
sua decomposicao em ciclos consiste unicamente de ciclos de comprimento 1 e 2. Além
disso, como ¢ € V, sempre que ocorre um ciclo transposto (i o (7)), os indices i e (i)
correspondem a botoes vizinhos. Assim, cada ¢ € W determina um recobrimento do
tabuleiro por pegas 1 x 1 (os ciclos de comprimento 1) e 2 x 1 (os ciclos de comprimento
2). Reciprocamente, cada recobrimento define uma permutagao involutiva em W.

Portanto, o nimero de elementos de W coincide com o ntimero de recobrimentos do
tabuleiro. Como

det A=1 <= |W] é impar,

segue que o jogo tem solugao para toda configuragao exatamente quando o nimero de
recobrimentos é impar, como desejado. O
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Em resumo, as construgoes apresentadas nesta secao estabelecem uma ponte rigo-
rosa entre a algebra linear dos sistemas de equagoes e a combinatéria geométrica do
tabuleiro triangular. Uma vez que as propriedades estruturais da matriz de coeficientes
ja determinam integralmente a solubilidade do jogo, a aplicagao da féormula de Leib-
niz permitiu restringir o somatério do determinante apenas as permutagoes associadas
a recobrimentos validos por pecas 1 x 1 e 2 x 1. Dessa forma, a associacao de cada
configuracao de botoes a um elemento do grupo simétrico por meio de permutagoes
involutivas elimina os termos nulos da expansao algébrica e confere uma elegante inter-
pretagao combinatoria ao resultado matricial previamente estabelecido.

5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, investigamos a solubilidade de um jogo combinatério em um tabuleiro
triangular, partindo de suas regras fundamentais e de uma andlise estrutural de suas
configuragoes iniciais nas primeiras se¢oes. A modelagem algébrica permitiu traduzir
a dinamica do jogo em um sistema linear associado, cuja solubilidade tnica foi rigo-
rosamente caracterizada pelas propriedades matriciais e pelos critérios de equivaléncia
estabelecidos pela algebra linear. Obtivemos que um jogo tem solucao, qualquer que
seja sua configuracao inicial, se, e somente se, a matriz que o modela é inversivel.
Também foi possivel estabelecer resultados no caso em que algumas configuracoes nao
possuem solucao, nesse contexto, duas configuragoes distintas que possuem solugao pos-
suem o mesmo numero de solugoes e esse nimero ¢é igual a quantidade de elementos
no ntcleo da matriz que modela o jogo. Como desdobramento complementar a essa
estrutura algébrica principal, a aplicagao da férmula de Leibniz ofereceu uma caracte-
rizagcao combinatoria para o problema, conectando os resultados puramente matriciais
a propria geometria e disposi¢ao dos recobrimentos sobre o tabuleiro.

Como perspectivas para a continuidade desta pesquisa, destacam-se trés frentes
principais de investigacao:

e Propriedades do ntcleo da matriz: investigar a estrutura algébrica do nicleo da
matriz de coeficientes quando o sistema nao possui solugao tnica. Em particular,
busca-se compreender se a dimensao do nucleo é sempre par e se ela é ou nao
limitada.

e (lassificacao dos jogos soluveis: desenvolver um algoritmo ou critério fechado
capaz de classificar, de acordo com o tamanho do tabuleiro triangular, quais jogos
sempre admitirao solucao para qualquer configuracao inicial.
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e Extensao para outras geometrias: generalizar o modelo matricial e as bijecoes por
involugoes para tabuleiros com outras simetrias ou malhas poligonais distintas.
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