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Resumo

Neste artigo, deduzimos o Teorema de Pick para reticulados bidimensionais arbitrarios a
partir de sua formulacao classica em Z2, por meio de transformacoes lineares invertiveis
do plano. Com isso, obtemos uma versao do teorema vélida para qualquer reticulado
bidimensional A C R?. Em seguida, discutimos a relacio entre esse resultado e a area
de regioes de Voronoi em dimensao 2. Mostramos que, nos casos retangular e hexagonal
regular, a identidade Area(V,) = det(A) pode ser recuperada por meio do Teorema de
Pick, apos a construcao de transformacoes lineares invertiveis apropriadas. Além disso,
mostramos que esse procedimento linear nao se estende ao caso hexagonal nao regular,
delimitando o alcance do método considerado.

Palavras-chave: teorema de Pick; reticulados bidimensionais; regiao de Voronoi;
transformacoes lineares; geometria dos nimeros.

Abstract

In this article, we derive Pick’s Theorem for arbitrary two-dimensional lattices from
its classical formulation on Z? by means of invertible linear transformations of the
plane. This yields a version of the theorem valid for every two-dimensional lattice
A C R2. We then discuss the relation between this result and the area of Voronoi regions
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in dimension 2. We show that, in the rectangular and regular hexagonal cases, the
identity Area(Vy) = det(A) can be recovered by means of Pick’s Theorem, after the
construction of suitable invertible linear transformations. Moreover, we show that this
linear procedure does not extend to the non-regular hexagonal case, thereby delimiting
the scope of the method considered.

Keywords: Pick’s theorem; two-dimensional lattices; Voronoi regions; linear transfor-
mations; geometry of numbers.

1 Introducao

O Teorema de Pick estabelece uma relagao entre a drea de um poligono simples com
vértices no reticulado inteiro Z? e o ntimero de pontos inteiros situados em seu interior
e em sua fronteira. Em sua forma classica, esse resultado afirma que, se P C R? é um
poligono simples com vértices em Z2, entdo

Avea(P) = I(P) + %B(P) Y
em que I(P) e B(P) denotam, respectivamente, o nimero de pontos de Z* no interior
e na fronteira de P. Desde o trabalho original de Pick [9], esse teorema tem sido um
resultado fundamental na geometria discreta e na geometria dos ntimeros.

Neste trabalho, tomamos a formulagao cléssica acima como ponto de partida. De-
monstracoes do Teorema de Pick para poligonos simples com vértices em Z? podem
ser encontradas, por exemplo, em [3, 8, 11]. Uma abordagem alternativa, baseada no
Teorema de Minkowski dos corpos convexos, pode ser encontrada em [6].

A extensao do Teorema de Pick para reticulados bidimensionais arbitrarios ja foi
considerada na literatura, inclusive com formulac¢ao e demonstracao detalhadas em [10].
Neste artigo, porém, adotamos uma abordagem distinta: em vez de adaptar diretamente
uma demonstracao da versao classica, mostramos como transporta-la de Z? para um
reticulado bidimensional arbitrario por meio de transformacoes lineares invertiveis do
plano. Para isso, estudamos inicialmente o comportamento de segmentos, triangulos
e poligonos simples sob tais transformacoes, bem como a correspondente féormula de
escala para a area. Em particular, mostramos que transformacoes lineares invertiveis
preservam a estrutura combinatoria de poligonos simples, estabelecem bijecoes entre os
pontos de reticulado situados no interior e na fronteira dos poligonos correspondentes e
multiplicam a érea pelo valor absoluto do determinante. Como consequéncia, obtemos a
seguinte versao do Teorema de Pick: se A C R? ¢ um reticulado bidimensional e P é um
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poligono simples com vértices em A, entao

Area(P) = det(A) (IA(P) + %BA(P) - 1) :

em que I5(P) e By(P) denotam, respectivamente, o ntimero de pontos de A no interior
e na fronteira de P.

Na segunda parte do trabalho, discutimos a relacao entre esse resultado e a area da
regiao de Voronoi de um reticulado bidimensional. Em dimensao 2, essa regiao ¢ um
poligono convexo centralmente simétrico, com 4 ou 6 lados. Mostramos que, nos casos
em que a regiao de Voronoi é um retangulo ou um hexagono regular, a identidade

Area(Vy) = det(A)

pode ser recuperada por meio do Teorema de Pick, apds a construcao de transformacoes
lineares invertiveis apropriadas.

O caso hexagonal nao regular revela uma limitagao natural desse procedimento. Mais
precisamente, provamos que a existéncia de um operador linear bijetor que leva a regiao
de Voronoi V no poligono

conv{tu, v, (v —u)}

caracteriza exatamente o caso hexagonal regular. Assim, o resultado correspondente
delimita o alcance do método linear considerado no artigo.

Desse modo, o artigo tem dois objetivos principais: deduzir o Teorema de Pick
para reticulados bidimensionais arbitrarios a partir do caso classico em Z?, por meio
de transformacoes lineares invertiveis, e analisar o uso desse procedimento no estudo
da area de regioes de Voronoi em situagoes geométricas especiais. A contribui¢ao do
trabalho esté na apresentacao unificada desses argumentos, na explicitacao do papel das
transformacoes lineares e na identificacao da limitagao do método no caso hexagonal
nao regular.

O texto estd organizado da seguinte forma. Na Se¢ao 2, reunimos nogoes prelimi-
nares sobre reticulados bidimensionais e geometria plana. Na Sec¢ao 3, estudamos o
comportamento de segmentos, tridngulos e poligonos simples sob transformagoes lineares
invertiveis, bem como a correspondente férmula de escala para a area. Na Secao 4,
demonstramos o Teorema de Pick para reticulados bidimensionais. Por fim, na Segao 5,
discutimos a relacao entre esse resultado e a area da regiao de Voronoi de reticulados
bidimensionais, com énfase nos casos retangular, hexagonal regular e hexagonal nao
regular.
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2 Reticulados bidimensionais e elementos de geometria
plana

Ao longo do texto, identificamos pontos do plano com seus vetores posicao em R? e
usamos indistintamente os termos ponto e vetor.

Definicao 2.1. Um reticulado bidimensional é um subconjunto A C R? da forma
A={mu-+nv:m,neZ},

em que u,v € R? sido vetores linearmente independentes. O par {u, v} é chamado base

de A.

Vale observar que toda base de um reticulado bidimensional A é, em particular, uma
base de R?, mas a reciproca nao ¢ verdadeira, mesmo quando os vetores considerados
pertencem ao proprio reticulado. Além disso, um mesmo reticulado bidimensional
admite varias bases. Por exemplo,

7* ={(m,n) :m,n € Z}

¢ um reticulado bidimensional e admite como base canonica o conjunto {(1,0), (0,1)},
mas também admite outras bases, como {(1,0),(1,1)} e {(4,3),(7,5)}. Por outro lado,
{(2,0),(0,2)} C Z* ¢ uma base de R?, mas ndo é uma base de Z?, pois suas combinagoes
lineares inteiras geram apenas os vetores de Z? cujas duas coordenadas sdo pares. Em
particular, o vetor (1,0) € Z? nao pode ser escrito como combinagao linear inteira de
(2,0) e (0,2).

Definigao 2.2. Seja A C R? um reticulado bidimensional e seja {u, v} uma base de A.
O determinante de A é definido por

b

det(A) = |det(u, v)

em que det(u,v) denota o determinante da matriz 2 x 2 cujas colunas sdo u e v.

Essa defini¢ao esta bem definida, isto é, det(A) nao depende da base escolhida para
A. Além disso, det(A) coincide com a area de qualquer paralelogramo fundamental
associado a A [1|. Mais precisamente, se {u, v} é uma base de A, entdo o conjunto

P(u,v) ={su+tv:0<s,t <1}
é um paralelogramo fundamental de A, e

Area(P(u,v)) = |det(u,v)| = det(A).
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Lema 2.3. Sejam Ay, Ay C R? reticulados bidimensionais e sejam {u1, v} e {us, vs}
bases de A1 e Ag, respectivamente. Entao existe uma unica transformacao linear invertivel
L:R? - R? tal que L(uy) = uy e L(vy) = vy. Além disso, L(A;) = As.

Demonstragao. Como {uy,v;} é uma base de R?, existe uma tnica transformagao linear
L:R? - R? tal que L(u;) = uy e L(v;) = vy (ver, por exemplo, [2]). Como {us, vy}
também ¢ uma base de R?, segue que L é invertivel. Se & € A, entdo existem m,n € Z
tais que = muy + nvy. Pela linearidade de L, temos

L(x) = mL(u,) + nL(vy) = mus + nvy € As.

Logo, L(A1) € Ay. Aplicando o mesmo argumento a L™, obtemos L™(Ay) C Ay, o que
equivale a Ay C L(A;). Portanto, L(A;) = As. O

Fixamos a seguir algumas notacoes e defini¢oes basicas de geometria plana e topologia
em R?, conforme [4]. Para S C R?, denotamos por int(S) o interior de S, por 9S a
fronteira de S e por S o fecho de S. Em particular,

0S = S\ int(9).
Para x,y € R?, denotamos por
oyl = {(1 - w1y 0<t<1)

o segmento fechado com extremidades « e y. Se ¢ € R? e r > 0, denotamos por B(x, )
a bola aberta euclidiana de centro a e raio r, isto é,

B(x,r)={2cR*: |z —=z| <1}

Definicao 2.4. Sejam a, b, c € R? trés pontos nao colineares, isto é, tais que os vetores
b — a e ¢ — a sejam linearmente independentes, ou, equivalentemente,

det(b —a,c—a) #0.
O tridngulo de vértices a, b, ¢ é o subconjunto
A(a,b,c) = {(1—s—t)a+sb+tc:s,t2 0, s+t< 1}.

Essa definicao descreve cada ponto do tridngulo como combinagao convexa de seus
vértices, o que serd 1til no estudo de sua imagem por transformacoes lineares invertiveis.
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Definigao 2.5. Um poligono simples ¢ um subconjunto P C R? cuja fronteira é uma
poligonal fechada simples. Mais precisamente, existem vértices vy, ..., v,, com n > 3,
tais que

n
OP = U[Ui7vi+1]7 onde Up41 = Uy,
=1

em que segmentos consecutivos se intersectam apenas no vértice comum, segmentos
nao consecutivos nao se intersectam e segmentos consecutivos nao sao colineares. O
conjunto P é entao definido como a uniao dessa poligonal com a componente conexa

limitada de R? \ OP.

Em particular, todo tridngulo é um poligono simples. Além disso, todo poligono
simples admite uma triangulacao; trata-se de um resultado classico da geometria plana
(ver, por exemplo, |5, 7]).

3 Imagens por transformacoes lineares invertiveis

O Teorema de Pick para reticulados sera deduzido a partir de sua formulagao classica
em Z2%, por meio de transformacoes lineares invertiveis. Para isso, descrevemos como
segmentos, triangulos, poligonos simples, interior, fronteira e drea se comportam sob
tais transformacoes.

Lema 3.1. Se L : R? — R? € linear e a,b € R?, entdo
L(la,b]) = [L(a), L(b)].
Se, além disso, L € invertivel, entao
[a,b]N[e.d] =2 = [L(a), L(b)]N[L(c), L(d)] = &.

Demonstrac¢ao. Temos x € [a, b] se, e somente se, x = (1 —t)a+tb para algum ¢ € [0, 1].
Pela linearidade de L,
L(xz)=(1—1t)L(a) + tL(b),

de modo que L(x) € [L(a), L(b)]. Isso mostra que L([a,b]) C [L(a), L(b)]. A inclusao
oposta é obtida do mesmo modo, e portanto

L([a,b]) = [L(a), L(b)].
Se L é invertivel, entao L é injetiva. Assim, se existisse
y € [L(a), L(b)] N [L(c), L(d)],

entdo existiriam x; € [a,b] e xs € [, d] tais que L(x,) = y = L(x2). Pela injetividade
de L, terfamos x; = 2, 0 que contradiz a hipotese [a,b] N [ec,d] = @. O
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Lema 3.2. Seja L : R? — R? uma transformacao linear invertivel e sejam a, b, c € R?
pontos nao colineares. Entao L(a), L(b) e L(c) também sdo nao colineares e

L(A(a,b,¢)) = A(L(a), L(b), L(c)).

Demonstra¢ao. Se L(a), L(b) e L(c) fossem colineares, entao os vetores L(b — a) e
L(c — a) seriam linearmente dependentes. Como L é invertivel, seguiria que b — a e
¢ — a também seriam linearmente dependentes, em contradicao com a hipdtese. Logo,
L(a), L(b) e L(c) s@ao nao colineares. Além disso, * € A(a,b,c) se, e somente se,
existem nimeros reais s,t > 0, com s+t < 1, tais que

x=(1—s—t)a+ sb+tec
Pela linearidade de L, L(x) = (1 — s — t)L(a) 4+ sL(b) + tL(c), o que mostra que
L(A(a,b,c)) C A(L(a), L(b), L(c)).

Reciprocamente, seja y € A(L(a), L(b), L(c)). Entao existem nimeros reais s,t > 0,
com s+t < 1, tais que

y=(1—-s—t)L(a)+ sL(b) +tL(c).
Novamente pela linearidade de L, y = L((l —s—t)a+sb+ tc). Como
(1-s—ta+sb+tce Aa,b,c),
segue que y € L(A(a, b, c)) Portanto,
A(L(a), L(b). L(e)) € L(A(a.b,c)).
Isso conclui a demonstracao. ]

Lema 3.3. Seja L : R? — R? uma transformacao linear invertivel e seja P C R* um
poligono simples. Entao L(P) é um poligono simples. Além disso,

L(int(P)) = int(L(P)) e L(OP) = d(L(P)).

Demonstragao. Sejam vq,...,v,, com n > 3, os vértices de P, de modo que

n

oP = U[viavi—i-l]? VUn+1 = V1.

=1
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Pelo Lema 3.1,

n

L(@P) = U[L(Ui)>L(vi+1)]'

i=1

Como L é injetiva, preserva o padrao de intersecao entre os segmentos e, por ser linear
e invertivel, preserva colinearidade e nao colinearidade. Logo, L(OP) ¢ uma poligonal
fechada simples. Se C' ¢ a componente conexa limitada de R? \ 9P, entao

P=0PuUC.

Como L é um homeomorfismo, L(C') ¢ uma componente conexa de R? \ L(OP). Além
disso, L(C) é limitada, pois transformagoes lineares em R? levam conjuntos limitados
em conjuntos limitados. Portanto,

L(P) = L(OP) U L(C)

é um poligono simples.
Como L é um homeomorfismo, leva abertos em abertos. Assim, se x € int(P), existe
um aberto U tal que
reUCP.

Segue que
s L(x) € L(U) C L(P),

com L(U) aberto. Portanto,
L(int(P)) C int(L(P)).
Aplicando o mesmo argumento a L', obtemos a inclusao oposta, isto ¢,
L(int(P)) = int(L(P)).
Além disso, como L é um homeomorfismo,
L(P) = I(P),
e, como L ¢ injetiva, para quaisquer conjuntos A, B C R? vale
L(A\ B) = L(A)\ L(B).
Assim,

L(@P) = L(P\ int(P)) = L(P)\ L(int(P)) = L(P) \ int(L(P)) = O(L(P)).
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Corolario 3.4. Seja L : R? — R? uma transformacao linear invertivel e seja P C R?
um poligono simples. Entao toda triangulagao de P € levada por L em uma triangulag¢ao

de L(P).

Demonstragao. Se

¢ uma triangulacao de P, entao

Pelo Lema 3.2, cada L(7;) é um triangulo. Além disso, pelo Lema 3.3, int(L(T;)) =
L(int(7;)) para todo i. Como L ¢ injetiva e os interiores dos triangulos 77, . .., T} sao
dois a dois disjuntos, segue que, se i # j,

int(L(T;)) Nint(L(T})) = @.
Logo, L(T}), ..., L(T}) constituem uma triangulagao de L(P). O

Denotamos por det(L) o determinante da matriz que representa L em relagao a
uma mesma base de R? no dominio e no contradominio. Tal valor independe da base
escolhida [2].

Lema 3.5. Seja L : R* — R? uma transformacao linear invertivel e seja P um poligono

simples. Entdo
Area(L(P)) = | det(L)| Area(P).

Demonstragao. Primeiramente, seja A = A(a, b, c). Pelo Lema 3.2, L(A) é o tridngulo
de vértices L(a), L(b) e L(c). Pela formula usual da érea,

1
Area(L(A)) = 3 |det(L(b - a), L(c — a))| .
Como o determinante é multiplicativo, segue que
det(L(b—a),L(c — a)) = det(L) det(b— a,c — a),

e, portanto,

Area(L(A)) = | det(L)| Area(A).
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Agora, seja P um poligono simples e considere uma triangulacao
P=T\uU---UT;,

em que os interiores dos triangulos 77, . . . , T}, sao dois a dois disjuntos. Pelo Corolario 3.4,
os conjuntos L(7}),..., L(T}) constituem uma triangulagdo de L(P). Em particular,

e os interiores dos triangulos L(T}), ..., L(T}) sao dois a dois disjuntos. Pela aditividade
da area,

Area(L(P)) = Z Area(L(T;

Aplicando a igualdade ja estabelecida para triangulos, obtemos
Area(L Z | det(L)| Area(T;) = | det(L)| Z Area(T;) = |det(L)| Area(P).

]

4 Numero de Pick e o Teorema de Pick para reticula-
dos bidimensionais

Seja A um reticulado bidimensional e seja P um poligono simples com vértices em A.
Para um conjunto finito A, denotamos por #A a sua cardinalidade. Definimos

Ix(P)=#(ANint(P)),  Ba(P)=#(ANIP),

e o numero de Pick de P relativo a A por

A(P) = Ii(P) + 3 Ba(P) ~ L

Exemplo 4.1. Sejam A; = Z? e Ay C R? o reticulado bidimensional gerado por (1/2,1)
e (2,1). Seja L : R? — R? a transformacdo linear determinada por

L(l,O)z(%,l) e L(0,1)=(2,1).
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Pelo Lema 2.3, L ¢é invertivel e satisfaz L(A;) = Ao. Além disso,

x
L(z,y) = <§+2y, :U—l-y).

Considere agora o poligono simples P cujos vértices em Aj, listados no sentido anti-
horéario, sao

(—2,0), (2,0), (2,3), (0,1) e (—2,3),

conforme ilustrado na Figura 1(a). Sua imagem L(P), ilustrada na Figura 1(b), tem
vértices

(—1,-2), (1,2), (7,5), (2,1) e (5,1).

Figura 1: Poligono P em A; = Z? e sua imagem L(P) no reticulado As,.

(a) Poligono P (b) Poligono L(P)

Fonte: Autores (2026).

Contando os pontos de A; no interior e na fronteira de P, obtemos
IAl(P) =2 e BAl(P) = 14,

de modo que

1 14
HAl(P):[Al(P)+§BA1(P)_1:24—7—1:8

Uma contagem direta em L(P) mostra que

In,(L(P)) =2 e Ba,(L(P)) =14,
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e, portanto,

I, (L(P)) = 8.

Esse exemplo sugere que o nimero de Pick permanece invariante sob transformagoes
lineares invertiveis que levam um reticulado bidimensional em outro. Esse fato sera
formalizado no lema seguinte.

Lema 4.2. Sejam Ay, Ay C R? reticulados bidimensionais e seja L : R? — R? uma
transformagao linear invertivel tal que L(Ay) = Ay. Se P é um poligono simples com
vértices em Ay, entdo L(P) é um poligono simples com vértices em Ay e

[5, (L(P)) = Iy, (P).
Em particular, se L(A) = A, entao
HA(L(P)) = HA(P).
Demonstragao. Pelo Lema 3.3, L(P) é um poligono simples, com
L(int(P)) = int(L(P)) e L(OP) = O(L(P)).
Como L ¢é bijetiva e satisfaz L(A;) = Ag, segue que

L(A, Nint(P)) = Ay Nint (L(P))

L(A; NOP) = Ay N A(L(P)).

Portanto,
In,(L(P)) = In,(P) e By,(L(P)) = By, (P),

de modo que
IIa, (L(P)) = 11, (P).

A afirmacao final é o caso particular em que Ay = Ay = A. n

Teorema 4.3 (Teorema de Pick para reticulados bidimensionais). Seja A C R?* um
reticulado bidimensional e seja P um poligono simples com vértices em A. Entao

Avea(P) = det(A) (IA(P) + %BA(P) - 1> |

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, ano 2026, N°. 1, 31/-345 325



Strey, E.; Strey, G.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3, existe uma transformacao linear invertivel L : R? — R?
tal que L(Z*) = A. Seja Q = L~}(P). Pelo Lema 3.3, @ ¢ um poligono simples com
vértices em Z2. Usaremos, neste ponto, o Teorema de Pick classico para poligonos
simples com vértices em Z? (referéncias indicadas na Introdugao). Assim, Area(Q) =
[Tz2(Q). Além disso, pelo Lema 4.2, temos T1z2(Q) = I15(P), e, pelo Lema 3.5, temos
Area(P) = | det(L)| Area(Q). Como L(Z?*) = A, segue que |det(L)| = det(A). Portanto,

Area(P) = det(A) Iy (P) = det(A) (IA(P) + %BA(P) - 1) .

Observacao 4.4. Retomando o Exemplo 4.1, o Teorema 4.3 fornece

Area(L(P)) = det(As) Ty, (L(P)) = g =12,

5 Um critério linear para regioes de Voronoi em di-
mensao 2

Nesta secao, discutimos a relagao entre o Teorema 4.3 e a area da regiao de Voronoi Vy
associada a um reticulado bidimensional A. A identidade

Area(Vy) = det(A)

é classica e decorre, em geral, do fato de que a regiao de Voronoi é um dominio
fundamental do reticulado; ver, por exemplo, [1]. Nosso objetivo aqui ¢ mais especifico:
mostrar que, nos casos ortogonal e hexagonal regular, essa identidade pode ser recuperada
por meio do Teorema de Pick, apds a construcao de transformacoes lineares invertiveis
apropriadas, e que tal procedimento nao se estende ao caso hexagonal nao regular.

Seja A C R? um reticulado bidimensional. Consideramos em R? a norma euclidiana
e denotamos por

Vy = {az € R?: ||z| < ||z — y|| para todo y € A}

a regiao de Voronoi de A centrada na origem. Para simplificar a notagao, escreveremos
Y em lugar de V,. E classico que V é um poligono convexo, limitado e centralmente
simétrico.

Para cada w € A\ {0}, como ambos os lados da desigualdade ||z|| < ||z — w||
sdo nao negativos, ela ¢ equivalente a ||z||*> < || — w||?, ou, ainda, a = - w < ||w||?/2.
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Assim, V pode ser descrita como a intersecao dos semiplanos fechados determinados por
essas desigualdades. Em simbolos,

2
V= m {w€R2:m-w§HHQH } (5.1)
weA\{0}

Dizemos que w € A\ {0} é um vetor relevante de Voronoi quando a reta

H(w)Z{meRWx.wZW}

suporta um lado de V.

Definigao 5.1. Seja A C R? um reticulado bidimensional. Diremos que uma base
{u,v} de A & Minkowski-reduzida quando

lull < vl e 2/u-v] < [lul

Todo reticulado bidimensional admite uma base Minkowski-reduzida (ver, por exem-
plo, [1]). Fixemos uma tal base {u, v} e, substituindo v por —v se necessério, suponha-
mos u - v > 0. Escrevamos

a=|ull?, b=|v|?’, c=u-v e d=|v—u|*=a+b-2c

Da definigao, segue que
0<2c<a<b. (5.2)

Consideremos ainda a transformacao linear ® : R? — R?, definida por
O(x) =(x-u,x-v).

Sua matriz, em relagao a base {u, v} do dominio e & base candnica do contradominio, é
a ¢
c b)

ab — ¢ = ||lul*[|v]]* - (u - v)* > 0,

Seu determinante é

pela desigualdade de Cauchy—Schwarz, com desigualdade estrita porque u e v sao
linearmente independentes. Portanto, ® é invertivel.
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Exemplo 5.2. Seja A C R? o reticulado bidimensional gerado por u = (1,—1) e
v = (3/2,3/2), ilustrado na Figura 2. Como

9
lul =2 JolP=5 e w-w=o,

a base {u,v} é Minkowski-reduzida. Além disso, como u L v, a regiao de Voronoi
associada a A é o retangulo azul da Figura 2, cujos vértices sao +u/2 + v /2, isto é,

G (Y (D) - (59

Os tinicos vetores relevantes de Voronoi sao +u e £v. Esse exemplo antecipa a proposigao
seguinte e também a ideia empregada na demonstragao da Proposicao 5.4: a imagem da
regiao de Voronoi pelo operador linear bijetor 7' : R? — R?, dado por T'(x) = 2z, ¢ o
retangulo de vértices +u + v, destacado em marrom na Figura 2.

Proposicao 5.3 (Caso ortogonal). Suponha u -v = 0. Entdo:

(1) a regiao de Voronoi é o retdngulo
9 a b
V:{:I;ER e ul §§ e |z - v §§};

(ii) os unicos vetores relevantes de Voronoi sao tu e £v;

(ili) os wvértices de V sao os pontos
=+

no| &

v
+ —.
2
Demonstracao. Definamos
b
K:{x€R2:|w-u\§ge\m'v|§5}.

Como as desigualdades que definem K correspondem aos vetores +u e +v, a caracteri-
zagao (5.1) implica imediatamente que V C K. Para provar a inclusao oposta, sejam
x € Kew=mu+nv e A\ {0}, comm,n e Z. Como u L v, temos

|lw|* =m*a+n* e x w=m(x- u)+n(x- v).
Logo,

Imla+ In[b _ mPa+n?  |w|?
2 2 - 2 2

x-w<|m||lx -u|l+|n||x- v <
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Figura 2: Reticulado A gerado por u = (1,—1) e v = (3/2,3/2), e sua regido de Voronoi.

o )

—u+v

u+v

—Uu—v

Fonte: Autores (2026).

Pela caracterizacao (5.1), segue que € V. Portanto, K C V, e assim V = K, o que
prova o item (i).

Além disso, como V = K, seus lados sao precisamente os subconjuntos da fronteira
em que vale uma das igualdades

zc-uz:l:g ou :1:~'v::|:é.
2 2
Em particular, cada uma das retas H(+u) e H(£w) suporta um lado de V; logo, +u e
+v sao vetores relevantes de Voronoi. Como essas quatro retas sao duas a duas distintas
e correspondem exatamente aos quatro lados de V, nao ha outros vetores relevantes.
Isso prova o item (ii).
Por fim, os vértices de K sao os pontos de intersecao das retas da forma
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Se x = au + fv, entao, como u 1 v,
z-u=olul’ =aa e z-v=plo|= s

Logo, as equagoes
a b
cu = +— v =+
T-u 5 € T 5
equivalem a « = +1/2 e § = +1/2. Portanto, os vértices de K sao exatamente os pontos
+2 12
2 2

Isso prova o item (iii). O

No caso ortogonal, a identidade Area(V) = det(A) é imediata pela formula da area
de um retangulo. Ainda assim, essa identidade também pode ser recuperada por meio
do Teorema 4.3. De fato, embora V nao tenha vértices em A, pela Proposicao 5.3
seus vértices sao os pontos +u/2 + v/2, o que permite deduzi-la com o auxilio de uma

transformagao linear apropriada. Para o proximo resultado, denotamos por conv(A) o
fecho convexo de A C R2.

Proposigao 5.4 (Recuperagao da identidade no caso ortogonal). Sob as hipdteses da
Proposicao 5.3, vale
Area(V) = det(A).

Demonstragao. Considere o operador linear bijetor T : R? — R? dado por T'(x) = 2.
Pela Proposic¢ao 5.3, temos T(V) = P, onde

P=conv{tutov}={su+tv: |s|<lelt| <1}

Como {u,v} é uma base de A, todo elemento de A se escreve de forma tnica como
mu + nv, com m,n € Z. Assim, os elementos de A na fronteira de P sao exatamente

ANOP={mu+nv: m,ne{-1,0,1} e max{|m|, |n|} =1},

enquanto
AN int(P) = {0}.

Logo,

Pelo Teorema 4.3,

Area(P) = det(A) (1 + g - 1) = 4 det(A).
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Por outro lado, como det(7") = 4, o Lema 3.5 implica
Area(P) =4 Area(V).

Portanto,
Area(V) = det(A).
O]

Passemos agora ao caso ¢ > 0. No plano de coordenadas (p, q) = ®(x), consideremos
o conjunto

, 9 a b d
= pl < = < - —p| < =
H {(p,q)GR |p|_2, Iql_2 e g pI_Q},
e definamos
K:<I>’1(H’).

O proximo lema mostra que H' é um hexagono convexo centralmente simétrico e,
portanto, um poligono simples. Como K = ® }(H') e ®! ¢ uma transformagao linear
invertivel, segue do Lema 3.3 que K também é um poligono simples.

Lema 5.5. No caso ¢ > 0, o conjunto H' é um hexdgono convexo centralmente simétrico.
Seus vértices, listados no plano (p,q) em ordem ciclica no sentido anti-hordrio, sao

a b 2c—a b _a b—2c

22" 2 '2)7 27 2 ’
_a _é a— 2c _9 gQC—b

27 2)7 2 72 27 2 '

Além disso, K = ® Y(H') é um poligono simples, cujos vértices sao as imagens, por
&1 dos vértices de H'.

Demonstracao. Temos

d

b
H’_{ R*:[p| <5, lgl < 2elg— <—}
(pg) R :pl < 5 lal < S elg—pl <5y,

de modo que H’ é a intersecao de seis semiplanos fechados. Em particular, H' é convexo,

limitado e nao vazio, pois (0,0) € H'. Além disso, sua fronteira esta contida na unido

das retas ; p
a
p 5 q 5 € q—p 9
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Logo, H' é um poligono convexo com, no maximo, seis lados, e seus vértices s6 podem
ocorrer nas intersegoes de pares de retas suporte adjacentes.
Como d = a + b — 2¢, as intersecoes dos pares de retas

a b b d a
= — e = — = — e — = — = —— e — = —
p 9 q 9 q 9 q—p 9 p 5 q—p 5

sao, respectivamente, os pontos
a b—2c
27 2 '

ab) (2-ab
272 )7 2 2

Pela simetria das desigualdades definidoras de H' em relagao a transformacao (p, q) —
(—p, —q), obtemos também os pontos opostos

a 2c—b

27 2 ‘

_a _b a— 2c¢ _b
27 2)7 2 2

Verifiquemos que os trés primeiros pertencem a H'. Para (a/2,0/2), as desigualdades
Ip| < a/2 e |q| <b/2 sao imediatas, e

| <o
|

|

I

>
|
Q

N

pois
d—(b—-a)=a+b—2c—(b—a)=2(a—c) >0

Para ((2¢ —a)/2,b/2), temos ¢ =b/2, g —p=d/2 e

s}

2c—a
_Zc
2 2
pois 0 < 2¢ < a. Para (—a/2,(b—2¢)/2), temos p = —a/2,q—p=d/2 e

<

Y

(GRS

pois 0 < 2¢ < b. Portanto, esses trés pontos pertencem a H’, e, pela simetria ji
observada, o mesmo vale para seus opostos.

Cada um desses seis pontos é a interse¢ao de duas retas suporte nao paralelas de H';
logo, cada um deles é um vértice de H’'. Além disso, esses seis pontos sao dois a dois
distintos. De fato, os trés primeiros tém primeiras coordenadas

a 2c—a
2’ 2

|2
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que sao distintas, pois a > 0, ¢ > 0 e 2¢ < a. Por outro lado, suas segundas coordenadas
sao, respectivamente,

b b b—2c

27 2 ° 5
todas nao negativas, sendo as duas primeiras estritamente positivas. Os trés pontos
opostos tém segundas coordenadas nao positivas. Assim, um dos trés primeiros so
poderia coincidir com um dos trés pontos opostos se tivesse segunda coordenada nula.
Isso s6 pode ocorrer para o terceiro ponto, quando b = 2¢; mesmo nesse caso, ele é
distinto de seu oposto, pois suas primeiras coordenadas sao —a/2 e a/2, com a > 0.
Portanto, os seis pontos sao dois a dois distintos.

Consequentemente, H' possui pelo menos seis vértices. Como ja vimos que ele possuli,
no méximo, seis lados, concluimos que H’ possui exatamente seis vértices e exatamente
seis lados. Assim, H' é um hexégono convexo.

A ordem indicada no enunciado corresponde, no plano (p, ¢), ao percurso da fronteira
no sentido anti-horério, passando sucessivamente pelas retas suporte

b b
= — —_ = — = —— = —— —_ = —— e =
q 9 q—p 9 p q 9 q—7p ) p

A simetria central decorre novamente da invariancia das desigualdades definidoras por
(p,q) = (=p. —q).

Por fim, como H’ é um poligono simples e ®~! ¢ uma transformacao linear invertivel,
segue do Lema 3.3 que K = ®~!(H’) também é um poligono simples. Além disso, pelo
Lema 3.1, ®~! leva lados de H' em lados de K; logo, os vértices de K sdo precisamente
as imagens, por ®~ !, dos vértices de H'. O

Teorema 5.6. No caso ¢ > 0, valem as sequintes afirmagoes:

(i) a regiago de Voronoi é o hexdgono

e |le-(v—u)| <

| o
N |

V:{w€R2:\w-u|§g, |z - v| <

b

(i) os unicos vetores relevantes de Voronoi sio +u, +v e (v — u);
(iii) os vértices de V sao as imagens, por =1, dos vértices de H' descritos no Lema 5.5.

Demonstracao. Como as desigualdades que definem K correspondem aos vetores +u,
+v e £(v — u), a caracterizagao (5.1) implica imediatamente que V C K. Resta provar
a inclusao oposta.
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Fixemos w = mu +nv € A\ {0}, com m,n € Z, e x € K. Escrevendo
p=x-u e ¢=x-v,
temos (p,q) € H', x -w =mp+nq e

b

< Z
P = %

|

b
—p < q< —q§§7 p—q<

)

N

)

N

Basta mostrar que

g < |lw]?*  m%a+ 2mnc+ n?b
mp+n =
prm=" 2

Se m,n > 0, entao

b 2 2p 2 2 2p
mp+nq§@+n_<ma+n <ma+ mnc—+n

2 2~ 2 - 2
Suponha m >0en=—k <0, com k> 1. Se m > k, entao
m—Fk)a kd
mp—qu(m—k)erk(p—Q)S%Jr?-

Além disso,
|w||> = ((m — k)a + kd) = (m — 1)(am — 2ck) + bk(k — 1) > 0,

pois
am — 2ck = a(m — k) + k(a — 2¢) > 0.

Logo, mp — kq < [Jw]]*/2.
Se k > m, entao

mp —kq=m(p —q) + (k —m)(—q) <

|wl|]* = (md + (k —m)b) = am(m — 1) + (k — 1)(bk — 2cm) > 0,
pois
bk — 2cm > bm — 2em = m(b — 2¢) > 0.
Portanto, também nesse caso mp — kq < [|w||*/2.
Suponha agora m = —h <0en >0,com h > 1. Sen > h, entao

hd —h)b
—hp+nq=h(q—p)+(n—h)q§7+%,

TES
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|wl|]* = (hd + (n — h)b) = ah(h — 1) + (n — 1)(bn — 2ch) > 0,
pois
bn — 2ch > bh — 2ch = h(b—2¢) > 0.

Logo, —hp + ng < ||w]?/2.
Se h > n, entao

—hp+nq = (h—n)(=p) +n(g—p) < (h_Tn)aJr%d,
|w|]* = ((h — n)a+nd) = (h—1)(ah — 2cn) + bn(n — 1) > 0,
pois

ah —2cn > an — 2en = n(a — 2¢) > 0.

Portanto, novamente —hp + nq < ||lw]|?/2.
Por fim, se m=—-h <0en=—k <0, com h,k > 0, entao

ha kb _ R*a+ k*b+ 2hkc  |lw|?
hp—hq <+ 5 < 2 2

Em todos os casos, obtemos @ - w < ||w||?/2. Como w é arbitrario em A\ {0}, a
caracterizagao (5.1) implica que © € V. Assim, K C V, e, portanto, V = K. Isso prova
o item (i).

Pelo Lema 5.5, K é um hexagono. Além disso, pela propria definicao de K, as retas
H(+uw), H(+v) e H(x(v — u)) contém os seis lados de K. Como essas seis retas sao
distintas e K =V possui exatamente seis lados, cada uma delas suporta precisamente um
lado de V. Assim, +u, +v e +(v — u) sao vetores relevantes de Voronoi. Resta verificar
que ndo hé outros. Para isso, observemos que, se w,z € A\ {0} e H(w) = H(z), entao
w = tz para algum t # 0, pois as duas retas tém vetores normais paralelos. Nesse caso,

a igualdade das retas
U = U SR 7
' 2 ' 2

implica t = 1, e, portanto, w = z. Consequentemente, cada lado de V corresponde a
um tunico vetor relevante. Logo, os tinicos vetores relevantes de Voronoi sao +u, +v e
+(v — u). Isso prova o item (ii).

O item (iii) decorre imediatamente do Lema 5.5. O
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Exemplo 5.7. Seja A C R? o reticulado bidimensional gerado por u = (1,0) e
v = (1/2,1/3/2), ilustrado na Figura 3. Esse reticulado é conhecido como reticulado
hezxagonal. Como

Jull = [lo]] = [[v —ul| =1,
a regiao de Voronoi de A, conforme se pode verificar diretamente e sera formalizado no
lema seguinte, é o hexagono regular destacado na Figura 3, cujos vértices sao

ut+tv —u+2v —2u+wv ut+tv u-—2w 2u —v
3 3 3 3 3  ° T3

Esse exemplo ilustra, em um caso concreto, a descricao dos vértices que seré estabelecida

no lema seguinte e antecipa também a ideia central da Proposi¢ao 5.10: por meio de

um operador linear apropriado, a regiao de Voronoi pode ser transformada no hexégono

de vértices +u, £v e £(v — u), destacado em marrom na Figura 3.

Figura 3: Reticulado A gerado por u = (1,0) e v = <1/2, @), e sua regiao de Voronoi.

—u+v v

Fonte: Autores (2026).

Lema 5.8. No caso ¢ > 0 e ||u|]| = ||[v|| = ||v — ul|, valem a =b e c = a/2. Além disso,
os vértices da regidgo de Voronoi, em ordem ciclica, sao
u+ v —u + 2v —2u+v u+ v u — 2v 2u —v
3 3 3 3 3 ° T3~
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Demonstra¢ao. Da hipotese ||u|| = ||v]] = ||v — u]|, segue imediatamente que a = b.
Além disso,
a=|lv—ul®*=a+b—2c=2a—2c

de onde se obtém ¢ = a/2. Pelo Teorema 5.6 e pelo Lema 5.5, os vértices da regiao de

Voronoi sao os pontos
a a a a
*(55) *7(03) *(-50).
2°2 2 2
e seus opostos. Se x = au + fv, entdo, como ¢ = a/2,
O(x) = (aa + gﬁ, goz + aﬁ) )
Resolvendo os sistemas lineares correspondentes, obtemos

(I>_1<9,2> _ u~|—v’ <I>_1<0,2> _ —u + 2v
2°2 3 2 3

o1(-20) - 2t
2’ 3 ’

Os trés vértices restantes sao os opostos desses pontos, pois a regiao de Voronoi é
centralmente simétrica. Finalmente, como det(®) > 0, a transformagao ®~! preserva a

orientacao. Portanto, a ordem ciclica dos vértices é a indicada no enunciado. O
Lema 5.9. No caso ||u|| = ||v]| = ||v — u||, vale, para todos m,n € Z,
lmu + no||? = ||Ju|*(m? + mn + n?).

Além disso, o menor valor positivo de ||mu + nv||* € |ul]?, e ele é atingido exatamente

para
(m,n) € {(£1,0), (0, £1), (1, —1), (—=1,1)}.

Demonstragao. Da hipotese ||u|| = ||v|| = ||v — u]|, segue que a = b e ¢ = a/2, onde
a = ||u||?®. Assim, para quaisquer m,n € Z,

|[mu + no||* = m*a + 2mne + n*b = a(m?* + mn + n?),

0 que prova a primeira afirmacao.
Como a > 0, basta determinar o menor valor positivo de m? + mn 4+ n?. Se mn > 0,
entao
2 2 2 2
m " +mn+n">m-+n°>1
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para todo (m,n) # (0,0), com igualdade exatamente quando (m,n) = (£1,0) ou
(m,n) = (0,£1).

Se mn < 0, pela simetria da expressao em m e n, podemos supor m > 0 e n = —k,
com k > (0. Nesse caso,

m? +mn+n* =m® —mk + k* = (m — k)* + mk > 1.

A igualdade ocorre se, e somente se, (m — k)2 =0 e mk =1, isto é, m = k = 1. Isso
fornece (m,n) = (1, —1) e, pela mesma simetria, (m,n) = (=1, 1).
Logo, o menor valor positivo de m? + mn + n? ¢ 1, atingido exatamente para

(m,n) € {(£1,0),(0,£1),(1,-1),(—1,1)}.
Consequentemente, o menor valor positivo de |[mu + nv||? é |Ju|®. O

Proposicao 5.10 (Recuperagao da identidade no caso hexagonal regular). No caso
|u|| = ||v]| = ||lv — u||, existe um operador linear bijetor S : R* — R? tal que

S(V) = conv{tu, tv, (v — u)}.

Em particular,

Area(V) = det(A).
Demonstragdo. Da hipotese, segue que a = b e ¢ = a/2. Definimos S : R? — R? por
Su)=u+v e S(v)=-u+2v.

Como {u,v} é uma base de R?, essa prescri¢cao determina um tinico operador linear.
Sua matriz nessa base é

1 -1

1 2 )

de modo que det(S) = 3 # 0, portanto, S é bijetor. Aplicando S aos vértices da regiao
de Voronoi descritos no Lema 5.8, obtemos

U+ v —u + 2v —2u+wv
S o s(EEY o o s(PEE)

Como V é centralmente simétrica e S é linear, os vértices opostos sao enviados para —wv,
u — v e u. Portanto,

S(V) = P := conv{tu,tv, (v — u)}.
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Pelo Lema 5.9, os seis vértices de P sao exatamente os vetores nao nulos de menor norma
em A. Como a norma euclidiana é estritamente convexa, todo ponto de P distinto dos
seus vértices tem norma estritamente menor que a norma comum desses seis vetores.
Portanto, nenhum outro ponto nao nulo de A pode pertencer a P. Logo,

PNA={0%tu,+v,£(v —u)}.

Além disso, P contém o paralelogramo conv{+wu, v}, cujo interior contém a origem.
Assim, 0 € int(P). Portanto,

BA(P)=6 e I\(P)=1.

Aplicando o Teorema 4.3, obtemos
6
Area(P) = det(A) (1 +5 - 1) = 3det(A).

Por outro lado, pelo Lema 3.5,
Area(P) = Area(S(V)) = | det(S)| Area(V) = 3 Area(V).
Comparando as duas igualdades, concluimos que Area(V) = det(A). O

No contexto do Exemplo 5.7, o operador linear S definido na demonstracao da
Proposigao 5.10 transforma a regiao de Voronoi de A, isto é, o hexégono azul da
Figura 3, no poligono

conv{tu, tv,+(v — u)},

que corresponde, na figura, ao hexdgono marrom. De fato, para u = (1,0) e v =

(1/2,4/3/2), temos

72

S(u):u+v:<3 \/§> e S(v)=—u+2v=/(0,V3).

Assim,

IS(w)]| = [S()ll = V3,

e os angulos que S(u) e S(v) formam com o eixo x sdo, respectivamente, 7/6 e 7/2.
Portanto, nesse exemplo, S é a composi¢ao de uma rotagao de 7 /6 no sentido anti-horério
com uma dilatacdo de fator /3.
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Exemplo 5.11 (Um caso hexagonal nao regular). Seja A C R? o reticulado bidimensional

gerado por
(1,0) Ly
u = e v=|- )

) 3’
Entao

10 1 13

a = ||'u,||2:1, b= H'UH2:—, c=u-v=—- e d= Hv—quz—.
9 3 9

Em particular, 0 < 2¢=2/3 <1 =a < b=10/9, de modo que a regiao de Voronoi V é
hexagonal, pelo Teorema 5.6. Como |[ul||? = 1, ||v||* = 10/9 e ||v — u||> = 13/9, essas
trés normas nao sao todas iguais; portanto, trata-se de um caso hexagonal nao regular.

Neste exemplo, ®(zq, x2) = (1, 21/3 + x2). Pelo Lema 5.5, trés vértices consecutivos
de V), listados no sentido anti-horario, sao

17 1 11 17
T = a) 1o ) Ty = TS € &3 = T 8’710 ’
2718 6" 18 2718

e os demais sao seus opostos. Além disso, det(u,v) = 1, de modo que det(A) = 1. Como
os vértices de V, em ordem ciclica, sao @1, s, 3, —x1, —x2, —3, podemos decompor V
em seis tridngulos com um vértice comum na origem. Pela simetria central, cada um
dos trés determinantes abaixo ocorre duas vezes na soma das areas desses triangulos,
compensando o fator 1/2. Assim,

Area(V) = det(xy, x2) + det(x2, x3) + det(xs, —x1)
10 13 7

=—+ —+ — =1=det(A).

27 + 54 + 18 (A)
A Figura 4 ilustra a regiao de Voronoi, destacada em azul, juntamente com o poligono
P = conv{tu,+v,+(v — u)}, destacado em marrom. No poligono P, trés vértices
consecutivos podem ser tomados como y, = v, Yy, = v —u ¢ y; = —u. Nesse caso,
Y, = Y, + y5. Por outro lado, para os vértices consecutivos de V considerados acima,

temos 7 L1
T+ x3 = (O, §) 7é (—6, E) = La.

Consequentemente, nao existe um operador linear que envie simultaneamente x; em vy,
para ¢ = 1,2, 3. Essa incompatibilidade antecipa a obstrucao a existéncia de um operador
linear que leve V em P. O proximo teorema analisa todas as possiveis correspondéncias
entre os vértices e mostra que tal operador existe exatamente no caso hexagonal regular.
Portanto, embora o procedimento linear empregado no caso hexagonal regular nao se
aplique a este exemplo, permanece valida a identidade Area(V) = det(A).

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, ano 2026, N°. 1, 31/-345 340



Strey, E.; Strey, G.

Figura 4: Reticulado A gerado por u = (1,0) e v = (1/3, 1), sua regiao de Voronoi V,
em azul, e o poligono P = conv{tu, v, +(v — u)}, em marrom.

—u+v v
° ° ° °

Fonte: Autores (2026).

O Exemplo 5.11 antecipa, em um caso concreto, a obstrucao a extensao do procedi-
mento linear empregado no caso hexagonal regular. O resultado seguinte caracteriza
precisamente quando tal procedimento é possivel.

Teorema 5.12 (Critério linear para o caso hexagonal). Suponha ¢ > 0. Existe um
operador linear bijetor T : R? — R? tal que

T(V) = conv{tu, +v, (v — u)}
se, e somente se,
[ull = vl = llv — ul].

Demonstracao. A suficiéncia foi estabelecida na Proposicao 5.10. Resta provar a neces-
sidade. Suponha, portanto, que exista um operador linear bijetor T : R? — R? tal que
T(V) = P, em que

P = conv{tu,+v,£(v —u)}.

Pelo Teorema 5.6, ¥V é um hexagono convexo centralmente simétrico. Pelo Lema 5.5,
trés vértices consecutivos de ¥V podem ser escritos como

b 2c—a b
—p (2?2 — ! 0
Ty (272)7 T2 ( 2 72>
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a b—2c
—d 1 =
T3 ( 27 2 )7

sendo os demais vértices os opostos desses pontos.
Observemos agora uma propriedade elementar de P. Seja L : R? — R? o operador
linear determinado por

L(1,0)=uw e L(0,1)=w.

Como {u,v} ¢ uma base de R?, o operador L ¢é bijetor e leva o hexagono
conv{(1,0), (0, £1), (1, F1)}

em P. Consequentemente, os vértices de P, em uma ordem ciclica, podem ser tomados
como
u, v, v—u, —u, —V € uU-—0u.

Assim, se Y, Yo, Y5 sao trés vértices consecutivos de P, com y, como vértice intermediario
da tripla, entao

Yy =Y T Ys.

De fato, isso decorre diretamente das identidades
v=u+ (v—u), v—u=v+(—u),

cu=(—u)t(—v),  —v=(-u)+ (u-wv),
u—v=(—v)+u e u=(u—v)+o.

Como T' é uma transformagao linear invertivel e T'(V) = P, ela leva pontos extremos

de V em pontos extremos de P e lados de V em lados de P. Consequentemente, vértices

consecutivos de V sao enviados em vértices consecutivos de P, preservando a ordem
ciclica ou invertendo-a, conforme o sinal de det(7T"). Defina

y, = T(x;), 1=1,2,3.

Entao y,,y,, Y3 sao trés vértices consecutivos de P, com y, como vértice intermediario.
Logo,
Y2 = Y1 + Ys.
Portanto,
T(xg) =T(x1) + T(x3) = T'(21 + 3).
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Como T é injetiva, segue que €3 = o1 + x3. Aplicando ® a essa igualdade, obtemos

2c—a b a b a b—2c
( 2 ’5)‘(5’5)*(‘5’ 2 >—<07b—c>~

Comparando as coordenadas, concluimos que

a=2c e b=2c

Logo, a = b = 2¢c. Por fim, ||[v — u||> = a + b — 2¢c = a. Como a = b, segue que
[ull* = ||v|* = lv — u|]*. Portanto, [|ul| = [lv]| = [lv — ]| O

Retomando o Exemplo 5.11, como as normas ||ul, |[v] e ||v — u|| ndo sdo todas
iguais, o Teorema 5.12 mostra que nao existe operador linear bijetor T : R? — R? tal
que

T(V) = conv{tu, v, +(v —u)}.

Portanto, embora a identidade Area(V) = det(A) permanega valida, ela nao pode ser
recuperada, nesse exemplo, pelo procedimento linear especifico considerado acima.

Em sintese, as Proposicoes 5.4 e 5.10 mostram que, nos casos ortogonal e hexagonal
regular, a identidade Area()V) = det(A) pode ser recuperada por meio do Teorema
de Pick, apos a construcao de transformacoes lineares apropriadas. Por outro lado, o
Teorema 5.12 mostra que, no caso hexagonal, esse procedimento é possivel exatamente
quando ||u|| = ||v|| = |[v—wu]|. Assim, embora a identidade Area()) = det(A) permanega
valida no caso hexagonal nao regular, ela nao pode ser recuperada pelo procedimento
linear especifico considerado nesta secao.

6 Consideracoes finais

Neste artigo, deduzimos o Teorema de Pick para reticulados bidimensionais arbitrarios a
partir de sua formulacao classica em Z2. O argumento adotado baseia-se no transporte de
poligonos simples por transformacoes lineares invertiveis, na preservagao das contagens
de pontos de reticulado no interior e na fronteira desses poligonos, e na férmula de escala
para a area. Desse modo, obtemos a versao apresentada no Teorema 4.3.

Também discutimos a relacao entre esse resultado e a area de regides de Voronoi
em dimensao 2. O objetivo nao foi substituir os métodos usuais de calculo dessa area,
mas analisar em que medida um procedimento linear baseado no Teorema de Pick
permite recuperar a identidade Area()) = det(A). Nos casos em que a regiao de
Voronoi é um retangulo ou um hexagono regular, essa recuperacao foi obtida por meio
de transformagodes lineares apropriadas.
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A analise do caso hexagonal geral mostra, contudo, que esse procedimento tem
alcance limitado. O Teorema 5.12 caracteriza precisamente quando existe um operador
linear bijetor que transforma V no poligono conv{+wu, +v,+(v — u)}: isso ocorre se, e
somente se, |u|| = [|v|| = ||v — u]|, isto é, no caso hexagonal regular.

Assim, o trabalho evidencia uma diferenca conceitual entre os dois contextos consi-
derados. O Teorema de Pick é transportado naturalmente por transformagoes lineares
invertiveis entre reticulados bidimensionais, enquanto as regioes de Voronoi dependem
da estrutura métrica euclidiana. Essa distingao explica por que o método linear é
suficiente para deduzir o Teorema de Pick em reticulados bidimensionais arbitrarios, mas
s6 permite recuperar a area de regioes de Voronoi em situacgoes geométricas especiais.
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