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Resumo

Neste texto lidamos com uma equacao de reacao difusao unidimensional com memoria
na fonte sujeita a condicoes iniciais e de fronteiras nao homogéneas. Queremos mostrar
a existéncia e unicidade de solugao para esse problema, bem como a sua dependéncia
continua com relagao as condigoes iniciais.

Abstract

In this text, we deal with an unidimensional reaction-diffusion equation with memory
in source and subject to initial and non-homogeneous boundary conditions. We seek to
prove existence and uniqueness of solutions for this problem as well as its continuous
dependence on the initial conditions.

1 Introducao

Considere uma barra condutora, de dimensao linear e dimensoes seccionais insignifi-
cantes, isolada termicamente do meio ambiente a nao ser por suas extremidades. Se
colocarmos a barra no sentido deste seu comprimento sobre o eixo x e aquecermos uma
das extremidades, o fluxo de calor dar-se-a longitudinalmente, dos pontos com maior
temperatura para os de menor temperatura, conforme rege a lei do resfriamento. Deste
modo, estamos tratando de um problema de conducao térmica unidimensional

Ut = OéQU%x,
u(0,t) =0 =u(l,t), t>0,
u(z,0) = f(z), xe€[0,1].

Joseph B. Fourier(1768-1830) foi o primeiro a estudar sistematicamente o problema de
condugao de calor e seu nome esta intrinsecamente ligado ao método de separacao de
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variaveis, que é também conhecido como o método de Fourier. A abordagem para o
problema de conducao de calor através desse método nos leva a necessidade de estudar
séries de Fourier (ver, por exemplo, [3, 5]).

Quando colocamos uma fonte de calor e consideramos temperaturas fixas distintas
nas extremidades da barra, a equacao diferencial parcial que modela esse problema é a
seguinte:

Ut = a2ux$ + g(l’,t),
U(O,t) = Tl, u(l,t) = TQ, t> O,
u(z,0) = fz), zel0,l],

onde T} e T5 sao constantes.
Estudaremos a existéncia, unicidade e dependéncia continua da solu¢ao do problema
de conducao de calor com memoria na fonte:

Up = Uy + /t a(t —s)g(s, z)ds, (1.1)
0
U(O,t) = Tl, 'Lb(l,t) = T2 t> O,
u(z,0) = f(z), = el01].

Neste caso, a fungao g descreve o fornecimento de calor em cada ponto x da barra no
tempo t e a : [0,00) — R é um niicleo que descreve como a histéria de fornecimento de
calor influencia na quantidade de calor a ser fornecida no ponto x e no tempo t.

2 Preliminares

Nesta secao apresentaremos a notacao usada no texto e alguns resultados de séries de
Fourier.

Denotaremos por C*([a, b]) o conjunto de funcdes que sao k vezes continuamente di-
ferencidveis. Representaremos por Cp.,(2l) o conjunto das fungoes continuas e periédicas
de periodo 2[. Denotaremos por s[f] a série de Fourier de f. Além disso, dada uma
funcao u(x,t) duas vezes diferencidvel, denotaremos a primeira e a segunda derivada
parcial de u em relacao a variavel x por u, e u,,, respectivamente, e, analogamente, u,
¢ a derivada parcial de u com relagao a t.

Defini¢ao 2.1. Uma funcgao f é dita seccionalmente continua em [a,b] se eriste uma
particio a = xog < 1 < ... < x, = b do intervalo [a,b] tal que f € continua em
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cada subintervalo (xj,x;41), os limites laterias f(x]) e f(x;,,) existem e sio finitos.
Denotaremos por SCla,b] o espago das fungoes seccionalmente continuas em [a,b].

Definicao 2.2. Sejam f, g € SCper(21), a convolugdo de f e g é a fungio fxg: R — R

definida por
1 -t
(f*g)= 27/1 f)g(z —y)dy

Definigao 2.3. Sejam f,g:[0,1] — C, definiremos

(fl9) = /f

onde g(x) € o complezo conjugado de g(x) = € [0,]. Isto define um produto interno
(ver, por exemplo,[3]).

2.1 Resultados basicos sobre séries de Fourier

Nesta secao coletaremos resultados bésicos sobre séries de Fourier que serao utilizados
neste trabalho, (ver, por exemplo, [2]).
Queremos expressar a fungao f em uma série da forma:

5 e () e ()] o

A seguir, responderemos a trés questoes fundamentais:

(i) dada uma fungao f : [0,{] — R, quando é possivel expressar f como em (2.1)?
(ii) como calcular os coeficientes a,, e b, conhecendo f ?
(iii) em que sentido a série (2.1), converge?

Apresentamos aqui a resposta dos item (i), (ii) e (iii).
(i) Podemos escrever f como em (2.1) quando f e f’ sdo seccionalmente continuas.
(ii) Para calcularmos tais coeficientes, conhecendo a fungao, precisamos estudar al-
gumas propriedades das fungoes trigonométricas:

©n(x) = sin (#) ,neN. (2.2)
Ylw) = cos (37 ) n € Z*. (2.3)

A primeira propriedade é o carater periddico dessas funcgoes:
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Proposicao 2.4. Dado n € N, as fungdes ¢, e ¥, definidas por (2.2) e (2.3), res-
pectivamente, sao periodicas com periodo fundamental T = %l Em particular, 21 é um
periodo comum a todas essas fungoes. O congunto {1, :n € ZT} U{p, : n € N} é um
conjunto ortogonal em [—1,1] se valem as sequintes relagoes de ortogonalidade.

0, se m,ne€Z",m+#n,

I
/ Up ()Y (x)dx < 1, se m=neN,
—

2L, se m=n=0.

l
0, se m,neNm#n,
/1 Sﬁn(l')@m(]:)dx{ [, se m=necN,

!
/ U (2)om(x)dz = 0V¥n € Z*,Vm € N.
—

Usando essas propriedades podemos calcular os coeficientes a,, e b, conhecendo a
funcao f. Em termo das fungoes ¢,, e 1, podemos reescrever (2.1) como:

n=1

Calculando formalmente os produtos internos ( f|¢), (f|tn)e(f|en), obtemos, respecti-
vamente:

ag = %/ll f(z)dx, (2.5)
ap = %/_ll f(z) cos (%ﬂ) dx, (2.6)

b, = %/_ll f(z)sin (nlﬂ> dx. (2.7)

As férmulas para os calculos de a, e b, sao conhecidas como as férmulas de Euler-
Fourier.
(iii) A reposta do item (iii) sdo os teoremas:

Teorema 2.5. Suponha que f € Cper(2l) € diferencidvel em (—I,1) a menos de um
numero finito de pontos, com f' € SCp..(2l). Entdo a série de Fourier de f converge
uniformemente em R para f.

ReviSeM, Ano 2016, N°. 1, p. 67 — 79 70



Lisboa, C.

Teorema 2.6. Seja f € SC,.,(2l) e suponha que f € diferencidvel, a menos de um

nimero finito de pontos em (—1,1) com f' € SCp,(2l). Entdo, qualquer que seja x € R

a série de Fourier de f no ponto x converge a w

O Teorema 2.5 nos da convergéncia uniforme enquanto que o Teorema 2.6 nos da
convergéencia pontual.

2.2 Equacao do calor homogénea

Considere a equacao de calor

U = 0Py, (2.8)
u(0,t) =0=wu(lt), t>0
(z,

u(x,0) = f(x), = €][0,1].

A ideia do método de separacao de varidveis é procurar solugoes:
u e C*((0,1) x (0,00)) N C([0,1] x [0, 400)),
da forma:
u(z,t) = @(x)Y(t). (2.9)

Impondo a condi¢ao de contorno, u(0,t) =0 = u(l,t),x € [0,]] obtemos,

P(0)¥(t) =0 =)y (t), vt > 0,
Obtém-se:

nmx

0 = Sin (T> , welo], (2.10)

Y(t) = Ke ™.

Pelo principio da superposicao,

> 2022
u(z,t) = an sin <¢) exp (#t) ze€0,], t>0. (2.11)
n=1
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Impondo a condicao inicial, obtemos
f@) =3 busin (@) z € [0,1]. (2.12)
n=1

Entao a série em (2.11) converge uniformemente em [0, (] X [0, +00] para uma fungao
u € C([0,1]) x [0,400)) N C>=([0,1] x (0,+00)) que é a unica solu¢do do problema de
condugao do calor homogéneo. Para mais detalhes ver [3, 2]

Lema 2.7 (Lema de Riemann Lebesgue). Se f € SC([0,1]) e

+o00
s[f] = S0+ D (aunthn + bapn)
n=1

¢ sua série de Fourier , entao

lim a,=0= lim b,.
n—-+o0o n—-+oo

Teorema 2.8 (Teste M. de Weierstrass). Sejam 2 C R um conjunto ndo vazio e
{fa}:r25 uma sequéncia em Cc(Q). Suponha que existe uma sequéncia numérica { M, } >
tal que
|fu(2)] < M,, Vo € Q,Vn €N
o0
Z M, < +o0.
n=1

Entao a série de funcoes Z:g fn(x) converge uniformemente em .

3 Resultado principal

Nesta secao estudaremos a existéncia, unicidade e dependéncia continua da solugao
para a equagao:

Uy = Uy + /0 a(t — s)g(x, s)ds, (3.1)
U(O, t) = Tl, u(l, t) = TQ, (32)
u(z,0) = f(x).

ReviSeM, Ano 2016, N°. 1, p. 67 — 79 72



Lisboa, C.

Aqui, g € C([O [] x [0,400)) é limitada na varidvel ¢, e A : [0,4+00) — [0,00) é
definida por A(t fo la(s)|ds.

Teorema 3.1. Seja f:10,1] = R diferencidvel a menos de wm nimero finito de pontos
com f" € SC[0,1], e suponha que A : [0, 4+00) — [0,00) € limitada. Entao, a série

Zb ) sin(Z2T) (3.4)

onde

by(t) = exp( oin’r” )[ /f sm >dx+(T2 TI)§+TI]

v [ow (%(t— 9) [ ats = nantrraras

converge uniformemente em [0,1] x [0, +00), e

u(z,t) = (Ty — —I— T, + Z by, () sin <n7r:v) (3.5)

¢ a unica solugao do problema(3.1)-(5.3).
Precisaremos de alguns lemas na demonstracao desse teorema.

Lema 3.2. Se A:[0,00) — [0,00), definida por A(t fo la(s)|ds, e h:[0,1] = R sdo
fungées continuas, entao H : [0,l] — R definida por H( ) =axh(t), é continua.

Demonstracao: Usando as substituicoes t —s = =ds=—-dfetg—s=n =ds=
—dn, temos:

H(t) - H(ty) = /0 "t — $)h(s)ds — /0 " alte — s)h(s)ds
= [ atonte—pas — [ atntto —myin
Fazendo = s ¢ 5 = s, temos:
H(t) — H(ty) — /0 Ca(s)h(t — s)ds — /0 " a($)h(ty — s)ds
_ /0 " a()h(t — s)ds + / a(s)h(t — $)ds — / Y a($)h(to — $)ds

to 0

= /0 ' a(s)[h(t — s) — h(to — s)ds + /t i a(s)h(t — s)ds
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= |H(t) — H(to)| </ la(s)[h(t — s) h(t0—5)|ds+/t la(s)h(t — s)|ds. (3.6)

Note que, h : [0,/]] — R é continua no compacto, neste caso h é uniformemente
continua. Entao,

V e> 0, 36> O,lSl —82’ < (5, S1, 82 € [0,[] — |h(81) (82)| < — 2A
onde A :/ la(s)|ds. Assim,
0
|t =) = (to = s)| = |t —to| <9,

= / la(s)[h(t —s) — h(ty — s)] \ds< /\a ]ds<— (3.7)

Mas,
/ la(s)|ds ¢ um nimero muito pequeno < A(t / la(s)|ds ¢ continua .
Segue que
/|a |ds< | :> /|a t—s)|ds<sup|h |/|a |ds<§. (3.8)
De (3.6), (3.7) e (3.8), temos |H(t) — H(to)| < e. O

Lema 3.3. Se g: (0,1) x (0,00) = R € continua e limitada ¢'(x,-) : (0,00) = R € sec-
cionalmente continua, entao g, (coeficientes de Fourier de g(x,-) sdo fungdes continuas
e limitada para cadan € Z .

Demonstragao: A fungao g(z,-) é continua em [0,1] e ¢'(z, -) é seccionalmente continua
em x € [0,[]. Dessa forma, pelo Teorema 2.5 sua série de Fourier é:

Vamos mostrar que ¢, : [0,!] — R é continua. Usando (2.7), temos:

on(t) = % / g 1) sin("T " ).

-l
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Ve > 0,36 >0, [t —to| < 6 = |g(x,t) — gla, to)| < %

1 le : 16

Segue que, g,(t) é continua. Mostraremos que gy, (¢ ) é limitada. Com efeito,

Assim,

1 [ 1 [
gult)] < / loatldr < swp g / dz = 2M.

z€]0,l]t>0 -1
0
Demonstracao do Teorema 3.1: Tentaremos uma solugao da forma:
u(z,t) = (Ty — —|— T + Z by, () sin <n7ra:) . (3.9)

Esta expressao ja satisfaz as condicoes de fronteira. Precisamos escolher os coefi-
cientes b, (t) de tal forma que u(zx,t) satisfaca a equagdo do calor nao homogénea e a
condicao inicial. Esta ultima, obviamente, sera satisfeita se tivermos

/f sm >dx+(T2 Tl)l+T1

Substituindo (3.9) formalmente na equagao (3.1), inferimos que

—042n27r

b(t) = l—2bn(t) —|—/O a(t — 8)gn(s)ds. (3.10)

Resolveremos a equagdo (3.10) utilizando o Método de Variagdo de Parametros.

Usando o fator integrante exp <a2”2”2>, obtemos

o’n’n? o’n’r?

7 £)ba(t)) = exp( 7 t)/o a(t — s)gn(s)ds.

(exp(

ba(t) = exp(—o‘”” )[ /f sm )dx+(T2 Tl)l+T1
—i—/otexp (%(t-@)/ a(s — 1)gn(r)drds. (3.11)

0
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Para que (3.9) seja de fato solugao do problema, devemos mostrar que ) b, () sin( ™)

converge uniformemente no intervalo [€, 00), para todo € > 0. Com efeito, mostraremos

que Z+ 1 €xXp ( —a’n*n’ e), converge, se € > 0, pelo teste da razao: Desde que

—a?(n+1)%72

ani1|  |exp(——=¢€)

- 2,272
ap exp(=*g——¢)

()[277/271-26 — 062277/77-26 — Oé2n2€ 01277/2772
= |exp 7 exp 7€
1
- a22nm2et+a2ne <1
exp ( B )
a2n27r2

) , converge. Como

—a?n?m? —a?n?m?
exp l—2t < |exp l—2€

para t > e, Zn 1 €Xp <_a2l’§2”2 t) converge uniformemente em ¢ € [¢,00) pelo Teste M.

segue que Zn 1 €xXp (

Y

de Weierstrass.
Agora, temos que

|bn<t)| _ exp( Oé 7’L 7T ) |: / f SlIl )d[E—f—(Tg Tl)l +T1:|
t 2,2, 2
+ /exp (%(t—s))/ a(s —1)gn(r)drds
’ o2nn ’
¢ oo(-ZEPren
onde

an = /Otexp (ﬁ(t—s)) /0 (s — r)ga(r)drds

!
c= 7/ f(z)sin (#) dz + (T —Tﬂ% + 1,
0
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¢ uma constante independente de t. A sequéncia a,, é limitada. De fato, temos que

t 2022 2,2 2 s
a, = / exp <%t> exp <a 727T 5) / a(s —r)gs(r)drds
0 0
—a2n2n? —a2n2n? 2 12 s
() (22 ()] [ -

e (s — r)ga(r)dr

Entao,
oa’n?r
la,| = [a 753 exp< t> 53 72] / a(s —r)gy(r)dr
o2n2r2
- [oz 22 exp< ) a?n? 772} '
12 o2n2n?
= a?n?m? (1 p( [2 t))

Como <1 — exp (a nn? t)) € (0,1), segue que

12 o?n?r? 12 ’C 1
a?n?m? <1 TP ( [? t)) ‘ ¢< a2n27r20 T o 2

Como ) n_12 ¢ convergente, segue que | > a,| converge absolutamente, pelo teste da
comparagao. Portanto ) a, converge.

A partir dessas observacoes podemos concluir que ) b, (t) sin("7*) converge unifor-
memente para (z,t) € [0,1] X [e, 00), pois

/|a s—r)|dr- 2M<2M/ r)|dr =2M sup A(t) = C.

t>0

(s — r)gn(r)dr

C.

|an| <

nntx nmtx

[ba(t) sin(—=)| = [ba(®)l] sin(—=)[ < [ba(t)]

e b,(t) converge, pelo Teste M. de Weierstrass.
Para mostrar b,(t) — b,(0), quando ¢ — 0, ¢é suficiente mostrar que

‘ ¢ —a2n2a? s
lim i exp (l—2(z€ - s)) /0 a(s —r)gu(r)drds =0

t—07t

Mas isto é feito de maneira similar a estimativa de |a,| junto com o teorema do
confronto.
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A unicidade da solucao da equacao:

U = PUyy + fo a(t — s)g(s,z)ds,
(0 t) Tl, (l t) - T27

u(z,0) = f(z),

¢ demonstrada da seguinte maneira: Sejam v e w solugoes de (3.1), entdo z = v — w é
solucao de:

U = Py, (3.12)
u(0,t) =0 = u(l, 1),
u(z,0) = 0.

Como, z = 0 é a unica solugao de (3.12). Entdo v = w.

Serd analisada a dependéncia continua nos dados iniciais: f e g € C([0,1]) e f',¢' €
SC([0,1]). Sejam u e @ s@o as solugoes de (3.1) com condigao iniciais f e f, respectiva-
mente.

Entao, usando (3.5), se t > 0, temos:

( a’n’m t> % {/Ol[f(y)—f(y)l sin (@) dy sin (#)‘

<allf - fnoozexp (=),

Ju(, xt!—

onde

I = Flle = max () = F(a)]

Observe que |f — f| € C([0,1]), logo atinge um méaximo em [0, {]; portanto, para cada
t >0, dado € > 0, se d > 0 é tal que 20M < ¢, onde

Entao, para cada t > 0 fixado,
If = fll <6 = |u(z,t) —alz,t)] < e, Vaelo,l].

Em outras palavras, pequenas variagoes na condigao inicial acarretam pequenas va-
riagoes, para cada t > 0 fixo, na solugao final. O
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