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Resumo

Neste artigo mostraremos a completude de alguns espagos importantes no estudo de
equagoes diferenciais.

Abstract

In this article we will prove the completeness of some important spaces in the study of
differential equations.

1 Introducao

A elaboracao deste texto foi motivada a partir da diversidade de espagos métricos
reconhecidos como completos e que aparecem na teoria das equacoes diferenciais, tanto
classica quanto moderna.

Dentre as aplicagoes mais importantes da teoria de espacos métricos em equagoes
diferenciais estd o teorema do ponto fixo de Banach. Com efeito, dado um problema

de valor inicial do tipo
¢'(t) = f(t.p(t)),
A (-

podemos transforma-lo em uma equacao integral da seguinte forma

¢@—%+Af@ﬂwm. (12)

Para determinar a extisténcia de (1.2), recorremos a algum teorema de ponto fixo, mais
precisamente o teorema do ponto fixo de Banach. Para isso, é definido um operador

F:C(I;B) — C(I; B)

onde o conjunto C(I; B) é o espago de aplicagoes continuas ¢ : I — B. Mas para
aplicar o teorema do ponto fixo de Banach, C(I; B) deve ser um espago completo.
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Em meio aos muitos trabalhos referentes as aplicagoes dos espagos presentes neste
texto, ¢ interessante citar alguns destes, como os trabalhos de Andrade e Viana [2],
Arrieta e Carvalho [1] e Nishiguchi [3]. Dentre os espagos estudados nesse texto, um
deles é o X3, caracterizado do seguinte modo

Xg={ueC((0,T;E) : ||u||Xﬁ = sup t6||u(t)||E < 400}
te(0,7]
tal que 5 > 0 em que o espago é um conjunto de aplicagdes continuas em C((0,T]; ),
no qual E é um espaco de Banach.

Em [2], X3 é definido com E = L"(R"™), porém nao é mostrado que tal espaco é de
Banach. Neste texto, mostraremos que Xz é, de fato, um espago de Banach.

Ja em [1], X é denotado por K (7p), em que o mesmo é um conjunto de aplicagoes
continuas em C((0, 7o]; X11¢) , onde € > 0 e X' é um espago de poténcias fracionarias
de um operador e além disso um espago de Banach. E o objetivo do texto é mostrar um
teorema de existéncia e unicidade para equagoes do tipo ' = Az + f(t,y), resultado
que pode ser aplicado a equagcoes de Navier-Stokes e equacoes de calor.

Ao final, consideraremos o espago Cy, 4,(b) (ver Defini¢ao 3.1) que ¢ similar aquele
tomado em [3], no qual é mostrado sua completude. O objetivo de [3] é estudar uma
condicao para solucionar problemas de valor inicial em equacgoes diferenciais com re-

tardo. Aqui, estamos interessados em dar detalhes da demonstracao da Proposicao 2.2
de [3].

2 Conceitos Preliminares

Nesta secao apresentaremos a notacao bésica utilizada no texto e alguns resulta-
dos do estudo de espagos métricos. Para conhecer as defini¢oes iniciais, consultar o
livro Espagos Métricos [4]. Além disso, incluiremos algumas demonstragdes para con-
veniéncia do leitor.

Denotaremos por d a métrica e por M o espaco métrico. Adotaremos a notacao
|| - || para representar a norma de um espago vetorial. Além disso, utilizaremos E para
representar o espaco de Banach, que é um espago vetorial normado e completo.

Proposicao 2.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy. FE sendo de Cauchy, €
limitada.

Definicao 2.2. Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicagcao bijetiva f : M — N
tal que d(f(z), f(y)) = d(z,y) € denominada isometria.

Definicao 2.3. Um homeomorfismo é uma aplicacao bijetiva f : M — N continua,
tal que, sua inversa f~!: N — M também é continua.
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Definicao 2.4. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N € dita
uniformemente continua quando para todo € >, existe o > 0 tal que

d(z,y) <6 =d(f(x), f(y) <e€

para quaisquer x,y € M.

Definicao 2.5. Um homeomorfismo uniforme é uma bijecio g : M — N wunirfo-
memnte continua e sua inversa g~ : N — M também é.

Proposicao 2.6. Seja f: M — N um homeomorfismo uniforme. Uma sequéncia de
pontos (z,)nn € de Cauchy se, e somente se, (f(xy,))nen € de Cauchy.

Demonstragao. Seja g : M — N um homeomorfismo uniforme e (z,),ey uma
sequéncia de Cauchy em M. Pela Definicao 2.4, dado € > 0, existe > 0 tal que

d(w,y) <6 =d(f(x), f(y)) <e

para quaisquer x,y € M. Mas, por hipétese, (x,),en ¢ de Cauchy, entdo dado § > 0,
existe ng € N tal que se m,n > ng entao d(z,,,x,) < 6. Mas a continuidade uniforme
implica que d(f(zn), f(x,)) < e. Logo (f(z,))nen é de Cauchy.

Reciprocamente, seja (f(x,))nen uma sequéncia de Cauchy em N. Mas, pela De-
finigao 2.5, f~! : N — M é uniformemente continua, o que implica que (,)nen ¢ de
Cauchy. O]

Observagao 2.7. Um homemorfismo que é uma isometria ¢ um homeomorfismo unifor-
memente continuo. Além disso, dados dois espacos M e N tais M é completo, entao a
completude de M implica na completude de N.

Observagao 2.8. A proposigao 2.6 sera util na demonstracao do Teorema 3.3.

Definigao 2.9. O espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy em
M € convergente.

Definicao 2.10. Sejam X wum conjunto, M um espaco métrico e o : X — M uma
aplicagcao. A notagao B, (X; M) representa o conjunto das aplicagées f : X — M tais
que d(f,a) = sup,cx d(f(z), a(z)) < oo, com a métrica da convergéncia uniforme.

Proposicao 2.11. Se o espago métrico M é completo entao B.(X; M) é completo,
sejam quais forem X ea: X — M.
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Demonstracao. Seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em B, (X; M). Fixe v € X
de maneira arbitréaria, assim a sequéncia (f,(z))nen € de Cauchy em M. Por M ser
completo, existe para cada = € X, o limite desta sequéncia. Neste caso, lim f,(z) =:
f(x) e M.

Como a sequéncia é de Cauchy, pela Proposicao 77, esta é limitada; entao existe
c > 0 tal que

d(fn(2), () < d(fn, ) < ¢

para todon € N e todo z € X. Fazendo n — oo concluimos que d(f(x), a(z)) < ¢ para
todo z € X. Logo f € B,(X; M).

Agora, resta provar que f, — f uniformemente em X. Entao, dado € > 0, existe
no € N tal que m,n > ny = d(fim(x), fu(x)) < € para qualquer z € X, uma vez
que (fn)nen é de Cauchy. Dai, fazendo m — oo nesta desigualdade, concluimos que
n > ng = d(f(x), fo(x)) = d(fu(z), f(z)) < € para todo = € X. Portanto, f,, — f
uniformemente, como queriamos demonstrar. O

Proposicao 2.12. Todo subespaco fechado de um espaco de Banach é Banach. Reci-
procamente, todo subespaco de Banach de um espaco normado € fechado.

Demonstragao. Seja F' C E tal que F é fechado. Tome (x,),eny de Cauchy em F.
Mas, como F' C E entdo {z,}n,en C E, que por sua vez é completo, logo z, — x € E,
que implica que € F. E como F ¢ fechado, temos que x € F. Logo (,).en converge
em F'. Portanto F' é completo.

Reciprocamente, seja F' um subespaco de Banach de E. Considere y € F, isto é,
y ¢ aderente a F', entdo existe uma sequéncia (y,)neny em F' tal que y, +— y. Pela
Proposigao 2.1, podemos afirmar que (y,)nen ¢ de Cauchy em F'| e este é completo,
logo y € F. Portanto, F' é fechado. n

3 Resultados Principais

Nesta secao sera mostrada a completude de alguns espacos importantes no estudo de
equagoes diferenciais. O estudo desses espacos motivaram a elaboragao deste artigo e
além disso, foram citados na introdugao, alguns textos que se utilizaram de tais espacos.

Teorema 3.1. O conjunto Xz € um espago de Banach.

Demonstragao. Inicialmente serd verificado que a funcao proposta sobre Xg,

lullx, = sup °]ju(t)e
te(0,7]
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¢ de fato uma norma. Uma vez que, todo espago normado torna-se um espaco métrico
através da defini¢ao d(z,y) = ||z — y||. Isto implica que a métrica provém da norma

Sejam u,v € Xz e A € R\{0} temos que

o [lullx, = Sup t7]|u(t) [ # 0.
(0,

e Como sup(Af(x)) = Asup(f(z)), note que
hullx, = sup 7] xu(t)]s
te(0,7T

= [Al sup 7[lu(t)|e
t€(0,77]

= [AMlullx,

e Uma vez que sup(f + g) < sup f + sup g, podemos aplicar tal propriedade para

obter
lu+vllx, = sup t*llu(t) +v(t)|e
te(0,7T
< sup ¥ (Jlu(®)lle + [[o(t)x)
t€(0,77]
< lullx, + [[vllx,

Portanto, [|ul|x, ¢ uma norma e Xz é um espago métrico.
Agora, mostraremos que tal espaco é completo. Pela Defini¢ao 2.9, tome (u,)nen €

X de Cauchy e portanto, sup °|lu,(t)|| < +oc. Posteriormente, defina v, (t) =
te(0,77]

tPu,(t) € B((0,T],E) e note que, dado € > 0, existe ng € N, com m,n > ny, tal que

sup “UN(t) _Um(t)H]E = sup Htﬁun(t) _tﬁum(t)HE
t€(0,T t€(0,T

= |lu, — um||Xﬁ <€

Logo, (vpn)nen € de Cauchy em B((0,7],E). Pela Proposi¢ao 2.11, pode-se afirmar que
B((0,T],E) é completo, uma vez que E por hipétese é um espaco de Banach e a fungao
« fixada é a fungao identicamente nula. Dai, pela Definigao 2.9, temos que (v, )nen
converge para v € B((0,7T],E) tal que

sup |[|vn(t) — v(t)[le — 0,
te(0,T]
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quando n — oo, isto é,

sup t°||u,(t) — t Po(t)|lg — 0,n — oc.
te (0,7

E facil ver que u(t) = t~Pv(t) € X;. De fato,

lullx, = sup ¢7[lut)lle
te(0,T
= sup t7|[t7Pu(t)||g
te(0,77]
= sup |[v(t)||g < +oc.
te(0,T
Logo, u(t) = t~Pv(t) € X e portanto Xz é um espago de Banach. O

3.1 Espacgo Cy, 4,(b)

Esta se¢ao é destinada ao estudo do espaco Ci, 4,(b). Assim, fixaremos algumas
notacoes especiais.

Denotemos por I o intervalo I = [—r,0] com r > 0 e o conjunto de aplicagoes
de I em E continuas, denotaremos por C(/,[E). Considere ainda, a seguinte notacao
[to,t0+b] +1:= {t+92t€ [to,to—i—b},e € [}

Defini¢ao 3.2. Seja (ty, ¢o) € R x C(I; E) tal que

e Se J = [ty,to + V], para algum b > 0. Dizemos que a aplica¢ao x : J+1 — E ¢
uma continuagao de (to, o) sempre que x4, = ¢o € quando = for continua em J.
Quando ty = 0, € dito simplesmente que © é uma continuacdao de ¢g. Além disso,
se x)y € diferencidvel, dizemos que v € uma C*-continuacao.

e Para b >0, defina

Cro.00(b) ={x € C(J+ I,E) : © € uma continuacdo de (to, do)}

Chamamos o espago Cyy 4,(b) como o espago de continuagdo de comprimento

(to, o).

e Para ¢ € C(I,E) considere a continuagao de ¢ do sequinte modo

- Jeo(s), sel
e {¢<0>7 sERy
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Teorema 3.3. Seja (to, ¢o) € R x C(I;E). Para todo b > 0, o espago Cy, ,(b) € um
espaco métrico completo.

Demonstragao. Considere o espago Cp(b) e note que o conjunto é um espago veto-
rial. Como todo = € Cy(b) é continuo e limitado, Cyo(b) torna-se um espago vetorial
normado munido da métrica do supremo.

Defina o conjunto

Yy = {y € C([0,0], E); y(0) = 0}.

Note que Y}, C C([0,b],E) é fechado, mas o fato de C([0, b], E) ser um espago de Banach,
pela Proposicao 2.12; Y, também é Banach.

Além disso, o fato de Cy(b) e Y, serem isometricamente homeomorfos implica que
Coo(b) também é um espago de Banach. Defina o operador N : Cy, 4,(b) — Coo(b),
comb>0ese|0,b+1I,por

Ni(s) = (i + 5) — Bols).
Inicialmente serd mostrado que Nz é continuo. Temos que ¢ — z(t + ) é continuo,
t € [to, to + b]. Logo, s — x(tg + s+ 0) é coninuo, s € [0, ]. Entéo,
s+ Naw(s+0) =x(tg+s+60) — do(s +0)

¢ continuo, uma vez que ¢g € C(I; E).
Agora, mostraremos que N estd bem definido. Seja x € Cy, 4,(b) € 6 € I, note que

(N2)o(0) = Na(0) = z(to +0) — 6o(0) = 24, (6) — ¢o(6) = o(0) — ¢(6) = 0.

Logo, N estd bem definido.

Além disso, serd provado que N é bijetivo. Sejam x,y € Cy, 4,(b) tais que Nz = Ny
dai,

Nz(s) = Ny(s)
= a(to+5) = ¢ols) = ylto+s) — dols)
< zx(to+s) = y(to+s),

para todo s € [0,b] + I. O que implica que z = y em s € [tg,to + b] + I. Portanto, N é
injetivo.

Considere y € Cyo(b), isto é, y : [0,0] + I — E tal que yo(#) = 0 para todo

0 elet— ylt+0), comt e [0,b continuo. Considere x € Cy,4,(b) de modo que
z(to+t+0) =y(t+0) + ¢o(t + 0) dai,

Nt+0)=a@t—-0+t+0)—go(t+0) =yt +90),
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0 € I. O que implica que y = Nz. Logo, N é sobrejetivo.
Por ultimo, mostraremos que o operador N é de fato uma isometria, isto &,

INz =Nyl = sup [lz(to+s) — do(s) — ylto + ) + do(s)|
s€[0,b]4+1
= sup |z(to+s) —y(to+ s)||
s€[0,b]+1
= |lz -yl

com z,y € Cie(b). Logo, Cy4,(b) é um isometricamente homeomorfo a Cy(b) .
Portanto, pela Proposigao 2.6 , Cy, 4,(b) é completo. ]
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