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Resumo

Neste trabalho exibiremos algumas relacoes entre a teoria matematica que abrange
o jogo Sudoku, os quadrados latinos, e a teoria de grupos finitos. Na terceira secao
exibiremos um critério que estabelece se um quadrado latino de ordem n é a tabela de
Cayley de um grupo de igual ordem. Na tultima secao trabalharemos com o conceito
de ortogonalidade entre quadrados latinos, e utilizando o conceito de grupos finitos,
exibiremos um contra-exemplo para uma famosa conjectura de Fuler. Ressaltamos
que o uUnico pré-requisito para o perfeito entendimento deste artigo é o teorema de
Cayley para grupos finitos, de modo que a teoria desenvolvida aqui é aplicavel no
ensino universitario.

Palavras-chaves: Sudoku; Quadrados Latinos; Grupos; Teorema de Cayley; Quadra-
dos Latinos Ortogonais.

Abstract

In this work we will show some relationships between the mathematical theory that
covers the Sudoku game, the Latin squares, and finite group theory. In the third
section we will show a criterion that establishes if a Latin square of order n is the
Cayley table of a group of equal order. In the last section we will work with the
concept of orthogonality between Latin squares, and using the concept of finite groups
we will show a counterexample to a famous Euler conjecture. We emphasize that the
only prerequisites for the perfect understanding of this article is Cayley’s theorem for
finite groups, so that the theory developed here is applicable in university teaching.

Keywords: Sudoku; Latin Squares; Groups; Cayley’s Theorem; Orthogonal Latin
Squares.
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1 INTRODUCAO

Provavelmente voceé ja jogou, ou ouviu falar de um jogo popularmente chamado Su-
doku!. E um jogo bem simples de raciocinio logico que trata de organizagao posicional
de niimeros. No caso, o jogo é disposto em forma de um quadrado 9 x 9 de ntimeros
em {1,2,...,9} com alguns pré-alocados em que o jogador deve completd-los de modo
que um mesmo numero nao se repita na mesma linha ou coluna. A origem do jogo esta
associada ao conceito de quadrados latinos de ordem n, com n = 1,2,3,.... Neste ar-
tigo exploraremos o conceito de quadrados latinos e relacionaremos esta estrutura com
grupos finitos, de modo a estabelecer um critério para saber se um quadrado latino é
a tabela de Cayley de um grupo. Na tltima secao trataremos de relagoes envolvendo
grupos e pares de quadrados latinos mutualmente ortogonais, sendo este assunto im-
portante para aplicagdes como teoria de cédigos corretores de erros, por exemplo. Ao
leitor deste texto ¢ requerido apenas o conhecimento basico de grupos de permutacao
e o teorema de Cayley.

2 QUADRADOS LATINOS

A primeira vez de que se tem registro de que alguém pensou em quadrados latinos
foi em 1639 em um jogo de cartas. O primeiro matematico que publicou um texto
sobre quadrados latinos? foi Leonhard Euler em 1783, texto que se referia & aplicacoes
a estatistica. Segue a definicao matematica de um quadrado latino de ordem n.

Defini¢ao 2.1. Um quadrado latino de ordem n é uma quadrupla (R,C,S, L) onde
R,C, S sao conjuntos com n elementos e L é uma aplicacao L : R x C' — S tal que
para cada i de R e j de C, a equagdo L(i,j) = x tem uma tnica solugao, isto é, fixando
qualquer duas coordenadas de (i, j, z) encontra-se a terceira de forma tnica.

De maneira informal, um quadrado latino é uma maneira de dispor n X n elementos
onde em uma determinada linha ¢ e coluna j o elemento 7, j nao se repete nesta mesma
linha e na mesma coluna.

Como R,C,S = X = {1,2,...,n}, abreviaremos a quidrupla (X, X, X, %) para
(X,-). Um exemplo de um quadrado latino de ordem n é:

1A palavra Sudoku é a abreviacdo para a frase: suuji wa dokushin ni kagiru, que em portugués
significa: os digitos devem permanecer Unicos.

2 0 nome quadrados latinos se d4 ao fato de que Euler usou letras latinas para os seus quadrados
nesta obra.
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1 2 - n

2 3 - 1
L= )

n 1 2

Notemos que esse quadrado corresponde a tabela de Cayley de (Z,,, +), identificando
k com k, para 1 < k < n . Tal fato nos leva a pensar em uma possivel relacao existente
da teoria de quadrados latinos e a teoria dos grupos. Veremos na secao seguinte um
teorema que conecta de maneira técnica estas estruturas.

De fato, quadrados latinos apresentam uma estrutura combinatéria muito singular,
e dela derivam-se muitas propriedades e aplicacoes. Ademais, ha resultados que sao
influenciados por varias areas dentro e fora da andlise combinatoria, como algebra,
geometria finita, estatistica dentre outras.

Definigao 2.2. Dados dois quadrados latinos de ordem n, Ly = (I;;) e Ly = (m;;),
definimos Ly ® Ly como sendo o quadrado formado pelos pares (;;,m;;) na linha i e
coluna j.

Exemplo 2.3. Considere os quadrados latinos L; e Ly como abaixo.

1 2 3 1 2 3
Li=2 3 1 Ly= 31 2
3 1 2 2 3 1
L, ® Ly é dado como a seguir:
11 22 33
Li®oLy= 23 31 12
32 13 21

Definicao 2.4. Dois quadrados latinos de ordem n, Ly = (I;;) e Ly = (my;), sdo ditos
ortogonais se o par (l;;, m;;) ocorre apenas uma vez em Ly ® Ly.

Os quadrados latinos no exemplo anterior sao ortogonais. A importancia do estudo
de quadrados latinos mutualmente ortogonais esté vinculada ao fato de que com conjun-
tos grandes de quadrados latinos mutualmente ortogonais pode-se obter codigos basea-
dos em quadrados latinos considerados 6timos, em certo sentido (maiores informagoes
podem ser encontradas em [4] e [1]).

A origem do estudo de quadrados latinos ortogonais vém da tentativa de solucao do
problema dos 36 oficiais de Euler. O problema consiste em encontrar uma tabela 6 x 6
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em que se possa distribuir os oficiais em 6 regimentos distintos com 6 patentes distintas
de modo que cada regimento tenha exatamente um oficial de uma das 6 patentes. Por
exemplo, nao pode se ter dois tenentes na cavalaria. A solucao deste problema requer
dois quadrados latinos de ordem 6 ortogonais, onde, um referente a patentes e outro
referente aos regimentos. Euler conjecturou que nao existem tais quadrados e ainda
que nao existe um par de quadrados latinos ortogonais de ordem 2(2k — 1), para k
natural. Fora provado em 1900 por Gaston Tarry, que, de fato, nao existem quadrados
latinos mutuamente ortogonais de ordem 6, porém a forma mais geral da conjectura foi
refutada na década de 1950 por Bose, Parker e Shrikhande [2].

Definig¢ao 2.5. Seja A = {Ly, Lo, ..., Ly} um conjunto de quadrados latinos de ordem
n. O conjunto A é dito ser um conjunto mutuamente ortogonal se para cada ¢ # j, L;
¢ ortogonal a L;, 1 <14,j < k.

Denota-se conjuntos mutuamente ortogonais por M.O.L.S. (sigla em inglés da ex-
pressao Mutually Orthogonal Latin Squares). Seja N(n) o nimero de M.O.L.S. de ordem
n. A proposigao a seguir fornece uma limitacao para a fungao N(n).

Proposicao 2.6. Para cadan > 2, N(n) <n—1

Demonstracao: Seja A = {Lj, Lo, ..., Ly} um conjunto de quadrados latinos mutua-
mente ortogonais. Dados L; e Ly em A, os n simbolos de L; podem ser permutados de
qualquer maneira sem afetar a sua ortogonalidade com o quadrado L. Podemos reor-
denar os simbolos na primeira linha de cada quadrado para ficar na forma:(1,2...,n).
Sejam L; e Ly, como abaixo, sdo dois elementos do conjunto A.

‘T _ DY _ y —_ ... J—

Lyi= . . . . L=

Nem o simbolo x, nem y podem ser 1, de modo que L; e Ly sao quadrados latinos.
Além do mais x # y, pois se x = y = i, o par (i,1) j& existe na primeira linha de
Ly ® Ly. Entao existem no maximo n — 1 simbolos que podem aparecer na primeira
posi¢ao da segunda linha de L; ® Ly. Logo N(n) <n—1. R

No exemplo abaixo mostraremos um conjunto de 3 M.O.L.S. de ordem 4. Um
conjunto de n — 1 M.O.L.S. de ordem n é chamado de um conjunto completo.

Exemplo 2.7. Considere os quadrados latinos:
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0123 0123 0123
1032 2301 3210
2301 3210 1032
3210 1032 23¢01

Por simples inspecao, estes quadrados formam um conjunto completo. Ha uma
classe infinita onde a cota superior n — 1 é atingida, como descrito na tultima secao.

3 QUANDO UM QUADRADO LATINO E A TA-
BELA DE UM GRUPO

Nesta secao exibiremos uma condicao técnica, que se satisfeita, possa garantir que
quadrados latinos possuam as propriedades de um grupo. Nem sempre um quadrado
latino é a tabela de um grupo com uma certa operacao, porém a tabela de um grupo
sempre tem a estrutura de um quadrado latino. Basta notar que os elementos do grupo
nunca se repetem nas mesmas linhas e colunas de um quadrado pois a operacao do
grupo ¢ binaria, e todo elemento do grupo possui inversa, ou seja a lei do cancelamento
(tanto a direita como a esquerda) esta assegurada nesta tabela. Podemos associar um
quadrado latino a uma estrutura mais simples que a de grupos.

Defini¢ao 3.1. Dada * uma operagao bindria em um conjunto @, o par (Q,*) é um
quasigrupo se para todo par a,b € @), as equagoes a * x = b e y * a = b sao unicamente
soluveis para = e y em Q).

A partir da definicao de um quasigrupo, podemos estabelecer que um quadrado
latino L de ordem n é equivalente a uma tabela de um quasigrupo (X = {1,2,...,n}, ).

A proposicao a seguir nos diz que o que difere um grupo de um quasigrupo é a
associatividade de elementos, ou seja, "um quasigrupo é um grupo nao associativo”.

Proposicao 3.2. Seja (Q,*) um quasigrupo. Se esta estrutura € associativa entao
(Q, %) € um grupo.

Demonstrag¢ao: Primeiramente vamos provar que (@, *) possui identidade. Sejam

e1,60, 7 € @, tais que T xe; = 1 = ey x . Entao zx el = v *xe; = z, logo e = ¢;.
Sea € @ étal que e xa = x, entdo ex x e x a4 = e xx = T = € ¥ a, € assim
ey ¥ e; = e; = €2, implicando em e; = e,. Colocando e = e;, temos que para qualquer
y € Q, exy = exy?, implicando que y = e xy e de maneira andloga obtemos y = y * e.
Devido a arbitrariedade das escolhas de x e y, podemos estabelecer que e ¢é a identidade

em Q).
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Provaremos agora que todo elemento de () possui inverso em (). Para todo x € @,
existem unicos a,b € @, tais que xxa =e =bx*xx. Entdoa = e*xa = (bxz) xa =
bx (z*a)=bxe=>b, e deste modo podemos denotar z™' =a=5b. B

Como todo grupo é um quasigrupo, toda tabela de Cayley de um grupo finito ¢ um
quadrado latino, deste modo obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.3. A tabela de multiplicacdo de um grupo finito de ordem n € um quadrado
latino de ordem n.

Exemplo 3.4. Considere os dois quadrados a seguir.

112 3 4 112 3 4
111 2 3 4 111 4 3 2
212 1 4 3 212 3 41
313 4 1 2 313 1 2 4
414 3 2 1 414 2 1 3

O quadrado latino da esquerda representa a tabela do grupo de Klein, V' = Zy x
Zs, obtida seguindo o isomorfismo entre V e X = {1,2,3,4}, via a associagao 1 <
(0,0),2 < (0,1),3 <> (1,0), e 4 +» (1,1). O quadrado latino da direita nao é a tabela
de Cayley de um grupo. Observe que esta estrutura nao é associativa, pois (1.2).3 =1
e 1.(2.3) = 2.

Como vimos no exemplo anterior, a reciproca do coroldrio nem sempre é verdadeira.
Utilizando o préximo teorema teremos condicoes de julgar quando um quadrado latino
tem a estrutura de grupo. O préximo teorema faz uso do famoso teorema de Cayley
que diz que todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo do grupo de permutagoes
Sn, ou seja todo elemento de um grupo finito de n elementos é uma permutagao de n
elementos.

Considerando a tabela do grupo de Klein (V'), se tomarmos duas linhas quaisquer
desta e considerarmos estas como permutacoes, a composicao destas linhas sera uma
linha da tabela de V. Por exemplo se permutarmos a segunda e quarta linhas, temos

1234o 12 3 4\ 1 2 3 4
214 3 4 3 21 341 2

que ¢é a terceira linha da tabela do grupo de Klein (V). Podemos obter esta linha
calculando (2%4)*xx = 2% (4xx), para todo z € X = {1,2,3,4}. De maneira equivalente,
podemos realizar esta tarefa calculando ¢ o ¢4(z) = ¢o.(x), onde ¢, é a translagao,
¢q(r) = g *x. Em geral, para todos os quadrados latinos em que a composicao de
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duas de suas linhas é uma linha do quadrado, teremos que este quadrado é a tabela
de Cayley de um grupo, resultado que sera demonstrado logo a seguir, chamado de
método de Siu. Este método é creditado ao matemédtico chinés Man-Keung Siu em

seu artigo Which Latin Squares are Cayley Tables?, publicado na revista The American
Mathematical Monthly em 1991. Ver [5].

Teorema 3.5 (Método de Siu). Um quadrado latino € a tabela de um grupo se, e
somente se, a composicao de duas linhas € uma linha do quadrado.

Demonstracao: Considere L um quadrado latino de ordem n, fechado em relagao a
composicao de linhas. A fim de demonstrarmos este teorema, precisamos mostrar que a
associatividade estd assegurada para os elementos de X = {1,2,...,n} via a operagao
% explicitada no quadrado latino L. Vamos assumir que 1 seja a unidade de X, e
consideremos a aplicagao ¢ : X — S, que associa cada g € X em ¢, € S,, onde
¢g(x) = g * x, para todo z € X. Primeiramente, ¢ estd bem definida, pois se g = h,
entdo gz = h*x, implicando em ¢,(z) = ¢ (x), para todo z € X. A funcao é também
injetora, devido ao fato da lei de cancelamento a esquerda, garantindo que ¢, ¢ de fato
bijetiva, e, por conseguinte, uma permutacao de S,,.

Afirmamos que o quasigrupo (X, x) é associativo (ou seja (X, *) é um grupo), se e
somente se, ¢(X) é subgrupo de S,.

De fato, se assumirmos (X, x) associativo, temos ¢ 00y, (x) = g*(h*x) = (g*h)*xx =
Pgsn(x), para todo x € X, e assim ¢, 0 ¢, = Pgun, € temos que ¢(X) é subgrupo de
Sy. Reciprocamente, sendo ¢(X) um subgrupo de S, temos (a * b) * ¢ = Pgup(c) =
Ga © Op(c) = Pa(b*c) = ax (bxc), para quaisquer a,b e c em X.

Como S,, é um grupo finito, para provarmos que (¢(X), o) é subgrupo de S, basta
verificarmos que a composigao de quaisquer duas permutagoes de ¢(X) estd em ¢(X),
ou seja, basta provarmos que se a,b € X, entao ¢, o ¢, = ¢.. Para tanto, basta
verificarmos se a composicao de duas linhas, digamos a e b, ¢ uma linha do quadrado
latino L. De fato, para qualquer x € X, a linha a é (¢4(1), ¢a(2), ..., ¢a(n)), e assim a
composicao da linha a com a linha b é dada por

La < Lb = (¢a(1>7 ¢a(2)7 cee 7¢a(n)) © (¢b(1)7 ¢b(2)7 ey (bb(n))

A composigao L, o Ly, é uma linha de L desde que L,0 Ly = (¢:(1), ¢c(2), ..., dc(n)),
e isso é verdade se, e somente se, ¢, o ¢, = .. B

Pode-se verificar que as linhas da tabela do grupo de Klein satisfazem a condicao
do critério de Siu. Na pratica, para mostrar que um quadrado latino nao é a tabela
de um grupo, basta encontrar duas linhas de modo que a composicao delas nao é uma
linha do quadrado latino.
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Exemplo 3.6. Consideremos o quadrado latino

1 2345
25413
31 2 5 4
4 3 5 21
541 3 2

Calculando a composicao da terceira e segunda linhas, obtemos:
1 23 45 5 1 2 3 45 (1 23 45
31 2 5 4 2541 3 S \1 45 3 2

A permutacao resultante ndo é nenhuma linha do quadrado latino.

Para mostrarmos que um quadrado latino de ordem n tem estrutura de grupo, pelo
teorema anterior, temos que testar as n? composicoes possiveis. Note que isto é muito
mais simples do que testar as n® equagoes do tipo: a * (bx c) = (a * b) x c.

4 GRUPOS E M.O.L.S.

Definicao 4.1. Um quadrado latino linha ¢ um quadrado de ordem n em que cada
linha é uma permutacao de n elementos.

Observemos que um quadrado latino é um quadrado latino linha, mas a reciproca
nem sempre ¢ verdadeira.
Consideremos agora o quadrado R de ordem

)

3
3
R = 1
2

W NN

1
3
1
Cada linha de R pode ser vista como a imagem de uma permutagao, digamos,

12 3 12 3 12 3
fl—(z 1 3> fz—(2 3 1) f3_(3 1 2)

Se as linhas de um quadrado latino linha sao dadas por fi, fa,..., fn, denotamos
este quadrado por (fi, fa,..., fn). O conjunto de todos os quadrados latinos linha de
ordem n é denotado por RL,. Definimos a seguinte operacao: o : RL, x RL, — RL,,
tal que Ao B = (hy,...,h,), onde A = (f1,..., fn), B = (g1, -, 9n), € hi(z) = fi(g:(2)),
para x € {1,2,...,n}.
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Teorema 4.2. (RL,,.) é um grupo de ordem (n!)"

Demonstragao: Sejam:

A= (f1,..,fn), B=1(91,..,9n) € C = (hq,..., hy,) elementos em RL,

(i) A operagao ¢é associativa, pois, Ao (BoC) = Ao (hig1,....,hngn) =
(fi(h1gr), s fu(Pngn)) = ((fih1)gr, .., (fuhn)gn) = (Ao B) o C

(ii) Para todo A € RL,, existe £ € RL, tal que Ao ' = Fo A = A, basta tomar a
matriz F = (e, e, ...,€e), onde e é a permutagao identidade.

(iii) Para qualquer A € RL, existe B € RL, tal que Ao B = Bo A = F, basta
tomar B = (f;', ..., f-1). Costuma-se denotar B por A~!.

Por (i), (ii), e (iii), temos que RL, é um grupo com a operacao o. O numero de
elementos de RL,, é igual a (n!)", pois dado A = (f1, ..., ) tém-se n! possibilidades em
cada entrada de A, e como A tem n entradas, segue o resultado. W

Para os quadrados A e B em RL,, denotaremos, de agora em diante Ao B por AB.
Provaremos a seguir uma série de teoremas que sao uteis na construcao de conjuntos
de quadrados latinos mutuamente ortogonais.

Teorema 4.3. Sejam R € RL, e E = (e,...,e), assim E e R sdo ortogonais se, e
somente se, R € um quadrado latino.

Demonstracao: Como R € RL,, é suficiente provar que as colunas de R sao per-
mutacoes. Fixado j, basta provar que a;; # ax; sempre que ¢ # k. No quadrado R® E
temos que o par (a;;, j) aparece na linha ¢ e coluna j, enquanto o par (a;, j) aparece na
coluna k e linha 7. Como R e E sao ortogonais e (4, j) # (k, j) temos (a;;,7) # (aix, j)
e assim a;; # ayj, como querfamos.

A outra implicacao segue do fato de que, sendo R um quadrado latino, tomando o
elemento a;; de R, (a;j, j) sé pode ocorrer uma vez, e portanto R e £ sao mutuamente
ortogonais.ll

Teorema 4.4. Seja {A4, ..., A,} um conjunto de quadrados latinos linha mutuamente
ortogonais. Para qualquer quadrado latino linha X, o conjunto {X Ay, ..., X A} € com-
posto de quadrados latinos linha mutuamente ortogonais.

Demonstra¢ao: Vamos demonstrar que se A e B entao XA e X B sao ortogonais.
Suponhamos que o par (u,v) ocorre na linha n e coluna p e também na linha n e coluna
gem XA ® XB. Sendo z(m,p) elemento de X, u = a(m,z(m,p)) = a(n,z(n,q)) e
v =b(m,x(m,p)) = b(n,z(n,q)), temos que o par (a(n,z(n,q)),b(n,z(n,q))) sé ocorre
uma vez em XA ® X B, devido a ortogonalidade de A e B.1l

Proposigao 4.5. Sejam A e B dois quadrados latinos linha. Os quadrados A e B sdo
ortogonais se, e somente se, existe um quadrado latino L tal que AL = B
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Demonstracao: Considerando L = A~'B, pelo teorema 4.2 , temos que L é um quadrado
latino linha. Como A e B sao ortogonais, temos que L = A™'B e A™'A = E sao
ortogonais pelo teorema 4.4. Pelo teorema 4.3 podemos concluir que L é um quadrado
latino.

Reciprocamente, seja L um quadrado latino tal que AL = B. Pelo teorema 4.3, L
é ortogonal a FE, e assim, pelo teorema 4.4, AL = B e AE = A sao ortogonais. B

Proposicao 4.6. Seja A um quadrado latino e m o menor inteiro positivo tal que
A™ nao € latino, assim {A, A%,..., A"} = B é um conjunto ortogonal de quadrados
latinos linha.

Demonstracao: Considerando k,j < m, temos que A7 e A* sdo ortogonais, e pela pro-
posicao 4.5 existe um quadrado latino L tal que A’ = LA* sem perda de generalidade,
consideremos j < k, e assim L = A’~% ¢ um quadrado latino, e pela proposicao anterior,
podemos concluir que A* e A7 sdo ortogonais. W

Se os quadrados A, A2, ..., A™~! formam um conjunto de quadrados latinos linha
mutuamente ortogonais, A, A’ sdo ortogonais (j < n), pela proposicao 4.1, existe um
quadrado latino L, tal que A7 = AL o que acarreta L = A7~ Deste modo, obtemos o
seguinte resultado.

Corolario 4.7. {A, A% ..., A"} € um conjunto de quadrados latinos linha mutua-
mente ortogonais se, e somente se, todos sao quadrados latinos.

Lema 4.8. Se A € um quadrado latino, entao A~' também é um quadrado latino.

Demonstragcao: Se A é um quadrado latino, pelo teorema 4.3 A e E sao ortogonais.
Pelo teorema 4.4, E = AA™' e EA™' = A~! sao ortogonais, implicando que A~ é um
quadrado latino. W

Pelo corolario 4.7 e lema 4.8, podemos obter o seguinte corolario.

Corolério 4.9. Se A, A%, ..., A"~ sdo quadrados latinos, entdo m — 1 quadrados con-
secutivos da colecao A=t A=m+2 A .. A™ ! forma um conjunto de M.O.L.S..

Agora vamos provar o principal teorema desta secao:

Teorema 4.10. Se L é um quadrado latino de ordem n, com n = p{'..pi, onde
p1 < p2 < ... < P, SG0 primos, entao o conjunto

{L, L% ..., 1
¢ congjunto de M.O.L.S. de ordem n.
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Demonstracao: Observemos que todos os positivos inteiros menores ou iguais a p; — 1
sao relativamente primos com n, temos que L, ..., LP*~! sao quadrados latinos. Pelo
coroléario 4.7, estes quadrados sao mutuamente ortogonais. Wl

Corolario 4.11. Se n € primo, existe um conjunto de poténcias de quadrados latinos
contendo um conjunto completo den —1 M.O.L.S. de ordem n.

Corolario 4.12. Se n é impar, entao existe um conjunto de poténcias de quadrados
latinos contendo ao menos dois M.O.L.S. de ordem n.

Note que para n primo, o corolario 4.7 garante a existéncia de um conjunto de n — 1
MOLS de ordem n, que de fato, ilustra a eficiéncia da procura de conjuntos de poténcias
de quadrados latinos para encontrar conjuntos de M.O.L.S..

Exemplo 4.13. Neste exemplo vamos utilizar o teorema anterior para construir um
conjunto {L, L?} contendo dois MOLS de ordem 10:

1 3 4 2 6 7 5 9 10 8
0 2 5 4 4 8 6 7 1 9
9 10 3 5 8 1 2 4 6 7
79 1 4 10 5 3 2 8 6
I _ 3 8 10 7 5 2 9 6 4 1
5 1 8 9 2 6 4 10 7 3
8 4 6 10 1 9 7 5 3 2
2 7 9 6 3 101 8 5 4
4 6 2 8 7 3 101 9 5
6 5 7 1 9 4 8 3 2 10
1 4 2 3 7 5 6 10 8 9
9 2 4 5 3 7 8 6 10 1
6 7 3 8 4 9 10 5 1 2
3 8 7 4 6 101 9 2 5
12— 00 6 1 9 5 8 4 2 7 3
2 5 10 7 1 6 9 3 4 8
5 10 9 2 8 3 7 1 6 4
7T 1 5 10 9 4 2 8 3 6
g8 3 6 1 10 2 5 4 9 7
4 9 8 6 2 1 3 7 5 10

Estes quadrados provém um contra-exemplo para a conjectura de Euler (pégina
4) sobre a nao existéncia de pares de M.O.L.S. de ordem 10. Como L3 = F e logo,
L? = L7! e sabendo que se A é um quadrado latino A™! (lema 4.8) também o é, pelo
corolério 4.7, temos que L e L? sao ortogonais.
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