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UMA BREVE INTRODUGAO AO PARADOXO DE RUSSELL: o que ele é, como ele
afetou o sistema fregeano e sua possiveil solugio’

Lauro Iane de Morais?

Resumo: Pretendemos fazer uma breve introducao ao Paradoxo de Russell, contextualizando-o
na filosofia da matematica do final do século XIX e inicio do século XX. Para tanto, faremos
uma breve caracterizacdo do projeto logicista da matematica e apds isso, mostraremos como o
paradoxo afeta formalmente o sistema fregeano, bem indicaremos a solu¢ao de Russell para o
problema.

Palavras-chave: Russell, Frege, logicismo, paradoxo, auto-referéncia, classes.

Abstract: We intend to make short introduction to Russell’s Paradox, contextualizing it into the
philosophy of mathematics of the end 19th and beginning of the 20th century. In order to do this,
we’ll briefly discuss the logicist project for the foundations of mathematics and after that, we’ll
show how the paradox afects Frege’s symbolism as well as we’ll indicate Russell’s solution to
this problem.

Keywords: Russell, Frege, logicism, paradox, self-reference, classes.

UM BREVE APANHADO DOS PROBLEMAS DA EPISTEMOLOGIA DA

MATEMATICA NO SECULO XIX E XX

Um paradoxo €, grosseiramente, uma conclusdo enigmatica produzida por nosso raciocinio e

que ¢, todavia, contra-intuitiva. Entre esses existem alguns de natureza logica que vém intrigando

logicos e filosofos desde a antiguidade®. Os mais comuns desses paradoxos logicos sdo as

antinomias que surgem a partir da nogdo de auto-referéncia; tais antinomias indicam que padrdes de

raciocinio tacitos ou bem aceitos devem ser explicitados e entdo evitados ou revisados®. O assim

chamado Paradoxo de Russell ¢ um exemplo desse tipo. O seu nome deve-se ao filosofo e logico
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britanico Bertrand A. W. Russell (1872-1970), que foi o primeiro a percebé-lo e trata-lo
detalhadamente’; sua descoberta ter-se-ia realizado durante seu contato com os textos do filésofo e
logico alemio F. L. Gottlob Frege (1848-1925)°. Para compreendermos melhor o significado do
paradoxo e seu impacto na filosofia da matematica do final do século XIX e inicio do século XX, ¢
for¢coso que compreendamos o ambiente que os especialistas naquela area viviam durante esse
periodo.

Na Critica da Razdo Pura, primeiramente publicada em 1781, Kant expds a distingdo dos
juizos entre os analiticos e os sintéticos a priori € 0s sintéticos a posteriori. Com isso, a matematica
e seus ramos — a geometria, aritmética, algebra etc — passaram a ter sua justificacdo epistémica nao
mais por serem dedutivamente validas — como apontava Leibniz, por exemplo —, mas antes por
serem construcdes de conceitos ou contagens numéricas realizadas na intuicdo pura
espaciotemporal. Desse modo, o legado de Kant para a epistemologia da matematica foi tirar a
necessidade das demonstracdes matematicas do ambito das dedugdes e introduzi-la em sua nogao de
intuicdo espaciotemporal, que ¢ um espago euclidiano. A validade desses raciocinios passou a
depender de intui¢cdes correspondentes, que deveriam possuir objetos capazes de serem
representados em nossa intui¢do pura; caso contrario, tratariamos de conceitos vazios e, portanto,
incapazes de produzir conhecimento. Todo empreendimento da matematica deveria, entdo, depender
das condi¢des de toda experiéncia possivel e seus objetos dever-se-iam restringir aqueles que
fossem capazes de serem representados no espago euclidiano. Todavia, tal justificacdo epistémica
para a matematica ja se encontrava defasada ainda quando Kant primeiramente a propds; dentre
varias obje¢Oes podemos numerar algumas: (i) hd conceitos numéricos que ndo podem ser
expressdes como quocientes de numeros inteiros — como as construcdes na intui¢do
espaciotemporal requerem — (e.g., v/2) e, ainda, ha conceitos numéricos que ndo correspondem as
ideias de medida e quantidade — que sdo intrinsecas a nocao de nimero —, tais como 0s nimeros
imaginarios (e.g.,V—1 ). De acordo com a epistemologia kantiana, esses nimeros nio poderiam ser
representados na intuicdo espaciotemporal, portanto, ndo seriam propriamente numeros; (ii) logo
ap6s a morte de Kant, comegou-se um estudo aprofundado sobre geometrias nao-euclidianas, o que

a epistemologia kantiana, por acreditar na realidade do espago euclidiano — ainda que esse existisse

5 Sua exposicao detalhada encontra-se na obra Principios da Matematica [Principles of Mathematics]. No
atual dossié encontra-se a tradugao do Apéndice B dessa obra, na qual Russell expde um breve resumo
das doutrinas légicas de Frege, confrontando-as com suas proprias.

6 Afim de focarmos na versao apresentada por Russell, ignoraremos o debate acerca de quem teria sido
0 primeiro a descobrir esse paradoxo, todavia é digno de nota que outros légicos teriam apontado
contradicbes semelhantes. Para uma breve introducao ao tema cf. a entrada Russell’s Paradox, na
Enciclopédia de Filosofia da Stanford. Ademais, seguiremos em grande medida Zalta (2017) em sua
formulacdo do simbolismo fregeano e posterior derivagdes.
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no sujeito como forma de toda intui¢do sensivel e ndo como coisa em si no que lhe € exterior —, ndo
podia dar conta’.

Desse modo, ao longo do século XIX, surgiu um vacuo na epistemologia da matematica: era
necessario encontrar uma fundamentagdo mais capaz e¢ completa para essa ciéncia. Nessa
perspectiva, observamos o desenvolvimento do célculo de classes juntamente com vdrias teorias
conjuntistas. Nessa perspectiva, encontramos Cantor (1845-1918), Dedekind (1831-1916) et ali. Em

suma:

[...] a teoria de conjuntos abstratos e niimeros infinitos, desempenha também um papel
fundacional, uma vez que ¢é possivel reduzir no¢des matematicas, como a de nimero, a
nocdes conjuntistas e definir em termos conjuntistas estruturas matematicas quaisquer — o
que transforma teorias como a aritmética, as geometrias ¢ as teorias algébricas abstratas em
aspectos da teoria dos conjuntos.®
Todavia, foi somente com o desenvolvimento da logica por Frege que foi possivel operar
uma sintese dos trabalhos até entdo realizados no célculo de classes e em teorias conjuntistas,
oferecendo um sistema dedutivo completo e baseado em uma nova linguagem ideal, ou Ideografia

(a sua Begriffsschrift). Em resumo:

A logica inaugurada por Frege, que certamente ndo poderia imaginar a imensa fertilidade
das terras que desbravara, serviu também para atacar questdes da teoria dos conjuntos de
Cantor. Formalizando essa teoria e estudando-a como um sistema légico, pode-se mostrar
que ela também ¢ incompleta, ou seja, ha assergdes [...] que sdo indemonstraveis no
sistema. Como a hipdteses ela mesma ¢ verdadeira, ou € a sua negagdo, mas como nenhuma
delas ¢ demonstravel na versdo formalizada da teoria dos conjuntos, entdo ha asser¢des
verdadeiras sobre conjuntos que sio formalmente indemonstraveis.’

Essa logica tornar-se-4 a base do logicismo, que agora pode ser propriamente caracterizado
como uma doutrina, dentro da epistemologia da matematica, que busca estabelecer as bases dos
raciocinios matematicos através de principios logicos que sdo rigorosamente demonstraveis numa
lingua abstrata. Em suma: “[...] partilho a opinido daqueles que consideram impraticavel uma

separagdo precisa entre ambas [a l6gica e a matematica].”"

2 O PROJETO LOGICISTA
Enquadra-se ainda, dentro desse projeto inaugurado por Frege, Russell. Esse ultimo,

partindo de seus proprios estudos das teorias conjuntistas e fortemente influenciado pelos trabalhos

7 Para um debate aprofundado sobre a epistemologia da matematica kantiana e suas objegdes, cf. Jairo,
2007, pp.93-121.

8 Jairo, 2007, p.116.

9 Jairo, 2007, p.120.

10 Frege, 1974, p.207.
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de Giuseppe Peano (1858-1932), chegou a solu¢des muito semelhantes as de Frege, como podemos

notar em seus textos:

Espero ter neste escrito tornado verossimil que as leis aritméticas sejam juizos analiticos, e
consequentemente a priori. A aritmética seria, portanto, apenas uma logica mais
desenvolvida, cada proposigdo aritmética uma lei logica, embora derivada. As aplicagoes da
aritmética a explicacdo da natureza seriam elaboracdes logicas de fatos observados; calcular
seria deduzir'".

E ainda:

Matematica pura ¢ a classe de todas as proposigoes da forma "p implica q", na qual p e q
sdo0 proposicdes contendo uma ou mais variaveis, a mesma nas duas proposi¢des e nem p
ou q contém quaisquer constantes exceto constantes logicas.

[.]
A conexdao da matematica com a logica, de acordo com a consideracdo acima, ¢
extremamente proxima. [...] O fato é que, uma vez que o aparato da logica foi aceito, toda
matematica se segue necessariamente. [...] A distingdo de matematica ¢ 16gica ¢ muito
arbitraria [...]."2

Dentro desse projeto, uma das nogdes mais basicas e necessarias era aquela de classe, ou
conjunto, pois, como dito acima, ao tratarmos numeros como classes, pode-se tratar as relagdes
aritméticas como relacdes entre classes, relagdes algébricas como relagdes de classes de classes, etc;
essas relacdes por sua vez sdo definidas em termos de constantes logicas. A teoria dos percursos de

~ . r r \ 13
valores de Frege, e seu subsequente uso da extensdo de um conceito, ¢ analoga a classe .

Vejamos, grosseiramente, o porqué o conceito de classe se tornou indispensavel para esse
projeto: suponhamos os conceitos “ser nimero par primo” e “ser nimero entre 1 e 3”. Certamente,
estaremos falando do mesmo numero, i.e., 2. Todavia, seria isso 0 mesmo que dizer que ambos os
conceitos sdo equivalentes? Se por equivaléncia compreendermos que um conceito deva implicar o
outro, certamente nao — dito de outro modo, dos conceitos de nimero par € nimero primo, nao se
segue o conceito de nimero entre 1 e 3. Todavia, ndo se pode negar que ambos conceitos denotam o
mesmo objeto, i.e., 0 conceito de nimero 2 — e se, devido a algum tipo conclusdo absurda fossemos
obrigados a negar isso, a matematica encontrar-se-ia em sérios problemas, uma vez se que nem
esses conceitos simples referir-se-iam a um nimero geral e determinado, mas a nimeros diferentes
e sempre particulares, como poderiam ser calculadas relagdes aritméticas que parecem denotar uma

generalidade? Em vista disso, parece-nos plenamente intuitivo tomarmos o conceito dos numeros

como classes que sao a referéncia de conceitos. Portanto, nossos conceitos “ser nimero par primo”

11 Frege, 1974, p.271.

12 Russell, 2009, pp.3, 9-10.

13 Cf. nossa tradugao do Apéndice B dos Principios da Matematica no presente dossié para uma discussao
mais detalhada sobre essa identificagao.
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e “ser numero entre 1 e 37, apesar de diferentes, passardo a denotar somente um objeto
determinado, a classe “2”. Assim, na medida que possuem a mesma referéncia, esses conceitos sao
equivalentes, pois implicam mutuamente a mesma classe, i.e., terdo o mesmo percurso de valor.

Frege generaliza tal constatagdo através de sua Lei Basica V, expressa nas Leis da Aritmética
[Grundgesetze der Arithmetik]:

eF(e)=eG(e)=V x[F(x)=G(x)]

Na qual a letra grega (épsilon) que precede os conceitos ‘F’ e ‘G’ indica a extensdo dos
respectivos conceitos. Desse modo, temos que as extensdes de dois conceitos diferentes — i.e., as
classes que eles denotam — sdo idénticas se e somente se 0 mesmo objeto cai sob ambos os

conceitos. Isso ¢, de fato, o preludio do paradoxo.

3 O PARADOXO DE RUSSELL

Esta abordagem de se tomar extensdo de conceitos como um modo de se determinar as
classes — denominada intensional, em oposicao a abordagem extensional, que determina as classes a
partir dos objetos que a compdem — era um tanto quanto usual entre os 16gicos na época de Russell
e o logico britanico vinha estudando-a, até notar sua inconsisténcias, através dos trabalhos de Frege.
A primeira comunica¢do desse problema da abordagem intensional ¢ enderecada por Russell ao

l6gico alemdo em 16 de Junho de 1902:
Caro colega,

Por um ano e meio eu venho estudando seu Grundgesetze der Arithmetik [Leis da
Aritmética]. [...] Encontro-me em completo acordo com vocé em todos os pontos essenciais
[...]. H4 apenas um ponto no qual encontrei uma dificuldade. Vocé diz (p.17) que uma
fungdo também pode ser tomada como um elemento indeterminado. Nisso eu acreditava
anteriormente, mas agora essa visdo me parece questionavel por causa da seguinte
contradi¢do. Fagamos w ser o predicado: ser um predicado que ndo pode ser predicado de si
mesmo. Pode w ser predicado de si mesmo? De cada uma das respostas, seu oposto se
segue. Portanto, devemos concluir que w ndo ¢ um predicado. Do mesmo modo, ndo ha
classe (enquanto totalidade) daquelas classes quais, cada uma tomada enquanto uma
totalidade, ndo pertencem a si mesmas. Disso concluo que, sob certas circunstancias, uma
colecdo definivel [Menge] ndo forma uma totalidade.

Estou a ponto de terminar um livro sobre os principios da matematica e nele gostaria de
discutir seu trabalho detalhadamente. Eu ja tenho seus livros ou devo compra-los em breve,
todavia eu ficaria muito grato se vocé me enviasse copias dos seus artigos em varios
periddicos. No caso disso ndo ser possivel, deverei obté-los de uma biblioteca.

O tratamento exato da logica em questdes fundamentais, onde simbolos falham, tem se
mantido muito ultrapassado; em seus trabalhos eu encontro o melhor [tratamento] que
conhe¢o em nosso tempo e, portanto, eu venho expressar meu maior respeito por vocé. E
lamentavel que vocé ainda ndo tenha publicado o segundo volume de seu Grundgesetze;
espero que isso ainda seja feito.
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Muito cordialmente,

Bertrand Russell.

A contradicdo acima, quando expressa na simbologia de Peano, 1é-se do seguinte modo:
w=(clsnx3 (x~€ x))2 ((wew|=(w~ € w)

Escrevi a Peano sobre isso, mas ele ainda me deve uma resposta.'

A qual rapidamente segue-se a resposta de Frege, em 22 de Junho de 1902:

Caro colega,

Muito obrigado por sua interessante carta [...]. Estou contente que vocé concorde comigo
em muitos pontos e que pretenda discutir meu trabalho detalhadamente. Em resposta ao seu
pedido, estou enviando as seguintes publicagdes [...].

Sua descoberta da contradigdo me causou uma enorme surpresa e, eu quase diria,
consternacao, ja que ela abalou as bases nas quais eu pretendia erigir a aritmética. Parece,
assim, que transformar a generalizagcdo de uma igualdade em uma igualdade de percursos
de valores [die Umwandlung der Allgemeinheit einer Gleichheit in eine
Werthverlaufsgleichheit] (§9 do meu Grundgesetze) ndo é sempre permissivel, que minha
Regra V (§20, p.36) ¢é falsa e que minhas explicacdes no §31 ndo sdo suficientes para
garantir que minhas combinagdes de signos tenham significagdo em todos os casos. Devo
refletir aprofundadamente nesse assunto. Ja que ¢ muito grave que - com a perda da minha
Regra V - ndo apenas as fundacdes da minha aritmética, mas também as tinicas fundacdes
possiveis da aritmética, parecem se perder. Ainda assim, penso eu, deve ser possivel
estabelecer condi¢des para a transformagdo de uma generalizagdo de uma igualdade em
uma igualdade de percursos de valores tal que os [pontos] essenciais das minhas provas
permanegam intactos. Em qualquer caso, sua descoberta ¢ muito extraordinaria e talvez
resultard em um grande avango na logica, por mais que ela parega desagradavel a primeira
vista.

[.]

O segundo volume do meu Grundgesetze [Leis da Aritmética] deve surgir em breve. Sem
duavida terei que adicionar um apéndice no qual sua descoberta seja levada em
consideragdo. Antes eu ja possuisse uma abordagem correta para isso!

Muito cordialmente,

G. Frege.”

Podemos ilustrar o paradoxo da seguinte maneira: suponhamos a classe dos humanos.

Certamente, a classe formada pelo conceito “ser humano” ndo ¢ outro humano, apesar dos termos

que pertencem a essa classe serem todos humanos. Portanto, a classe dos humanos ndo pertence a si

14

15

Russell, 1971, pp.124-125. Lé-se: “sendo w uma classe e x um elemento que pertence a ela, tal que x ndo pertence a
x, entdo w pertence a w ¢ igual a w ndo pertence a w.” Substituimos a notag@o de pontos, utilizada por Peano e
Russell, pela notagdo contemporanea, que utiliza parénteses, para facilitar a leitura.

Frege, 1971, pp.127-128.
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mesma. Do mesmo modo que utilizamos o conceito “ser humano” para determinar a extensao desse
conceito, i.e., classe dos humanos, utilizemos o conceito “ser uma classe que ndo pertence a si
mesma” e a extensdo desse conceito sera a classe das classes que ndo pertencem a si mesmas.
Chamaremos tal classe de T. Vejamos agora se T pertence a T. Suponhamos (i) que T pertence a T.
Nesse caso, se algo pertence a alguma classe, entdo esse algo cai sob o conceito cuja extensdo €
aquela classe; desse modo, se T pertence a T, entdo T cai sob o conceito “ser uma classe que nao
pertence a si mesma’; isso contradiz nossa hipotese. Suponhamos (i) que T ndo pertence a T. Nesse
caso, entdo ele cai sob o conceito “ser uma classe que ndo pertence a si mesma”, conceito cuja
extensdo ¢ o proprio T, e, portanto, T pertence a si mesmo. Isso também contradiz nossa segunda
hipdtese. Desse modo, o paradoxo parece nos mostrar que existem conceitos que nao tém extensao
e que, dada uma equivaléncia entre conceitos, segue-se que suas extensdes sdao iguais; mas dado
uma igualdade de extensoes, ndo se segue uma equivaléncia de conceitos.

Dito de outro modo, podemos separar a Lei Basica V, que ¢ uma bicondicional, em duas
condicionais:

Va:é

O que equivale a Va”: ¢

Vb

O que equivale a Vb™: ¢

Va somente assere que (i) a correlagdo entre conceitos e suas extensdes expressa na Lei
Basica V deve ser uma funcao, dado que (ii) nenhum conceito fica correlacionado com duas
extensdes distintas; (iii) nota-se que conceitos diferentes podem estar correlacionados com a mesma
extensdo; (iv) por Va”, se as extensdes sdo distintas, também os sdo os conceitos. Todavia, Vb
assere que (v) se as extensdes sao iguais, entdo os conceitos também sao iguais; (vi), por Vb”, toda
vez que os conceitos diferirem, entdo suas extensdes também serdo diferentes. Portanto, torna-se
claro como a Lei Bésica V implica o paradoxo. A Lei Basica V exige existam mais conceitos que
extensdes, pois ainda que esses sejam diferentes, suas extensdes serao idénticas; todavia conceitos
que forem diferentes (vi) também terdo extensdes diferentes.

Dessa maneira, voltar-nos-emos ao nosso exemplo: os conceitos “ser nimero par € primo” e
“ser numero entre 1 e 3”. Em vista do atual paradoxo, parece-nos agora que, sendo esses conceitos
diferentes, também serdo suas extensdes diferentes. Seriamos agora obrigados a adotar aquela

posicdo absurda de que as classes denotadas por “ser nimero par € primo” e “ser numero entre 1 e
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3” sdo diferentes, portanto, ndo sdo “2”? E como pode a aritmética representar a generalidade

necessaria a suas operagdes caso isso seja possivel?'

4

Nas palavras do proprio Frege:

Dificilmente algo mais desagradavel pode sobrevir a um escritor cientifico que uma das
fundacdes de seu edificio seja abalada apds seu trabalho ter sido terminado.

Eu fui colocado nessa posicdo por uma letra do Sr. Bertrand Russell justamente quando a
impressdo desse [segundo] volume estava chegando ao seu fim. E um problema da minha
Lei Bésica V. Eu nunca escondi de mim mesmo a sua falta de auto evidéncia que as outras
[leis] possuem e que tal coisa deve ser apropriadamente exigida de uma lei da logica e de
fato eu apontei essa fraqueza na Introdugdo ao primeiro volume [..]. Eu teria
diligentemente abandonado essa fundagdo se eu conhecesse qualquer substituto para ela. E
mesmo agora ndo vejo como a aritmética pode ser cientificamente fundamentada, como
nimeros podem ser concebidos como objetos 1dgicos e trazidos sob certo estudo, a menos
que sejamos permitidos - pelo menos condicionalmente - a passar de um conceito para sua
extensdo. E sempre permissivel se falar da extensio de um conceito, de uma classe? Se nio
for, como reconheceremos os casos excepcionais? Podemos sempre inferir da extensdo de
um conceito coincidir com a extensdo de um outro, que todo objeto que cai sob o primeiro
conceito também caia sob o segundo? Essas s@o as questdes levantadas pela comunicagdo
do Sr. Russell.

Solatium miseris, socios habuisse malorum [ A consola¢do do miseravel é ter companheiros
em sua desgraca]. Eu também tenho esse consolo, se consolo isso &; pois todos que em suas
provas utilizaram extensdes de conceitos, classes, conjuntos, estd na mesma posi¢do [que
eu]. Ndo ¢ apenas uma questdo do meu método particular de se estabelecer as fundagdes,
mas [€ uma questdo de] se é de alguma forma possivel uma fundagio logica da aritmética.'”

OUTRA DERIVAGAO DO PARADOXO DENTRO DO SISTEMA FREGEANO

No §55 das Leis Basicas da Aritmética, Frege deriva o Teorema (1), conhecido como Leis

das Extensoes. Esse teorema assere que um objeto pertence a extensdo de um conceito se € somente

se ele cai sob aquele conceito. A partir dele, outra derivagdo do paradoxo pode ser realizada:

A O i

Y FV x|x€ eF = Fx| Leis das Extensées
V x(x€ eF=Fx)1,V E

3 yV x(x€e y=Fx)2,3 1

VY FA yV x(x€ y=Fx)3,V I

qyVv x(xe y=[lz.z¢ z]x)4,‘v’ E

3 yV x(x€ y=x¢ x5, A—conversdo

16

17 Frege, 1967, p.127.

Essas preocupacgdes, dentre outras, deverao nortear Russell durante sua investigagdo do sistema
fregeano e sua subsequente reformulacao, através dos apéndices A e B, da teoria dos tipos logicos
exposto nos primeiros capitulos dos Principios da Matematica.
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7. V x(x€a=x¢ x)6,3 E
8. (a€a=a¢a)7,V E

5 CONCLUSOES

O Paradoxo de Russell, chamado pelo proprio logico britdnico de Contradigdo, ¢ varias
vezes remontada ao longo dos Principios da Matematica'®. Sua descoberta afetou subsequentes
desenvolvimentos do projeto logicista ¢ da matematica no geral, uma vez que solapou a
possibilidade de um fundacionismo intensional aos moldes fregeanos. De fato, na tentativa de evitar
o surgimento do paradoxo, Russell ird cada vez mais se aproximar de uma teoria das classes
extensional — pois como mostramos, uma abordagem demasiado intensional das classes nos leva
inevitavelmente ao paradoxo —, culminando em sua teoria dos tipos exposta nos Principia
Mathematica (1910-1913). Todavia, os germens de sua teoria dos tipos podem ser remontados aos
Principios da Matematica; através dos apéndices A e B Russell busca oferecer solugdes mais
adequadas a contradi¢do e aos argumentos oferecidos por Frege a favor de uma abordagem
intensional das classes.

Uma das varia¢des mais comuns do Paradoxo de Russell é a do barbeiro, muito utilizado ao
tentar-se explicar o paradoxo. Todavia, achamos tal versdo demasiado simplista, por ignorar que o
verdadeiro objeto do paradoxo sdo classes, ndo individuos. Dessa forma, essa variagao do paradoxo,
ndo parece contribuir muito para o entendimento das questdes importantes levantadas em
epistemologia da matematica e do desenvolvimento da l6gica formal®.
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